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MATHÉMATIQUES. 

VarM.  l'Abbé  de  LA  Caille,^  /’ Académie  Royale 
des  Sciences , de  celles  de  Pétersbourg  , de  Berlin , de 
Stockholm  j de  Gottingue  _>  & de  l3 Infiitut  de  Bologne  ; 
Profejfeur  de  Mathématiques  au  Collège  Ma\arin, 

NOUVELLE  ÉDITION, 

Avec  de  nouveaux  Eléments  d’Algèbre,  de  Géométrie, 
de  Trigonométrie  reétiligne  3c  fphérique,  de  Se&ions 
coniques  , de  pluGeurs  autres  Courbes  , des  Lieux 
géométriques  , de  Calcul  Différentiel  & de  Calcul 
Intégral. 


Par  M.  l'Abbé  Marie  , de  la  Maifon  & Société  de  Sorbonne , 
Sous-Précepteur  des  Enfants  de  Monfcigneur  le  Comte 
d’Artois  ; ci-devant  Profejfeur  de  Mathématiques  au 


Chez  la  Veuve  Desaint,  Libraire 
rue  du  Foin  S.  Jacques. 

M.  D C C.  L X X X I V. 

Avec  Approbation  , 0 Privilège  du  Roi* 
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P RÉ  F A CE. 

Lés  Éléments  d’Arithmétique , d’ Algèbre,  de 
Géométrie,  de  Trigonométrie  Re&iligne,  & de 
Trigonométrie  Sphérique  forment  la  première 
Partie  de  cet  Ouvrage.  La  fécondé  contient  un 
abrégé  des  Se&ions  Coniques , de  plufieurs  autres 
Courbes,  & des  Lieux  Géométriques.  Elle  efl 
terminée  par  les  Éléments  du  Calcul  Différen- 
tiel , & du  Calcul  Intégral. 

Pour  faire  entrer  ces  diverfes  matières  dans  un 
feul  Volume,  il  a fallu  les  preffer  un  peu,  ôc 
fupprimer  affez  fouvent  des  opérations  inter- 
médiaires dans  le  courant  des  calculs.  Il  en  eft 
réfulté  le  double  avantage , de  renfermer  entre 
des  limites  affez  étroites  toutes  les  parties  élé- 
mentaires des  Mathématiques  pures  , 8c  d'offrir 
aux  Lecteurs  une  fuite  de  difficultés  propres  à 
exercer  leurs  forces,  & à provoquer  leur  ardeur. 

Cette  lutte  continuelle  produit  les  meilleurs 

effets  pour  les  jeunes  Gens  deftinés  à faire  des 

progrès  rapides  dans  les  Mathématiques.  Rien  ne 

les  flatte,  rien  ne  les  anime  comme  le  plaifirde 

vaincre  ces  difficultés.  Rien  auffi  ne  leur  donne 

• • 
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P R É F A C E.* 
plus  de  facilité  pour  les  Calculs , & plus  d’éner- 
gie pour  la  réfoluticn  des  Problèmes. 

Voulant  leur  procurer  ces  avantages,  M.  V Abbé 
de  la  Caille , dont  la  mémoire  eft  fi  juftement 
célèbre,  rédigea  fes  Leçons  de  Mathématiques 
d’-après  • ce  plan.  Je  m’y  fuis  conformé  dans  les 
différentes  Éditions  que  j’ai  données  de  fon  Ou- 
vrage. 

J’ai  mis  en  petit  caractère  , ce  qui  m’a  paru 
çioins  utile  ou  moins  aifé.  On  pourra  donc  fe 
borner  à ce  qui  eft  en  gros  caractère  , quand  on 
voudra  n’apprendre  que  les  premiers  Eléments 
des  Mathématiques.  Si  on  veut  poufler  plus  loin 
cette  étude  t il  faut  ne  lire  d’abord  que  ce  qui 
eft  en  gros  caractère  , après  quoi  on  reprendra 
dans  une  fécondé  lecture  tout  le  fil  de  ces  Leçons. 
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EXTRAIT  DES  REGISTRES  DE  L'ACADEMIE 

Royale  des  Sciences. 

Du  ii  Août  1778. 

IV^Eflieurs  di  la  Lande  8c  Bailly  qui  avoient  été 
nommés  par  l’Académie  pour  examiner  la  fécondé  Édi- 
tion des  Leçons  de  Mathématiques  de  feu  M.  l’Abbé  de 
la  Caille  , augmentées  conjidérablement  par  M.  l'Abbé 
Ms/RiEt  en  ayant  fait  leur  rapport,  l’Académie  a jugé 
cet  Ouvrage  digne  d’être  approuvé  & imprimé  fous  fon 
Privilège  ; en  foi  de  quoi  j’ai  ligné  le  ptéfent  Certiiïcat. 
A Paris  , le  iz  Août  1778. 

Le  Marquis  de  CONDORCET. 


PRIVILEGE  DU  ROI. 

T j OUÏS  , par  la  grâce  de  Dieu , Roi  de  France  & de  Navarre  , 
à nos  amés  & féaux  Confeillers  , les  Gens  tenans  nos  Cours  de 
Parlement,  Maîtres  des  Requêtes  orninaires  de  notre  Hôtel,  Grand 
Confêil , Prévôt  de  Paris , Baiiiifs , Sénéchaux , leurs  Lieutenants 
Civils,  & autres  nos  Jufticiers  qu’il  appartiendra  : Salut.  Nos 
bien-amés  les  Membres  de  l’Académie  Royale  des  Sciences 
de  notre  bonne  Ville  de  Paris  , Nous  ont  fait  expofêr  qu’ils  auroient 
befoin  de  nos  Lettres  de  Privilège  pour  l’imprefïion  de  leurs  Ouvra- 
ges : A ces  causes  , voulant  favorablement  traiter  les  Expofânts, 
Nous  leur 'avons  permis  & permettons  par  ces  Préfêntes,  de  faire 
imprimer  , par  tel  Imprimeur  qu’ils  voudront  choifîr , toutes  les 
Recherches  ou  Obfervations  journalières  , ou  Relations  annuelles 
de  tout  ce  qui  aura  été  fait  dans  les  AlTemblées  de  ladite  Acadé- 
mie Royale  des  Sciences , les  Ouvrages,  Mémoires  ou  Traités  de 
chacun  des  Particuliers  qui  la  compofêiit , 8c  généralement  tout 
ce  que  ladite  Académie  voudra  faire  paroître  , après  avoir  fait 
examiner  lefdits  Ouvrages,  & jugé  qu’ils  feront'  dignes  de  l’im- 
preflîon,  en  tels  volumes,  forme,  marge.,  caraâeres  , • conjoin- 
tement ou  feparément  , & autant  de  fois  que  bon  leur  fêmblera , 
& de  les  faire  vendre  & débiter  par-tout  notre  Royaume,  pendant 
le  temps  de  vingt  années  confécutives , à compter  du  jour  de  la 
date  des  Préfêntes  ; fans  toutefois  qu’à  l’oçcafion  des  Ouvrages  ci- 
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deffiis  (pécifiés,  il  en  puiflè  être  imprimé  d’autres  qui  ne  (oient 
pas  de  ladite  Académie.  Faifons  défenfes  à toutes  (brtes  de  perfon- 
nes,  de  quelque  qualité  & condition  qu’elles  (oient,  d’en  introduire 
d’itnpremon  étrangère  dans  aucun  lieu  de  notre  obéiflance  ; comme 
auffi  à tous  Libraires  & Imprimeurs  d’imprimer  ou  faire  imprimer , 
vendre,  faire  vendre,  & débiter  lefHits  Ouvrages,  en  tout  ou  en 
partie , & d’en  faire  aucunes  tradudions  ou  extraits  (bus  quelque 
prétexte  que  ce  puilTe  être , *(àns  la  permiflion  expreire  & par 
écrit  defiiits  Expofants  , ou  de  ceux  qui  auront  droit  d’eux;  à 

fieine  de  confifeation  des  Exemplaires  contrefaits , de  trois  mille 
ivres  d’amende  contre  chacun  des  Contrevenants  ; dont  un  tiers  à 
Nous , un  tiers  à l’Hôtel-Dieu  de  Paris , & l’autre  tiers  auxdits  Expo- 
iànts , ou  à celui  qui  aura  droit  d’eux,  & de  tous  dépens  , domma- 
ges & intérêts  ; à la  charge  que  ces  Préfentes  feront  enregiftrces 
tout  au  long  fur  le  Regiftre  de  la  Communauté  des  Libraires  & 
Imprimeurs  de  Paris,  dans  trois  mois  de  la  date  d’icelles;  que  l’im- 
preflion  defdits  Ouvrages  (êra  faite  dans  notre  Royaume , & non 
ailleurs , en  bon  papier  & beaux  caraderes  , conformément  aux 
Réglements  de  la  Librairie  ; qu’avant  de  les  expofer  en  vente , les 
Manufcrits  ou  imprimés  qui  auront  fervi  de  copie  à l’imprailton 
defdits  Ouvrages , feront  remis  ès  mains  de  notre  très-cher  & féal 
Chevalier,Gardedes  Sceaux  de  France,  le  fieur  Hue  de  Miromesnil; 
qu’il  en  fe ra  enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque 
publique  , un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre , & un  dans 
celle  de  notre  très-cher  & féal  Chevalier  , Chancelier  de  France , le 
(ieur  de  Maupeou  , & un  dans  celle  dudit  fieur  Hue  de  Miro- 
mesnil; le  tout  à peine  de  nullité  defdites  Préfentes,  du  contenu 
defquelles  vous  mandons  & enjoignons  de  faire  jouir  lefHits  Expo- 
fànts  & leurs  ayans  caufe  , pleinement  & paifiblement , lans  (buffrir 
qu’il  leur  (bit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la 
copie  des  Préfentes,  qui  fera  imprimée  tout  au  long  , au  commen-  • 
cernent  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages  , (oit  tenue  pour  duement 
lignifiée  ; & qu’aux  copies  collationnées  par  l’un  de  nos  amés  & 
féaux  Confeillers  & Secrétaires,  foi  (bit  ajoutée  comme  à l’origi- 
nal : commandons  au  premier  notre  Huiflier  ou  Sergent  (ur  ce  requis , 
de  faire , pour  l’exécution  d’icelles  , tous  aftes  requis  & nécelïài- 
res,  (ans  demander  autre  permiflion  , & nonobfiant  Clameur  de 
Haro,  Charte  Normande,  & Lettres  à ce  contraires.  Car  tel  eft 
notre  plaifir.  Donné  à Paris  le  premier  jour  de  Juillet,  Pan  de 
grâce  mil  fept  cent  (bixante-dix-huit , & de  notre  régné  le  cin- 
quième. Par  le  Roi  en  (bn  Confeil. 

Signé  LEBEGUE. 

Regijiré  fur  le  Regiflre  XX  dt  la  Chambre  Royale  & Syndicale 
des  Libraires  & Imprimeurs  de  Paris  , N°.  1477  , folio  f 82  , confoi - 
méritent  ait  Réglement  de  1713  , qui  fait  défenfes  , afticle  4,  à 
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toutes  perfotuies  , de  quelque  qualité  & condition  qu  elles  J oient , au- 
tres que  les  Libraires  & Imprimeurs  , de  vendre , débiter  & faire 
ajficher  aucuns  Livres  pour  les  vendre  en  leur  nom  , foit  qu'ils  s'en 
difent  les  Auteurs  ou  autrement  , & à la  charge  de  fournir  a la  fufdite 
Chambre  huit  exemplaires,  prefcrits  par  l'art.  CVII , du  même 
Réglement.  A Paris  le  20  Août  1778. 

Signé  A,  M,  LO  T TIN  l’aine , Syndic. 

. / 
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ÉLÉMENTAIRES 


DE  MATHEMATIQUES. 


,0  N comprend  fous  le  nom  de  Mathématiques , les 
Sciences  qui  ont  pour  objet  les  Nombres , l'Etendue , le 
Mouvement , la  Lumière , & en  général  tout  ce  qui  eft 
fufcepcible  d’augmentation  ou  de  diminution. 

2.  Mais  chacune  de  ces  Sciences  a une  dénomination 
particulière  , fuivant  la  nature  de  l’objet  qu’elle  contemple. 
La  Science  des  Nombres,  par  exemple,  s’appelle  Arithmé- 
tique. Celle  qui  a pour  objet  la  connoilTance  des  dimen- 
fions  de  l’Etendue  , s’appelle  Géométrie.  La  Science  dit 
Mouvement , s’appelle  Méchaniquc  : celle  qui  traite  de 
la  Lumière  , s’appelle  Optique , & ainfi  des  autres. 

3,  L’Arithmétique  fert  de  fondement  aux  autres  par- 
ties des  Mathématiques.  Elle  eft  d’ailleurs  d’un  ufage  ft 
univerfel  dans  la  fociété  , qu’il  faut  au  moins  favoit  en 
pratiquer  les  premières  réglés. 
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ÉLÉMENTS  D'ARITHMÉTIQUE. 

4/  1" o us  les  hommes  ont  une  idée  diftinéte  de  l 'Unité. 
La  vue  d’un  objet  quelconque  , fuffic  pour  faire  naître  cette 
idée. 

Celle  de  la  Pluralité  n’elt  pas  moins  facile  à acquérir. 
Il  fuffit  de  voir  deux  ou  plufieurs  objets  qui  fe  refTemblent. 

y.  Mais  toute  pluralité  étant  le  réfultat  des  unités  par- 
ticulières qui  concourent  à la  former  , on  dût  bientôt 
fentir  la  néceffité  d’imaginet  un  moyen  de  diftinguer  telle 
ou  telle  pluralité  de  toute  autre. 

6.  Trois  hommes  , par  exemple  , quatre  hommes  , cent 
, hommes  raffemblés  ne  pouvoient  pas  être  défignés  de  la 

même  maniéré.  11  fembloit  donc  indifpenfable  d’avoir 
recours  à autant  de  lignes  differents,  qu’il  pouvoir  y avoir 
de  Nombres . 

7.  Cependant  la  moindre  réflexion  dût  faire  prévoir 

l’inconvénient  qu’auroit  entraîné  cette  multitude  innom- 
brable de  lignes.  On  renonça  donc  à ce  moyen , & par 
un  procédé  auffi  limple  qu’ingénieux,  on  vint  à bout  d’ex- 
primer toutes  fortes  de  Nombres,  par  la  limple  combi- 
naifon  des  dix  Chiffres  li  connus 

o,  i»  2 , 3 > 4 * S > à , 7,  8,  <?. 

Zéro,  Un,  Deux,  Trois,  Quatre,  Cinq,  Six,  Sept,  Huit,  Neuf. 

,v 

• 

8.  Le  premier  ne  lignifie  rien  quand  il  efl  feulj  mais 
par  une  convention  généralement  adoptée  , zéro  placé  à la 
droite  d’un  autre  chiffre , lui  donne  une  valeur  dix  fois  plus 
grande.  Ainfi  pour  exprimer  dix  ou  une  unité  de  Dixaïne  , 
on  écrit  10;  pour  exprimer  vingt  ou  deux  dixaines,  on 
écrit  20  ; & fucceflivement  trente,  quarante , cinquante  , 
foixante  , foixante-dix , quatre-vingt , quatre-vingt-dix  , 
s’écrivent  par  3 o , 40  , f o , tfo , 70 , 8ô , 90. 
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<p.  Les  autres  chiffres  ont  la  même  propriété  que  le 
zéro  ; c’eft-à-dire , que  tout  chiffre  placé  à la  droite  d'un 
autre  , le  rend  dix  fois  plus  grand. 

„ Une  unité (impie  peut  donc  devenir  une  unité  de  dixaine, 
une  unité  de  centaine  3 une  unité  de  mille  , &c.  en  mettant 
un  , deux , trois  zéros  ou  tels  autres  chiffres  qu’on  voudra , 
à la  droite  du  chiffre  i. 

Un  y , un  4 8c  un  6 placés  de  cette  manière,  y 4 6 
font  donc  une  expreflion  abrégée  du  nombre  cinq  cent 
quarante-Jix. 

10.  Trois  chiffres  ainfi  difpofés  à la  fuite  l’un  de  l’autre, 
forment  ce  qu’on  appelle  la  Tranche  des  unités.  Trois 
autres  chiffres  mis  fur  la  même  ligne  que  ceux-ci  vers  la 
gauche  , comme  on  le  voit  dans  cet  exemple  , 921  £4 6 , 
forment  la  tranche  des  Milles.  On  prononce  ainfi  : Neuf 
cent  vingt-un  mille  cinq  cent  quarante-Jix,  La  tranche  des 
Millions  vient  enfuire,  puis  celle  des  Billions , celle  des 
Trillions , 8c  ainfi  des  autres. 

11.  Elles  font  compofées  de  trois  chiffres,  dont  le 
premier  à droite  marque  toujours  des  unités  du  même 
ordre  que  la  tranche.  Ainfi  dans  la  première  tranche 
ce  font  des  unités  fimples;  dans  la  fécondé  ce  font  des 
unités  de  mille  ; dans  la  troifieme,  des  unités  de  mil- 
lion; &c. 

Le  fécond  chiffre  de  chaque  tranche  marque  des  dixaines 
en  général  : ces  dixaines  prennent  le  nom  de  la  tranche 
où  elles  fe  trouvent.  Il  en  eft  de  même  pour  les  centaines, 
que  le  troifieme  chiffre  de  chaque  tranche  défigne  tou- 
jours. 

12.  Avec  cette  Remarque,  & un  peu  d’exercice,  il 
n’y  a pas  de  nombre  déjà  écrit  en  chiffres , que  l’on  n’ap- 
prenne bien  vite  à prononcer  : il  n’y  en  a pas  non  plus 
de  prononcé  ou  d’écrit  en  toutes  lettres , c^ue  l’on  ne  fâche 
bientôt  mettre  en  chiffres.  On  peut  s’exercer  fur  les 
Exemples  fuivants,  dont  on  trouvera  les  réfultats  à la  fin 
du  Livre  , afin  que  chacun  puiffe  les  comparer  avec  les 
fiens. 

A z 
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Soit  donc  propofé  l°.  d’afligner  la  valeur  des  nombres 
.AB  C D E 

. . . .893 . ....  i ii i 67J09. . • » ..  1020070 1 

Soit  propofé  2°.  d’exprimer  en  chiffres  les  nombres 
F G H 

trois  cent-deux. , .huit  mille-un. . .quinze  mille-feize. . 

I K 

cinquante  millions  mille vingt-deux  billions  quatre 

millions  foixante  dix-neuf. 

Paffons  maintenant  aux  Réglés  de  l’Arithmétique.  On 
en  compte  quatre  principales,  l’Addition,  la  Souftraébion, 
la  Multiplication  , & la  Divilion. 


Des  Réglés  de  ï Arithmétique. 

13. P u 1 s qu  E les  Nombres  font  fufceptibles  d’augmen* 
tation  ou  de  diminution , il  eft  clair  qu’on  peut  les  affu- 
jettir  à deux  fortes  d’opérations  \ l’une  par  laquelle  on  les 
augmente , ce  qui  s’appelle  faite  une  Addition  ; l’autre 
par  laquelle  on  les  diminue , ce  qu’on  appelle  Soujlrac - 
tion.  Toutes  les  autres  operations  de  l’Arithmétique  dé- 
pendent plus  ou  moins  de  ces  deux  opérations  fondamen- 
tales, comme  on  le  verra  par  la  fuite. 

i/j.  On  diftingue  deux  fortes  de  Nombres  , les  entiers 
de  les  fraclionaires.  Les  premiers  font  ceux  qui  contien- 
nent V unité  fans  relie  , tels  que  deux , fept , mille , 6ccj  les 
autres  ne  contiennent  que  des  parties  de  l’unité , pat 
exemple,  un  tiers,  un  vingtième  , &c.  Or  il  eft  clair  que 
ces  deux  efpeces  de  nombres  étant  également  fufceptibles 
d’accroiffement  ou  de  diminution  , on  peut  les  foumettre 
aux  mêmes  réglés.  Voyons  d’abord  celles  que  l’on  doit 
fume  pour  les  Nombres  entiers. 
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Si  ces  nombres  ne  partent  pas  dix,  auquel  cas  on  les  ap- 
pelle nombres  Jimples , on  n’a  pas  befoin  de  réglés  pour  les 
calculer,  parce  qu’on  opéré  alors  très  - facilement.  Mais 
lorfqu’il  s’agit  de  nombres  compofés , il  faut  avoir  re- 
cours à certaines  opérations  qui  n’ont  été  inventées  que 
pour  fuppléer  au  peu  d’étendue' de  notre  cfprit  : or  les 
plus  élémentaires  de  ces  opérations  font  d’une  extrême 
facilité , comme  on  va  le  voir. 


De  l'Addition . 


ij.  L’Addition  fert  à trouver  la  fomme  de  plu- 
fieurs  nombres  donnés.  Par  exemple , J,  7 & -j.  ajoutés 
enfemble  , font  16 } & pour  abréger  le  difcours,  on  écrit 
$ -h  7 -f-  4 = 1 6.  ( Le  ligne  -H-  eft  le  ligne  confacré  pour 
l’Addirion  : on  prononce  plus  ; le  figne  = lignifie  qu’il 
y a égalité  : on  prononce  égalé.  ) 

Lorfque  les  nombres  à ajouter  font  compofés  de  plu- 
fieurs  chiffres , par  exemplej  lorfqu’on  cherche  la  fomme  de 
432  & 363  , voici  la  Réglé  qu’il  faut  fuivre, 

1°.  Ecrive^  ces  nombres  Vun  au-deffous  de  T autre  3 en 
forte  que  les  unités  foient  fous  les  unités  , les  dixaines  fous 
les  dixaines , les  centaines  fous  les  centaines , &c. 

2°.  Tire % un  trait  au-deffous  ; & allant  de  droite  à gauche  3 
prene £ la  fomme  des  unités  ; fi  elle  ne  paffe  pas  9 , écrive^-  la 
fous  la  colonne  des  unités  ; fi  elle  furpaffe  9 , n écrive^  que 
les  unités  3 & réferve % les  dixaines  pour  les  ajouter  à la  co- 
lonne fuivante. 

3°.  Prenez  de  même  la  fbmrne  des  dixaines  , des  cen- 
taines j Scc.  & écrive^-  la  fuccefjlvement  au-deffous  de  la  co- 
lonne correfpendante.  Ainfi  dans  la  première  colonne  je 
dis  ; 24-3  = 5',  j’écris  5;  ait-rdelïbus. 

Dans  la  fécondé,  3 -J- 6 -=9. 

Dans  la  troifieme  , 44-3=7, 
j’écris  7 , & j’ai  la  fomme  cherchée , 

79S* 


452 

363 


19S 

A 3 


* 

-»*r* 


Digitized  by  Google 


6 Leçons  Élémentaires 

Si  l’on  propofe  d’ajourer  ces  trois 
nombres,  6078  , p 15)8 , 483  je  les 
écris  l’un  fous  l’autre  ïuivant  la  Réglé,  ’ 6078 
& je  dis. . . .8-4-8=11  (5, -4-3  = 1 p ; 9l9* 

c’eft- à-dire  , la  Tomme  de  la  première  483 

colonne  , ell  15  ou  I dixaine  & 9 

unités;  je  n’écris  que  9 au-de(ïous  de  IJ759 
la  colonne  des  unités,  & je  tiendrai  compte  de  la  dixaine 
dans  la  Tomme  de  la  colonne  Tuivante. 

Je  dis  donc,  14-7  = 8,-4-9  = 17,  -f-  8 = 2Ç  ; 

Î>ar  la  même  raiTon  je  n’écris  que  ç Tous  la  Teconde  co- 
onne , & je  retiens  les  deux  dixaines  pour  la  colonne 
Tuivante. 


Après  quoi  je  dis...  24-0=2,  -4-1  = 3,  -4-4  = 7; 
je  poTe  7. 

Enfin  6 -+*9=  r/;  & parce  que  c’eft  la  derniere  co- 
lonne, j’écris  I y tout  de  luire.  Ainfi  la  Tomme  cherchée 
eft  IJ7J -9. 


Voici  quelques 

Additions  à faire. 

51*3 

777S<* 

10376785 

4?28 

3388 

789632 

59*  7 

9765 

j 89 

8 <f2l 

9 0297 

73 

L M 

N 

16.  On  voit  bien  qu’en  ajoutant  Tucceflivement  toutes 
les  parties  des  Nombres  donnés  , on  doit  trouver  la  Tomme 
totale.  Ainfi  cette  Réglé  eft  infaillible.. 

Tout  infaillible  qu’elle  eft  cependant,  il  n’eft  pas  rare 
de  Te  tromper  en  la  pratiquant.  11  eft  donc  à propos  de  la 
vérifier  en  recommençant  l’opération  ; ce  que  l’on  peut 
faire , en  prenant  la  Tomme  des  colonnes  de  bas  en  haut. 

Comme  les  erreurs  qui  échappent  dans  le  cours  des  opé- 
rations numériques,  proviennent  Touvent  de  la  confufion  des 
colonnes  ou  des  chiffres,  mal  faits , on  ne  fauroit  prendre 


# 
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ttop-tôt  l’habitude  de  bien  féparer  les  colonnes , & de  don- 
ner aux  chiffres  une  forme  bien  diftinéle.  Cette  double 
précaution  fait  éviter  beaucoup  de  fautes. 

Il  faut  prendre  garde  auiîi  à une  autre  caufe  d erreur  ; 
i oublie  quelquefois  d’ajouter  a la  colonne  fuivante  ce 


on 


que  l’on  a retenu  fur  celle  qui  précédé. 

De  la  Souflraclion. 

- 17.  La  Souftra&ion  fert  à trouver  la  différence  de  Jeux 
quantités  données.  Or  cette  différence  eft  toujours  égalé 
à ce  qui  refte  de  l’une  de  ces  quantités,  quand  on  en  a 
retranché  l’autre. 

On  la  trouve  fans  calcul  dans  les  nombres  fimples.  11  eft 
clair , par  exemple , que  fi  on  ôte  2 de  J > il  re  e ? > ( 
qu’ainh  3 eft  la  différence  qu’il  y a entre  2 & 5.  Cette  ope- 
ration s’exprime  ainfi  en  abrégé,  y — 2 — 3 (ce  hgne 
fignifie  moins)-,  de  même 9 — 4=5’  > & ° 7 I* 

18.  Réglé  pour  la  fouftra&ion  des  nombres  compofes. 
Pour  foujlraire  un  nombre  d'un  autre  , mette\  le  plus  petit 
au-deffous  du  plus  grand  3 comme  dans  l'Addition , & tire ç un 
trait  au-deffous  i puis  écrive^fuçceffivement  fous  chaque  co- 
lonne les  excès  des  unités  , dixaines  3 centaines , ùtc.  du 
nombre  fupérieur  t fur  les  unités s dix  aines  , centaines  ,&c; 
du  nombre  inférieur  3 & vous  au.re\  l'excès  total  ou  la  difie- 
rence  entre  ces  deux  nombres.  . 

Ainli  pour  fouftraire  le  nombre  243  du 
nombre  69 y , je  les  écris  d’abord  comme 

vous  le  voyez ••••• 

je  dis  enfuite , y — 3=2  que  je  pofe  fous 
la  colonne  des  unités  : 9 — ;4=5  > 4ue  Ie'  a e 2 
cris  fous  la  colonne  des  dixaines  : 6-  2 

r=  4 que  je  pofe  au  rang -des  centaines. 

La  différence  cherchée  eft  donc  4f  2* 

11  eft  clair  en  effet  qu’en  prenant  fucceflîvement 
les  différences  partielles , on  doit  avoir  pourjéfultat  la  dif- 
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férence  totale  : & c’eft-là  tout  le  fondement  de  cette 

réglé. 

19.  Lorfaue  le  chiffre  inferieur  ejl  plus  grand  que  le  chiffre 
qui  lui  correfpond  dan  > le  nombre  fupérieur  3 il  faut  ajouter  à 
ce  chiffre  correfpondant  une  dixaine  prife  fur  le  chiff  re  qui  le 
fuit  a gauche  ; puis  écrire  l'excès  du  chiffre  fupérieur , ainfi 
augmenté  3 fur  l'inférieur  ; & fe  fouvenir  que  par- là  on  a di- 
minué d’une  unité  le  chiffre  fupérieur  fuivant. 

Pour  ôter  38  de  64.,  par  exemple,  je  dis...  4 — 8, 
cela  ne  fe  peut.  Je  détache  une  unité  du  6 , que  je  trans- 
porte fur  la  colonne  des  unités  fimples  , où  elle  vaut  dix  , 
& ajoutant  ces  dix  unités  aux  quatre  autres,  je  dis. . . . 
14 — 8=6,  que  je  pofe  au  rang  des  unités  : puis  J — 3. 
=2.  La  différence  eft  donc  26. 

Par  une  opération  femblable  , on  trouveroit  que 
Newton  , a vécu  84  ans.  Né  en  1643  , il  cfl  mort  en 
1727. 

20.  Si  le  chiffre  qui  fuir  à gauche  étoit  un  \érot  ou  s’ii 
croit  fuivi  lui-meme  d’autres  \éros  , on  iroit  de  proche  en 
proche  , jufqu’à  ce  qu’on  eût  trouvé  un  chiffre  dont  on  pût 
détacher  une  unité.  Parla  décompofition  de  cette  unité, 
tous  les  ~éros  précédents  deviendraient  des  9 , & il  refteroic 
une  dixaine  pour  l’ajouter  au  chiffre  plus  petit  que  le  chiffre 
inférieur. 

Si  l’on  vouloit,  par  ex.  fouftraire  18  de  200,  on  di- 
roit. . . . o — 8 , cela  ne  fe  peut.  Alors  il 
H roit  détacher  une  unité  du  2 , que  200 

l’on  décompoferoit  en  dix  dixaines;  & 18 

de  ces  dix  dixaines,  on  en  Iailferoit  9 * — ” * 

à la  place  du  fécond  zéro.  La  dixième, 
tranfportée  fur  le  premier , rendroit  pof- 
fîble  la  fouftraébion  de  8 , & on  diroit 
IO — 8=2. . . . 9 — 1=8....  1 — O 
= I ; refteroit  donc  182. 

Un  homme  qui  devoir  3000*,  en  a payé  1296,  que 
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lui  refte-t-il  à payer  ? 3000 

o — 6 , cela  ne  fe  peut.  Je  détache  une  1296 

unité  du  3 . Cette  unité  vaut  1 000=990  

-4-  10.  Je  dis  donc,  10  — 6=4....  I7°‘t 

5? — 9=0 ....  9 — 2=7 ....  2 — 1=1. 

Il  lui  refte  donc  1 704*  à payer. 


il.  Lorfque  le  chiffre  fupérieur  n’cft  pas  affez  grand,  on  peut, 
fans  avoir  recours  à ceux  qui  le  fuivent , lui  ajouter  une  dizaine  : 
mais  alors , pour  compenfcr  ce  que  l’on  a ajouté  au  nombre  fupé- 
ricur,  il  faut  fuppofer  que  le  chiffre  fuivant  du  nombre  inférieur  eft 
augmenté  d’une  unité.  On  voit  bien  que  cela  revient  an  meme. 

Voici  quelques  autres  exemples. 


6000  1758  6J32  9002  ijooor 

4000  1653  J421  4J7J  7638J’ 


22.  Quand,  une  Soujlraclion  ejl  bien  faite 3 il  faut  né- 
cejfairement  que  le  rejle  ajouté  au  nombre  foujlrait , foie 
égal  au  nombre  dont  on  avoit  à le  foujlrairc.  Car  un  Tour 
quelconque  doit  être  égal  à fes  parties  prifes  enfemble  : 
£c  c’eft  de  là  que  l’on  a déduit  un  moyen  prompt  & facile 
de  vérifier  les  louftraéiions.  Ajoutez  donc  le  refte  au  plus 
petit  nombre , & voyez  fi  leur  fomme  eft  égale  au  plus 
grand  des  deux  nombres. 

De  la  Multiplication . 

23.  On  fe  fert  de  la  Multiplication  pour  trouver  fans 
beaucoup  de  calcul , la  fomme  d’un  nombre  que  l’on  veut 
ajouter  plufieurs  fois  à lui-meme.  Pour  trouver,  par  exem- 
ple, la  fomme  de  1 2 ajouté  neuf  fois , il  faudroit  écrire  neuf 
fois  12  , & en  chercher  la  fomme,  ce  qui  feroit  affez 
long  ; par  la  Multiplication  on  trouve  tout  de  fuite  que 
9 fois  12  font  108. 

Dans  cet  Exemple , on  appelle  12  le  Multiplicande  t 
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9 le  Multiplicateur  , & 108  le  Produit.  En  général  le  mul- 
tiplicande & le  multiplicateur  s’appellent  les  racines  ou  les 
fadeurs  du  produit. 

24.  Le  produit  tfl  donc  la  fomme  du  multiplicande  pris 
autant  de  fois  quil  y a d’unités  dans  le  multiplicateur  : ou 
ce  qui  eft  la  meme  chofe , le  produit  contient  autant  de 
fois  le  multiplicande,  que  le  multiplicateur  contient  l’unité. 

2f.  Si  au  lieu  d’écrire  neuf  fois  12  en  colonne,  pour 
en  prendre  la  fomme , on  écrivoit  douze  fois  9 , il  eft 
clair  qu’on  trouverait  la  même  fomme  108  ‘y  d’où  il  fuit 
que  lorfquon  a deux  nombres  à multiplier  3 on  peut  indiffé- 
remment prendre  celui  qu'on  voudra  pour  multiplicande  • 
foutre  fera  le  multiplicateur  ; le  produit  fera  le  même. 

a 6.  On  n’a  pas  befoin  de  réglés  pour  la  Multiplication 
des  nombres  fimples;  on  voit  facilement  que  le  produit  de 
2 multiplié  par  3 , eft  6 j ce  qui  s’exprime  ainli  ; 2 x î , 
ou  a.  j=6.  (le  ligne  X,  ou  le  point  mis  entre  deux 
nombres  , lignifie  multiplié  par  ) j de  même  3 X 4 = 12  , 
7 . $ = 3$ , &c.  Il  faut  fe  rendre  très-familiers  les  pro- 
duits des  nombres  limples,  li  l’on  veut  pratiquer  sûrement 
& promptement  la  Multiplication. 

Voici  les  moins  aifés  de  ces  produits 


3 

x 3 

= 9 

4x3 

12 

y x 3 

— 

;iy 

6x3 

— 

18 

3 

*4 

= 12 

4x4 

1 6 

y x 4 

: — 

20 

6x4 

— — 

24. 

3 

xy 

= iy 

4X  y 

20 

yxy 

2y 

6x5” 

30 

3 

x6 

= 18 

4x6 

— : 

24 

y x 6 

— 

30 

6x6 

3* 

3 

*7 

= 21 

4x7 

— 

28 

y x 7 

— 

3y 

6x7 

42 

3 

x 8 

= 24 

4x8 

— 

S2 

j x 8 

40 

6 x 8 

* 

48 

3 

xp 

= 27 

4x9 

= 

36 

y x 9 

/ 

4y 

6x9 

- 

y* 

7x3  = 

— 21 

8 

x 3 

= 24 

9 

x 3 = 

= 27 

7x4  = 

= 28 

8 

X 4 

= 32 

9 

X4  = 

= 36 

7 x y = 

= sy 

8 

xy 

==  40 

9 

x y = 

= 4y 

7 x <y = 

= 42 

8 

x 6 

= 48 

9 

x 6 = 

= y4 

< 

7x7= 

= 49 

8 

x 7 

= S6 

9 

x 7 = 

= 63 

• 

7x8  = 

= y.6 

8 

x 8 

= 64 

9 

x 8 = 

= 72 

7x9  = 

= 63 

8 

x 9 

=72 

9 

X9  = 

= 8i 
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27.  Lorfqu’on  a deux  nombres  compofés,  comme  32  & 

24. , à multiplier  l’un  par  l’autre , il  faut  i °.  pofer  celui  que 
l’on  aura  choifi  pour  multiplicateur  ( c’eft  ordinairement  le 
plus  petit,)  au-deffous  du  multiplicande , comme  dans  l’Ad- 
dition ; ainfi  je  pofe  24  fous  32.  32 

2°.  Il  faut  écrire  au-deffous 3 en  allant  24 
de  droite  à gauche , le  produit  de  chaque 
chiffre  du  multiplicande  par  chaque  chiffre 
du  multiplicateur.  Ainfi  f écris  d’abord  le 
produit  de  chaque  chiffre  du  multipli- 
cande , par  les  unités  du  multiplicateur , 
en  difant. ...  2 X 4 = 8 , je  pofe  8 . . . 

3 x 4 = 12  , je  pofe  12. 

Après  cela  , f écris  auffi  de  droite  à gauche t en  commen- 
çant par  la  colonne  des  dixaines  le  produit  des  chiffres 
du  multiplicande  par  les  dixaines  du  multiplicateur , &c  je  dis, 
2X  2 — 4,  je  pofe  4 au  rang  des  dixaines  ....3x2=6, 

je  pofe  6 30.  Il  faut  prendre  la  fomme  de  ces  deux 

produits  ; ce  qui  donnera  768  pour  produit  total. 

28.  Pour  concevoir  cette  opération , on  peut , en  la 
faifant  , raifonner  ainfi.  Le  produit  de  32  par  24  eft 
évidemment  égal  aux  dixaines  & aux  unités  de  32,  prifes 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  24 , c’eft-à-dire , prifes 

4 fois , & 2 .dixaines  de  fois.  Il  faut  donc  dire  d’abord , les 
unités  du  multiplicande  prifes  4 fois  produifent  8 unités 
que  j’écris.  Enfuite  les  3 dixaines  du  multiplicande  prifes 
4 fois,  produifent  12  dixaines;  j’écris  12  fur  la  gauche 
de  8.  Ainfi  les  3 dixaines  & les  2 unités  de  32  prifes 
4 fois,  produifent  128  unités. 

Partant  maintenant  aux  2 dixaines  du  multiplicateur  ,’ 
je  dis;  les  2 unités  du  multiplicande  prifes  2 dixaines 
de  fois,  produifent  4 dixaines.  J’écris  4 dans  la  fécondé 
colonne  a gauche , ou  , ce  qui  revient  au  même , j’écris 
4 dans  la  colonne  du  multiplicateur  a&uel , parce  que  4 
exprime  des  dixaines , &r  qu’ainfi  il  doit  être  dans  la  colonne 
des  dixaines.  Enfin  je  dis , les  trois  dixaines  du  multipli- 
cande prifes  2 dixaines  de  fois , produifent  6 dixaines  de 
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dizaines  , c’eft-à-dire  , 6 centaines  ; j’écris  6 après  4 , afin 
qu’il  fe  trouve  dans  le  rang  des  centaines.  Donc  les  3 
dizaines  5c  les  2 unités  de  multiplicande  prifes  2 dizaines 
de  fois,  produifent  6 4 dixaines,  ou  6 centaines  & 4 
dizaines.  J’ajoute  ce  produit  à celui  que  j’ai  trouvé  plus 
haut , afin  d’avoir  le  produit  de  toutes  les  parties  du  mul- 
tiplicande par  toutes  celles  du  multiplicateur.  Ce  produit 
total  eft  donc  768. 

Soit  propofé  de  multiplier  564  par 
*.  24 9;  ...  Je  commence  par  écrire  ces  deux 

nombres  l’un  fous  l’autre  j puis  je  multiplie 
tout  le  multiplicande  ; 64  par  les  9 unités 
du  multiplicateur,  en  difant  4x9  = 36, 
je  pofe  6 , Sc  retiens  3 . ..  6x9=54,  mais 
à caufe  de  3 que  je  viens  de  retenir , je  dis 
54  -f-  3 = 9 7 , je  pofe  7 , 5c  retiens  y . . . 

J X9  = 45  : or  45  5 que  j’ai  retenu  = 50 , je  pofe 

yo  de  fuite  , parce  qu’il  n’y  a plus  rien  à multiplier  par.  ce 
premier  chiffre  9. 

Je  parte  enfuite  aux  4 dixaines  du  multiplicateur  , par 
lefquelles  je  multiplie  5^4 , en  difant. . . .4x4=  16;  je 
pofe  6 au  rang  des  dixaines  , 5c  retiens  I . . . 6 x 4=  24  » 
-4*1  = 25',  je  pofe  $ , Sc  retiens  2...  5x4  = 20, 
-+-  2 = 22,  j’écris  22. 

Enfin,  je  multiplie  564  par  les  2 centaines 'du  multipli- 
cateur y difant  à l’ordinaire  , 4 x 2 = 8 , je  pofe  8 au  rang 
des  centaines  ....6x2=12,  je  pofe  2 , & retiens  1 . . . . 
5x2  = 10,-1*1  = 11,  je  pofe  1 1. 

Je  prends  la  fomme  de  ces  différents  produits , & j’ai 
140436  pour  produit  total. 

> 29.  Lorfqu’il  y a un  ou  plufieurs  zéros  à la  fin  de  l’un 

ou  des  deux  nombres  donnés  , on  abrégé  l’opération  , en 
ne  multipliant  que  les  autres  chiffres  , Sc  mettant  à la  fuite 
de  leur  produit  autant  de  zéros  qu’il  y en  a , foit  à la  fin  du 
multiplicande,  foit  à la  fin  du  multiplicateur. 

Par  exemple , pour  multiplier  120  par  120,  on  mettra 
deux  zéros  à la  fuite  de  144,  produit  de  1 2 par  1 2,  Sc  on 


y6  4 
249 


5-076 
225 '6 

1 128 


140436 
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aura  14400  pour  produit.  Car  il  eft  bien  évident  que  des 
dixaines  multipliées  par  des  dixaines  , produifent  des  cen- 
taines. Or  ce  font  1 2 dixaines  que  l’on  a ici  à multiplier 
par  12  dixaines.  Leur  produit  doit  donc  être  144  centai- 
nes = 14400.  On  trouveroit  de  même  que  406000 x 
1 0700  = 4 3 44  200  000. 

Voici  quelques  Exemples  de  Multiplications  toutes  faites* 


5874 

685 

25)370 

465)5)2 

4023  6^0 


886633' 

• ' 777 

620643 1 
620643  ï 
620643 1 

6885)  r384i 


466 

1002 

93* 

'46600 

4665)32 


1 000  000 
1 000 


1 000  000  000 


En  voici  quelques  autres  à faire. 


S 3687 

5108 


425)45)6 
483 1830 

487477 94 


3020804 

570504 


JW 4444 

885)75)765 


U 


iin 

en 

lice 

du 

rt» 
; on 


5)87654321 
12345678 P 


Pour  connoître  fi  l’on  ne  s’eft  pas  trompé  dans  la  mnlr». 
plication,  on  peut,  en  attendant  que  l’on  lâche  la  divifion  l 
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changer  l’ordre  des  nombres  donnés,  c’eft-à-dire,  du  mul- 
tiplicateur faire  le  multiplicande,  & réciproquement  \ car 
on  doit  trouver  le  même  produit. 

3 O.  On  peut  aulïi  fe  fervir  de  ce  qu’on  appelle  la  preuve 
par  p.  C’eft  une  opération  ingénieufe  & prompte , qu’il  eft 
bon  de  fa  voir.  Voici  en  quoi  elle  jconfiftc. 

i°.  Ajoutez  les  chiffres  du  multiplicande,  comme  s’ils 
éxprimoient  tous  des  unités  fimples,  & de  leur  fomme 
retranchez  p auffi  fouvent  que  faire  fe  pourra.  Ou  il  ne 
vous  reliera  rien  après  cette  fouftra&ion , ou  il  vous  reliera 
un  nombre  moindre  que  p.  Dans  le  premier  cas  écrivez 
zéro.  Dans  le  fécond,  écrivez  le  chiffre  qui  vous  relie. 

2°.  Faites  de  même  pour  les  chiffres  du  multiplicateur, 
& vous  aurez  un  fécond  refie  que  vous  pourrez  écrire  au- 
defTous  du  premier. 

3®.  Multipliez  ces  deux  relies , & de  leur  produit  retran- 
chez p aufîi  fouvent  que  vous  le  pourrez.  Vous  aurez  un 
troilîeme  relie,  que  vous  mettrez  à côté  des  deux  premiers. 

40.  Ajoutez  les  chiffres  du  produit , comme  ceux  des  deux 
fadeurs , retranchez  de  leur  fomme  tous  les  p qu’elle  con- 
tient, & mettez  le  quatrième  refte  au-delfous  du  précédent. 

Si-la  multiplication  que  vous  voulez  vérifier  eft  bonne  , 
ce  dernier  relie  doit  être  le  même  que  l’avant-dernier. 

Je  voudrois  favoir,  par  exemple,  IÎP73  JO  eft  le  véri- 
table produit  de  3 Ç4  par  27 y. 

J’ajoute  les  chiffres  du  multiplicande , en 
difant  3 -4-  J -4-4=  12  ; j’en  ôte  p j relie  3 | 6 

3 que  je  mets  en  réferve.  f \ 6 

J’écris  au-delfôus'le  refte  f provenant  des 
chiffres  du  multiplicateur. 

Je  multiplie  le  premier  refte  3 par  le  fécond  relie  y , & 
du  produit  I y jote  p,  Refte  6 que  j’écris  à côté  de  3. 

Enfin  j’ajoute  de  même  les  chiffres  du  produit  P73  yo  , 
8c  je  trouve  qu’après  en  avoir  retranché  deux  fois  p , il 
refte  6 , comme  dans  la  derniere  fouftraélion.  D’où  je 
qpnclus  que  l’opération  eft  bounç.  Çç  voici  fur  quoi  eft 
fondée  cette  cçaclylio#. 


\ 
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3 i.  Si  j ote  de  io,de  ioo , de  1000,  &c.  tous  les  9 
qui  y font  contenus , il  eft  évident , qu’il  reliera  tou- 
jours I . En  faifant  la  même  opération  fur  20  , fur  200 , 
fur  2000  , &c.  on  trouvera  conftamment  2 pour  relie. 
En  général , tout  nombre  exprimé  par  un  chiffre  fu'tvi 
d'un  ou  de  plufieurs  -yéros  3 donnera  toujours  ce  chiffre 
pour  refit  3 après  la  fupprefijion  des  9 que  ce  nombre 
contient. 

Or  il  n’eft  aucun  nombre  que  l’on  ne  puilTe  décompofer 
aux  feules  unités  près , en  nombres  entiers  & décimaux.  Le 
multiplicande  ^4,  par  exemple,  peut  fe  décompofer  en 
3 00  H-  yo  -f-  4.  On  trouvera  donc  le  même  relie  , après 
avoir  ôté  les  9 de  la  fomme  de  3 -4-  y -h  4,  ajoutés  com- 
me unités  lîmples,  que  li  on  les  avoir  ôtés  fuccellïvemenc 
de  3 00 -H  yo  + 4. 11  en  eft  de  même  pour  le  multiplica- 
teur 275 1 ÿ Sc  c’eft-là  le  fondement  des  deux  premières 
parties  de  la  réglé. 

Cela  pofé,  je  remarque  qu’en  multipliant  un  nombre 
dans  lequel  9 eft  contenu  un  certain  nombre  de  fois  fans 
relie  , par  un  autre  nombre  qui  contienne  aulfi  9 fans 
relie  , le  produit  doit  pareillement  le  contenir  fans  relie. 

Si  donc  3 y 4 le  contient  avec  un  relie  3 , Sc  li  279  le 
contient  avec  un  relie  y , leur  produit  doit  évidemment  le 
contenir  avec  un  relie  I y.  Supprimant  donc  le  9 contenu 
dans  ce  relie  iy  , il  doit  relier  5;  Sc  c’eft  effeélivement  ce* 
qui  eft  relié  après  avoir  ôté  tous  les  9 de  973  yo. 

Voilà  le  fondement  delà  quatrième  partie  de  la  Réglé. 
Voici  celui  de  la  troilieme. 

Pour  favoir  ce  qui  refie  du  produit  de  deux  nombres  quel - 
conques , après  la  fupprejjion  de  tous  les  9 3 il  n’y  a qui. 
multiplier  le  refie  du  multiplicande  par  celui  du  multiplia 
cateur 3 &*  foufiraire  de  ce  produit  les  9 qu’il  contient.  Lç 
refie  fera  toujours  celui  que  l’on  cherche. 

On  peut  le  démontrer  généralement  de  cette  maniéré.  Soit  le  multi- 
plicande = 5S  + 51:  & le  multiplicateur  = 9 C -t-  n,  {B  St  Ç 
expriment  le  nombre  de  fois  que  les  deux  faéleurs  contiennent  9; 
m Sc  n repréfentent  les  deux  relies.  ) Le  produit  fera  8 1 B C-+-  9 Cm 
rk-  9 B k 4-  m n.  Or  les  trois  premiers  termes  de  $e  produit  fout  éyt> 
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Gemment  divilîblcs  (ans  refte  par  9.  Si  le  quatrième  l’eft  aufli , tout 
le  produit  l’eft  de  même.  S'il  provient  un  refte  de  la  divifion  de  ntti 
par  9 , ce  rcfte  fera  celui  que  l'on  cherche.  Donc  pour  favoir , &c. 

Appliquons  cetre  méthode  à un  autre  exemple. 

Je  luppofe  que  l’on  ait  trouvé  2<>5'3  2yyp2 
pourproduit  de  65'45x40j'3,& qu’on  veuille  7 | 3 
le  vérifier.  Le  premier  refte  eft  7 ; le  fécond  HT 

eft  3 ; leur  produit  eft  2 1 ; fon  çefte  eft  3 ; * 

celui  du  produit  total  eft  3 aulïi.  L’opération 
eft  donc  bonne. 

32.  Obfervez  l°,  que  pour  abréger,  on  peut  fouftraire 
les  p à mefure  qu’on  en  trouve  dans  le  cours  de  l’addition 
des  chiffres. 

2°.  Que  3 pourroit  fervir  ainfi  que  p. 

30.  Qu’il  y a deux  erreurs  à éviter.  L’une  qui  confifte 
dans  la  tranfpofition  des  chiffres  du  produit  total , comme 
fi  au  lieu  d’écrire  P73  JO,  on  écrivoit  7P35'0,  ou  S19°3  » 
ou  &c.  L’autre  , qui  eft  de  mettre  dans  ce  produit  des 
zéros  au  lieu  des  p , ou  d’oublier  les  p , & de  ne  rien 
mettre  à leur  place.  Car  alors  le  réfultat  de  la  vérification 
feroit  le  même;  & cependant  les  produits  feroient  bien 
différents.  Mais  des  erreurs  difficiles  à commettre  , ne 
doivent  pas  empêcher  de  fe  fervir  d’une  réglé  auffi  expé- 
* ditive.  Au  refte  la  divifion  tend  directement  à vérifier  la 
multiplication. 

Ve  la  Divijion . 

33.  La  Divifion  ferc  à trouver  combien  de  fois  un  nom- 
bre eft  contenu  dans  un  autre  ; & comme  il  ne  peut  y être 
contenu  qu’autant  de  fois  qu’il  peut  en  être  fouftrair , la 
divifion  eft  un  moyen  abrégé  de  faire  ces  fouftraétions. 

Ainfi,  pour  favoir  combien  12  contient  de  fois  4,  la 
•maniéré  la  plus  naturelle  eft  d’ôter  4 de  12;  refte  8 r 
enfuite  4 de  8 ; refte  4 : enfin  4 de  4 ; refte  zéro  : d’où 
l’on  voit  que  la  quantité  12  eft  épuifée , après  que  4 en 
a cté  retranché  3 fois,  & qu’ainfi  12  contient  4 précifé- 

menc 
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ment  3 fois.  Mais  cette  méthode  feroit  rrop  longue , fi 
les  nombres  écoient  fort  grands.  On  a donc  imaginé  un 
moyen  de  trouver  en  peu  de  temps  combien  de  fois  une 
quantité  appelée  le  Dividende  , contient  une  autre  quan- 
tité appelée  le  Divifeur.  On  appelle  Quotient  le  nombre 
qui  exprime  combien  de  fois  le  dividende  contient  le 
divifeur. 

Dans  cet  exemple  1 3 eft  le  dividende , 4 le  divifeur , & 
3 le  quotient.  ' • 

3 4.  Il  fuit  clairement  de  ces  notions , 1°.  Que  le  divi- 
dende contient  autant  défais  le  divifeur,  que  le  quotient 
contient  l’unité. 

3 y.  11°.  Que  le  divifeur  pris  autant  de  fois  que  le  quo- 
tient contient  l’unité , doit  être  égal  au  dividende  , (car 
alors  c’eft  remettre  le  divifeur  autant  de  fois  qu’on  l’a  ôtéj 
ce  qui  doit  rétablir  le  dividende  ) , ou  , ce  qui  eft  la  même 
choie , le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  eft  égal  au  di- 
vidende. 

Donc , pour  favoir  fi  un  quotient  eft  exaft , il  faut  le 
multiplier  par  le  divifeur , Gr  en  comparer  le  produit  avec 
le  dividende . 

Or  on  peut  regarder  le  dividende  comme  le  produit 
d’une  multiplication , dont  le  divifeur  & le  quotient  font 
les  faéteurs.  Ainli  divifer  le  dividende  par  le  divifeur  pouc 
avoir  un  quotient , c’eft  la  même  choie  que  de  divifer  un 
produit  par  un  de  fes  faéteurs , pour  trouver  l’autre  faéfceur. 

Donc  , quand  on  connoît  un  produit  (y  un  fatteur  de  ce 
produit,  il  faut , pour  trouver  T autre  fatteur , divifer  le  pro- 
duit par  le  faâeur  connu. 

3 6.  Cela  pofé , parcourons  les  différents  cas  de  la  di- 
vifion.  11  y en  a trois;  le  premier  a lieu,  lorfque  le  divi- 
dende & le  divifeur  font  l’un  & l’autre  des  nombres  fim- 
ples , comme  fi  on  propofoit  de  divifer  8 par  4. 

Le  fécond,  lorfque  le  dividende  eft  un  nombre  com- 
pofé  , & que  le  divifeur  eft  un  nombre  fimple  ; "79  S 3 » Pac 
exemple , à divifer  par  3 . 

Le  uoifieme  cas  eft  le  plus  ordinaire , c’eft  quand  le 
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■dividende  & le  divifeur  font  tous  deux  des  nombres  com- 
pofésj  par  exemple,  147475"  à divifer  par  362. 

Premier  Cas  de  la  Divijion. 

37.  Lorfque  le  dividende  & le  divifeur  font  des  nombres 
fmples , on  n’a  pas  befoin  de  réglés  pour  trouver  le  quo- 
tient. Par  exemple , on  voit  tout  $le  fuite  que  le  quotient 
de  8 divifé  par  4 eft  2. 

Pour  abréger,  on  écrit  le  divifeur  immédiatement  au- 
delfous  du  dividende , 8c  on  les  fépare  par  un  trait , qui 
lignifie  divifé  par  : ainfi  | = 2 lignifie  que  8 divifé  par  4 
égale  2.  De  même  f = 3 . 

Quand  on  ne  trouve  pas  un  quotient  exaft  j ( comme  fi 
on  vouloit  divifer  9 par  4 , où  l’on  voit  que  9 contient  4 
plus  de  2 fois  , mais  moins  que  3 fois , 8c  qu’ainfi  le  quo- 
tient véritable  eft  entre  2 8c  3 ) : alors  on  écrit,  pour  quotient 
le  plus  petit  des  deux  nombres  entre  lef quels  le  vrai  quotient 
doit  fe  trouver  : on  multiplie  ce  nombre  par  le  divifeur  , on 
retranche  du  dividende  le  produit  de  cette  multiplication , &* 
Von  a un  refte  quon  écrit  à côté  du  quotient , en  mettant 
le  divifeur  au-dejfous  de  ce  refie  , dont  on  le  fépare  par  un 
trait. 

Par  exemple , il  faut  dire , 9 contient  4 deux  fois  8c 
plus , mais  non  pas  trois  fois  : j’écris  donc  2 pour  quo- 
tient, 8c  je  dis. . . 2x4  = 8,  enfuite  9 — 8=1,  8c 
j’ai  2.=  2 ce  qui  lignifie  que  9 divifé  par  4 , a 2 pour 
quotient , 8c  qu’il  refte  encore  une  des  unités  de  9 à par- 
tager en  quatre  parties.  De  même  7=3  7. . . 7=2-7.  • • f 

= 1 T*  • ; 

38.  Remarques.  I.  La  divifion  confifte  en  trois  opéra- 
tions. 1 °.  Qn  divifé  le  dividende  par  le  divifeur , pour  avoir 
un  quotient  ; 2°.  on  multiplie  le  divifeur  par  le  quotient  , 
pour  avoir  un  produit  7 3 °.  on  ôte  ce  produit  du  dividende , 
pour  avoir  un  refie. 

II.  Si  le  divifeur  eft  plus  grand  que  le  dividende., 
comme  s’il  falioit  divifer  4 par  7 , alors  ou  fe  contente 
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d’écrire  f comme  un  refte  de  divifîon  , & cette  exprefïïon 
repréfenre  le  quotient. 

III.  Une  quantité  qui  peut  Te  divifer  exa&ement  8c  fans 
refte  par  une  autre , eft  multiple  de  cette  autre  quantité. 
Ainfi  8 eft  multiple  de  4 & de  2 ....  1 2 eft  multiple  de 
6 , de  4 , de  3 , & de  2.  Tout  nombre  eft  multiple  de  l’u- 
nité : mais  8 n’eft  pas  multiple  de  7 , ni  de  6,  ni  de  y, 
ni  de  3.  De  meme  1;,  n’eft  multiple  d’aucun  nombre 
entier  plus  grand  que  I. 

IV.  Tout  nombre  entier  qui  n’eft  multiple  d’aucun 
autre  nombre  entier  plus  grand  que  l’unité,  s’appelle  nom- 
bre premier.  On  trouve  dans  différents  Auteurs  des  Tables 
de  ces  nombres.  Voici  ceux  qui  font  moindres  que  yoo. 

I.  1,  y,  7,  ”,  *3»  17,  19,  13.  19.  31  > 37,  41, 43.47» 
J3>  59,  *< , *7,  7>  , 73 . 79  , *3  > 89  , 97- 

101  , 103  , 107,  109,  113,  117,  131,  137,  i39,  149,  ijr» 
IJ7»  16),  167,  173,  179,  181,  191,  193,  197,  >99- 

111  , 113  , 117,  119,  133  , 139,  141  , 151  , ij7,  163,  z6g, 
171 , *77 » lgi  , l83  , l93* 

307,  311 , 3 1 3 , 3>7,  3 3 1 » 337,  347  , 349,  333»  3 59,  3*7. 
373  , 379  , 383  , 3«9  , 397- 

401,  409,  419,  4”,  431  , 433,  439,  443,  449,  437 , 461, 
4*3,  4*7,  479,  487 , 491 , 499- 

On  peut  voir  dans  le  cinquième  Volume  des  Mémoires  de  Mathé- 
matique & de  Phyfique , préfentés  à l’Académie  Royale  des  Sciences, 
( page  483  ■)  la  méthode  que  M.  Rallier  des  Ourmes  a donnée  pour 
trouver  les  nombres  premiers.  Cette  méthode  eft  fort  fimple , quoique 
indirecte. 

Le  célébré  Jean  Bernoulli  en  avoit  déjà  indiqué  une  autre  ( Tome 
I.  page  90  de  fes  Ouvrages  ).  Elle  eft  fondée  fur  la  propriété  com- 
mune à tous  les  nombres  premiers , excepté  a & 3 , de  ne  dilfércr 
que  d’une  unité , de  6 ou  de  fes  multiples  ; ce  qui  n'eft  pas  réci- 
proque. 

On  a imprimé  depuis  peu  à Berlin  des  Tables  qui  contiennent  tous 
les  nombres  premiers  depuis  1 jufqu'à  tozooo. 

Second  Cas  de  la  Divifîon. 

39.  Lorfque  le  dividende  eft  un  nombre  compofé,  & que  le 
iivifeur  ejl  un  nombre  fimple  : iQ.  Je  cherche  combien  de 
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fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  premier  chiffre  du  divi- 
dende , en  allant  de  gauche  à droite. 

2°.  J’écris  le  chiffre  qui  exprime  ce  nombre  de  fois , 
& par  ce  chiffre  je  multiplie  le  divifeur  que  l’on  place  or- 
dinairement fur  la  droite  du  dividende. 

3°.  Je  fouftrais  ce  produit  du  premier  chiffre  du  di- 
vidende, & j’abaifïè  le  fécond  chiffre  à côté  du  refte,  s’il 
y en  a.  Après  quoi , je  recommence  les  mêmes  opéra- 
tions , jufqu’à  ce  que  je  fois  parvenu  à divifer  fucceflive- 
ment  tous  les  chiffres  du  dividende. 

Atnfi  pour  divifer  79  y 3 par  3 , j’écri- 
rai d’abord  le  divifeur  à droite  du  divi- 
dende j comme  on  le  voit  ici. 

Enfuite  je  dirai. . . En  7 combien  de 
fois  3 ? deux  fois.  J’écris  2 au  quotient. 

Je  multiplie  3 par  2 , & je  fouftrais  le 
produit  o , de  7 ; il  me  refte  1 , à côté 
duquel  j’abaifle  9. 

Je  dis  enfuite.  „ . En  19  combien  de 
fois  3 ? fix  fois.  Je  mets  6 au  quotient. 

Je  multiplie  3 par  6 , & je  fouftrais  le 
produit  18  , de  19.  11  me  refte  encore 
:i  , qui , ajouté  au  chiffre  fuivant  y , 
fait  iy. 

Le  même  procédé  dans  cette  troifieme  divifion  me  fait 
trouver  y pour  quotient , iy  pour  produit,  o pour  refte. 

J’abaiffe  le  3 , & je  divile  comme  à l’ordinaire.  Le 
quotient  eft  1 , le  produit  3 , le  refte  o.  D’où  je  conclus 
que  3 eft  contenu  2é>yi  fois  exactement  dans  79J3.  Pour 
m’en  affurer,  je  multiplie  2651  par  3 ; je  retrouve  le  di- 
vidende. L’opération  eft  donc  bonne. 

Dans  un  cas  auffi  fimple , on  a plutôt  fait  de  prendre 
fur  chaque  chiffre  du  dividende  la  partie  défignée  par  le 
divifeur.  On  auroit  pu  dire,  par  exemple....  Le  tiers 
de  7 eft  2 avec  un  refte.  Ce  refte  eft  1 , qui  ajouté  à 9 „ 
fait  19.  Le  tiers  de  19  eft  6.  Le  tiers  de  iy  eft  y.  Celui 
de  3 eft  i,  Donc  2651  eft  le  tiers  cherché  de  79J3-  '. 


79J3  Ji 


.... {2651 
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Voici  quelques  autres  exemples  de  cette  abréviation, 

'125-38=5255?  8754=i7J2f  91 5 39V  £ 

* S 1 

40.  Remarques.  I.  On  commence  la  divifion  par  la 
gauche  , afin  que  s’il  y a des  reftes  dans  les  premiers 
chiffres,  on  puiflè  les  joindre  aux  chiffres  fuivants.  En  com- 
mençant par  la  droite,  on  feroit  prefque  toujours  oblige 
de  revenir  fur  fes  pas. 

II.  Si  le  premier  chiffre  du  dividende  eft  plus  petit  que 
le  divifeur , il  faut  chercher  combien  de  fois  celui-ci  eft 
contenu  dans  les  deux  premiers  du  dividende. 

III.  Lorfqu’après  une  fouftraétion  il  ne  refte  rien  , & que 
le  chiffre  abaifle  eft  moindre  que  le  divifeur , il  faut  met- 
tre zéro  au  quotient,  & abailler  le  chiffre  fuivant,  s’il  y 
en  a.  On  met  zéro  au  quotient,  pour  conferver  la  valeur 
refpeébive  des  chiffres. 

IV.  Quand  après  une  fouftra&ion  , il  fe  trouve  un  refte 
ce  refte  doit  toujours  être  plus  petit  que  le  divifeur.  S’il  lui 
étoit  même  égal , c’eft  qu’alors  le  chiffre  mis  en  dernier 
lieu  au  quotient  feroit  trop  petit  d’une  unité.  Il  faut  donc 
interrompre  le  cours  d’une  divifion , aulli  - tôt  que  l’on 
trouve  un  refte  qui  n’eft  pas  plus  petit  que  le  divifeur. 

V.  A mefure  que  l’on  abailfe  un  chiffre , il  eft  à propos 
de  le  marquer  par  un  point  : cela  fert  à reconnoître  cha- 
que fois  où  l’on  en  eft , & de  combien  de  chiffres  le  quo- 
tient doit  être  compofé.  , 

VI.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus  de  9 au  quotient  , - 
parce  que  l’Arithmétique  dont  nous  nous,  fervons  eft  dé- 
cimale. 

■ Troijieme  Cas  de  la  Divifion. 

41.  Si  le  dividende  6r  le  divifeur  font  des  nombres  com - 
pofés  ; fi  on  a,  par  exemple,  147475"  * divifer  par  352  , 
on  commencera  par  écrire  ces  deux  nombres,  comme  on 
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le  voit  ici I47475'^_i^£ 

puis  on  cherchera  combien  de  fois  le  divifeur  3 62  eft  con- 
tenu dans  le  dividende  147475*,  ce  que  l’on  fêta  par  parties.- 

On  dira  donc  d’abord  : les  trois  premiers  chiffres  147 
du  dividende  ne  contiennent  pas  les  trois  chiffres  du  divi- 
feur ( abftradion  faite  de  la  valeur  relative  de  147,  qui  , 
dans  l’exemple  préfent , exprime  des  milles , pendant  que 
36 2 n’exprime  que  des  unités).  11  faut  donc  prendre  les 
quatre  premiers  chiffres  1474  du  dividende,  & chercher 
combien  de  fois  3 62  y eft  contenu.  Il  y eft  4 fois  & plus  , 
ce  que  je  trouve  en  cherchant  feulement  combien  de  fois 
les  deux  premiers  chiffres  14  du  dividende  contiennent 
3 , premier  chiffre  du  divifeur.  Je  multiplie  le  divifeur 
562  par  le  quotient  trouvé  4,  pour  favoir  fî  ce  produit 
H448  , eft  plus  petit  que  1474.  Je  mets  donc  4 au  quo- 
tient. Je  fouftrais  enfuite  1448  de  1474.  il  me  refte  2 6 > 
Sc  la  première  partie  de  la  divifîon  eft  faite. 

J’abaÜfe  à côté  du  refte  2 6 le  cinquième  chiffre  7 que  je 
marque  d’un  point , & le  fécond  membre  de  la  divifîon 
confifte  à divifer  267  par  362  : la  divifîon  n’eft  pas  pofïï- 
ble  , parce  que  267  ne  contient  pas  même  une  fois  362  ; 
je  pofe  donc  o au  quotient,  Sc  la  fécondé  partie  de  la  di- 
vinon  eft  faite. 

Enfuite  j’abaiffe  à côté  de  267  le  dernier  chiffre  y , & 
le  troifieme  membre  de  la  divifîon  confifte  à divifer  267 y 
par  362.  Je  dis  donc,  en  2 5 combien  de  fois  3 ? 8 fois} 
je  multiplie  362  par  8 , & je  trouve  le  produit  28^5, 
lequel  étant  plus  grand  que  le  dividende  2677  , me  fait 
connoître  que  8 eft  trop- grand.  Je  le  diminue  donc  d’une 
unité y&  après  avoir  multiplié  362 
par  7 , je  vois  que  le  produit  25*34 
peut  être  fouftrait  de  267  y.  Souf- 
tra&ion  faite , il  refte  14 1 : & parce 
qu’il  11’y  a plus  de  chiffres  à abaifTer , 
la  divifion  eft  finie.  Ainfi  le  quotient 
eft  407  -h-j-rr.  Voyez  le  détail  du 
calcul  dans  l’Exemple  ci-joint. 


*47475* 
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Autre  Exemple.  Ou  demande  le  quotient  de  790778 
divifé  par  3514  ? 

Je  prends  75)0  pour  premier  membre  de  divifion , 8i 
après  avoir  mis  un  point  fous  le  O , je  demande  combien 
de  fois  7 contient  3.  Il  le  contient  deux  fois  avec  un 
refte  : mais  avant  de  mettre  2 au  quotient , je  mulri- 
1 plie  394  par  2 , afin  de  voir  fi  le  produit  pourra  fe  fouf- 
traire  de  75)0.  Je  trouve  que  le  réfultat  de  cette  multiplia 
cation  ne  donne  que  788  : ainfi  je  mets  2 au  quotient. 

Puis  je  fouftrais  788  de  790;  il  refte  2,  à côté  duquel 
j’abaifle  le  quatrième  chiffre  7 , & j’ai  27  à divifer  par 
394.  La  divifion  ne  peut  fe  faire,  & je  mets  o au  quo- 
tient. 

J’abaifle  un  nouveau  chiïfre,  ce  qui  me  donne  275*  > 
nombre  plus  foible  encore  que  le  divifeur  394.  Je  pofc 
donc  un  fécond  o an  quotient. 

Abaiffant  enfin  le  8 , je  cherche  combien  de  fois  27  7 8 
contient  394 , ou  plutôt  combien  de  fois  27  contient  3. 
Au  premier  afpeéfc , il  femble  que  l’on  doit  mettre  9 au 
quotient  : mais  fi  on  eflàye  de  multiplier  3 94  par  9 , on 
trouvera  3 94 6 , qui  ne  peut  être  fouftrait  de  275  8. 

En  multipliant  de  même  394 par  8, on  trouvera  3 172 , 
nombre  encore  trop  fort  : mais  en  ne  multipliant  le  divi- 
feur que  par  7,  le  produit  2798  , pourra  fe  fouftraire  du 
dernier  membre  de  divifion,  & il  ne  reftera  rien.  Le  quo- 
tient demandé  eft  donc  2007,  fans  refte. 

42.  La  preuve  de  l’ exactitude  de  ces  opérations  fe  fait  en 
ajoutant  le  dernier  refit  de  la  divifion  au  produit  du  divifeur 
par  le  quotient.  Leur  fomme  doit  égaler  le  dividende.  Cat 
s’il  eft  vrai,  par  exemple,  que  362  foit  contenu  407  fois 
dans  147477 , avec  le  refte  141 , ne  faut-il  pas  néceflaire- 
ment  que  3 62x407-4- 141  — 147477? 

43 . On  peut  aullî  s’aflurer  qu’une  divifion  eft  exaéte  en 
fupprimant  les  9 contenus,  1°.  dans  le  divifeur,  20.  dans 
le  quotient  ,3°.  dans  le  produit  de  leurs  reftes,  40.  dans  le 
dividende.  Car  après  ces  fbuftradions , les  deux  derniers 
celles  doivent  être  égaux  comme  dans  la  multiplication. 
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Obfervez  feulement  que  lorfque  la  divifion  n’a  pu  fe  faire 
fans  refte  , il  faut  ajouter  les  chiffres  de  ce  refte  comme  des 
unités  fimples  , au  produit  du  refte  du  divifeur  par  celui  du. 
quotient , & ôter  de  cette  fomme  tous  les  p quelle  con- 
tient. 

Vérifions  ravant-derniet  quotient  par  cette  méthode.  Le 
refte  du  divifeur  362  eft  2 ; celui  du  quotient  407  eft  2. 
aufli.  Leur  produit  eft  4.  Le  refte  14 1 donne  5,  que 
j’ajoute  à 4.  La  fomme  eft  10.  J’en  ôte 
refte  I , qui  doit  refter  aulfi  du  dividende  2 1 I 

1147473*  j fi  l’opération  eft  bonne  j c’eft  effec-  — ! 

tivemenc  ce  qui  refte.  2 j I 

44.  Remarques.  I.  Au  lieu  de  demander 
combien  de  fois  tout  le  divifeur  eft  contenu  dans  tout  le 
dividende , on  demande  feulement  combien  de  fois  le  pre- 
mier chiffre  à gauche  du  divifeur  eft  contenu  dans  le  pre- 
mier j ou  dans  les  deux  premiers  chiffres  à gauche  du  di- 
vidende. C’eft  que  le  produit  de  ce  premier  chiffre  du  di- 
vifeur par  le  quotient,  décide  communément  du  nombre 
de  fois  que  tout  le  divifeur  eft  contenu  dans  le  divi- 
dende. . . 

II.  Je  dis  communément  ; car  il  arrive  affez  fouvent  que 
ce  produit  peut  être  fouftrait  du  premier  ou  des  deux  pre- 
miers chiffres  du  dividende  , & que  lorfqu’on  vient  à com- 
parer le  produit  total  du  divifeur  par  le  même  quotient, 
avec  la  partie  correfpondante  du  dividende  , la  fouftraétion 
n’eft  plus  poffible. 

III.  Cela  arrive  fur-tout  , lorfque  le  fécond  chiffre  du 
divifeur  eft  au-deffus  de  j*.  Mais  alors  , on  regarde  ce  que 
le  produit  de  ce  fécond  chiffre  par  celui  que  l’on  veut 
mettre  au  quotient,  feroit  refluer  d’unités  fur  le  produit 
du  premier  chiffre  par  ce  même  quotient , & on  reconnoît 
aufli-tôt  le  chiffre  qu’il  convient  d’employer. 

IV.  Quand  le  dividende  & le  divifeur  font  terminés  par 
des  zéros , on  peuteffacer  le  même  nombre  de  zéros  dans 
l’un  & dans  l’autre , & faire  le  refte  de  la  divifion  fuivant 
les  Réglés  précédentes.  Ainfi  ayant  à divifer  4170QQ  par 
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ayoo , je divife  feulement  4170  par  25",  & le  quotient  eft 
:i66-ï7-  P°ur  divifer  43495’°°°  pat  2850000 , je  divife 
feulement  43495  par  2850  ; & j’ai  15-^77.  De  même  le 
quotient  de  100000  divife  par  1700  eft  5-877. 

V.  Quand  le  divifeur  feul  eft  terminé  par  des  zéros  , on  abrégé  la 
divifion  , en  féparanr  à la  fin  du  dividende  autant  de  chiffres  qu’il  y 
a de  zéros  à la  fin  du  divifeur;  on  divife  enfuite  les  autres  par  les 
chiffres  reftants  du  divifeur;  on  joint  le  refte  de  la  divifion,  s’il  s’en 
trouve , à la  gauche  des  chiffres  qu’on  a féparés,  & on  en  fait  une  frac- 
tion : Par  exemple  , ayanr  à divifer  138873  par  3600,  je  divife  1388 
par  36 , je  trouve  le  quotient  66  6c  un  refte  ti  : je  dis  donc  que  le 
quotient  cherché  eft  66  Le  quotient  de  314733  divifé  par  300  , 
eft  1081  Le  quotient  de  843534  divifé  par  1000,  eft  843  -#£5. 

VI.  On  a dû  voir  par  ce  qui  précédé , que  la  divijîon  ejl 
l’opération  inver/e  de  la  multiplication , Gr  que  par  confé- 
quent  ces  deux  réglés  peuvent  fe  fervir  mutuellement  de 
preuve. 

VII.  Ainfi  pour  apprendre  en  peu  de  tems  la  pratique 
de  la  divifion  , commencez  pat  multiplier  un  nombre  par 
un  autre.  Divifez  enfuite  leur  produit  par  l’un  des  deux  ' 
fpar  le  plus  grand  ordinairement , pour  avoir  plutôt  fait  ) : 
vous  trouverez  toujours  l’autre  pour  quotient , fans  refte. 
Vous  faurez  donc  à chaque  fois  quel  chiffre  il  faut  mettre 
au  quotient  j & par-là  vous  acquerrez  promptement  la  faci- 
lité de  divifer  tous  les  autres  nombres. 

VIII.  Lorfqu’on  a pris  au  hazard  un  dividende  & un  divifeur,  il 
y a tout  le  divifeur  moins  1 contre  1 à parier,  que  la  divifion  ne  fe 
fera  pas  fans  refte. 

IX.  Le  quotient  doit  avoir  autant  de  chiffres  qu’il  y a de  membres 
de  divifion  : or  le  nombre  de  ces  membres  eft  toujours  déterminéjpar 
celui  des  points  que  l’on  met  fous  chacun  de  leurs  derniers  chiffres. 
On  peut  donc,  dès  le  premier  membre  de  la  divifion,  lavoir  le  nombre 
de  chiffres  que  le  quotient  doit  avoir. 
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Voici  maintenant  quelques  divisons  toutes  faites.' 
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En  voici  quelques  autres  à faire. 
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DES  FRACTIONS. 

✓ 

i 

De  la  nature  des  Fraâions  en  général de  leur  valeur 
& de  leur  comparaifon. 

4r  .U ne  Quantité  quelconque  eft  divifible  en  deux  moi- 
tiés , en  trois  tiers , en  quatre  quarts , en  cinq  cinquièmes, 
&cj  donc  11  on  ne  prend  qu’une  moitié,  ou  qu’un  ou 
deux  tiers , ou  qu’un  , ou  deux  ou  trois  quarts , &c , on 
n’aura  qu’une  portion  plus  ou  moins  grande  de  la  quan- 
tité dont  il  s’agir.  C’eft  cette  portion  que  l’on  défigne 
en  général  par  le  mot  fraction. 

4 6.  L’idée  de  fradion  comprend  donc  l’cfpece  8c  le 
nombre  de  parties  que  l’on  veut  prendre  pour  avoir  une 
portion  plus  ou  moins  grande  de  telle  ou  telle  quantité. 
Ainfi  y lignifie  que  l’unité  étant  divifée  en  3 parties  égales, 
on  en  a pris  une  : la  fradion  j exprime  que  l’unité  étant 
divifée  en  y parties  égales , on  en  a pris  4 , Sec. 

Le  nombre  ou  terme  fupérieur  s’appelle  le  numérateur  de 
la  fradion  , & l’inférieur  s’appelle  Le  dénominateur ; ainll 
dans  la  fradion  f , le  numérateur  eft  4,  & le  dénomina- 
teur eft  jf. 

47.  Une  fradion  proprement  dite  eft  donc  une  quantité 

moindre  que  l’unité , parce  que  fon  numérateur  eft' plus 
petit  que  fon  dénominateur.  Cependant , il  n’eft  pas  rare 
de  trouver  des  expreflions  en  forme  de  fradions  , dont  le 
numérateur  eft  égal , ou  même  plus  grand  que  le  dénomi- 
nateur. Or  quand  le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
la  fradion  eft  égale  à l’unité  3 par  ex.  fignifiant  que  l’u- 
nité eft  divifée  en  4 parties  égales  , & que  l’on  prend  à la 
fois  ces  4 parties  , il  eft  clair  qu’on  a l’unité  entière. 
Ainfi  -|4  = 1 . . . = 1 y &c.  Et  quand  le  numé- 

rateur furpafte  le  dénominateur , la  valeur  de  la  frac- 
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tion  furpalfe  l’unité  : ainfi  -^  = 3...  ^ = 7 . . . ==* 

5 •+■  TT»  &c* 

48.  Il  n’eft  pas  toujours  aifé  de  diftinguer  au  premier 
coup  d’oeil  quelle  eft  la  plus  grande  de  deux  frayions  , à 
moins  qu’elles  n’ayenr  un  même  numérateur,  ou  un  meme 
dénominateur.  On  ne  voit  pas  tout  de  fuite  , par  exemple  , 
quelle  eft  la  plus  grande  de  ces  deux  fraébions . . . y,  y.  Mais, 
I n.Ji  elles  ont  un  même  numérateur  , celle  qui  a un  dénomi- 
nateur plus  petit  e/i  la  plus  grande  : ainfi  il  eft  clair  que 
la  fra&ion  7 eft  plus  grande  que  la  fraétion  ÿ ; la  fraétion  y eft 
plus  grande  que  j , &c. 

2°.  Si  deux  frottions  ont  le  même  dénominateur , alors  la 
plus  grande  ejl  celle  qui  a le  plus  grand  numérateur.  Il  eft 
évident , par  exemple  , que  y font  plus  que  j , & que  ■£• 
valent  plus  que  ÿ. 

4p.  Si  une  quantiré  eft  double,  triple  , ou  centuple  d’une 
autre,  la  moitié  de  la  première  quantité  (era  évidemment 
double  , triple , ou  centuple  de  la  moitié  de  la  fécondé 
quantité.  Le  tiers  , le  quart , le  millième  , ou  telle  autre 
partie  que  l’on  voudra  de  la  première , fera  également 
double,  triple  ou  centuple  du  tiers,  du  quart , du  millième, 

6 en  général  de  la  partie  correfpondante  de  la  fécondé. 
D où  il  fuit  que  les  parties  femblables  de  deux  ou  de  plujîeurs 
quantités  ont  toujours  entre  elles  le  même  rapport  que  ces 
quantités. 

yo.  La  valeur  d’une  fraéVion  ne  change  donc  pas  , foie 
que  l’on  divife  , foit  que  l’on  multiplie  fes  deux  termes 
par  un  même  nombre  j & par  conféquent  il  y a une  infinité 
de  frottions  de  même  valeur , quoique  exprimées  en  termes 
différents. 

Exemples.  — ==  77  ~ tt  ==  T > comme  il  eft  évident.  La 
fécondé  fraébion  vient  des  deux  termes  de  la  première  , di- 
vifés  l’un  & l’autre  par  deux.  On  a divife  ceux  de  la  fé- 
condé par  3 , & ceux  de  la  troifieme  par  5,  ce  qui  a donné 
la  fraébion  , vifiblement  égale  à celles  qui  la  précèdent. 
On  feroit  parvenu  immédiatement  à ce  dernier  réfultat,  en 
divifant  les  deux  termes  de  la  première  fraébion  par  3 6, 
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Pareillement  y = y = — ~~  = &c  : mais  quand  il 

s’agit  dévaluer  une  fraction , on  fent  bien  que  cela  eft  plus 
aife  dans  les  petits  nombres  que  dans  les  grands;  y,  par 
exemple  , d’une  quantité  quelconque  , ont  une  valeur  plus 
décidée  que  yfy  de  la  même  quantité.  D’où  il  fuit  qu’une 
méthode  qui  apprendroit  à trouver,  dans  tous  les  cas  qui 
en  font  fufceptibles  , l’exprejjion  la  plus  Jïmple  d’une  frac- 
tion , feroit  infailliblement  fort  utile.  On  l’a  trouvée , cette 
méthode  -,  & nous  allons  l’expliquer  en  parlant  du  calcul 
des  fractions. 


Eu  Calcul  des  Fractions;  & d* abord  de  quelques 
opérations  préliminaires . 

Outre  les  quatre  Réglés  ordinaires  que  nous  avons 
développées  dans  le  calcul  des  Nombres  entiers , il  y ten  a 
quelques  autres  qui  font  particulières  aux  fradtions.  Elles  cort- 
liftent  i°.  à transformer  tel  nombre  entier  que  l’on  veut  , 
en  fradlion  ; z°.  ( & celle-ci  eft  la  plus  ulitée , ) à réduire 
plufieurs  fractions  au  même  dénominateur  ; 3 à réduire 
une  fradlion  quelconque  à la  plus  fimple  expreffion.  On 
fendra  bientôt  l’utilité  de  ces  Réglés. 

y 1.  Transformer  les  entiers  en  FraElions,  On  peut  donner 
d un  nombre  entier  la  forme  d’une  fradlion , en  lui  donnant 
I pour  dénominateur  ; ainfi  C mis  en  forme  de  fradlion  , 
eft  f. . . 8 = f , &c. 

On  peut  aufli  le  ptéfenter  fous  une  forme  fradlionaire 
qui  ait  un  dénominateur  à volonté.  Pour  cet  effet  on  mul- 
tiplie le  nombre  entier  par  le  dénominateur  qu’on  a choifi  , 
le  produit  eft  le  numérateur  de  la  fradlion;  ainfi  pour  ré- 
duire 6 à une  fradlion  dont  le  dénominateur  foit  7 , on 
écrit  ~.  Or  comme  en  faifant  la  divifîon  de  42  par  7 , on  a 
6 au  quotient , il  eft  clair  que  — ôc  6 font  deux  expreffions 
équivalentes» 
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S’il  falloit  réduire  en  une  fradion  feule  un  nombre  entier 
joint  à une  fradion  , on  multiplierait  le  nombre  entier  par 
le  dénominateur  de  la  fradion  , on  ajouterait  le  numéra- 
teur à ce  produit,  & de  la  fournie  on  ferait  le  numérateur 
de  la  fradion  cherchée  j ainfi  6 l-  fe  réduit  à la  fradion  . . 

3 — fe  réduit  à 

$ 2 . Réduire  plujieurs  Fractions  au  même  dénominateur. 
Multipliez  le  numérateur , puis  le  dénominateur  de  cha- 
que fradion  , par  chacun  des  dénominateurs  de  toutes  les 
autres  fradions.  Vous  aurez  d’autres  fradions  refpedive- 
ment  égales  aux  premières  &c  qui  auront  toutes  le  même 
dénominateur. 

Voulez-vous,  par  exemple  , réduire  7 & |au  même  dé- 
nominateur? multipliez  les  deux  termes  de  la  fradion  ~ par 

4 , vous  aurez  7 } multipliez  enfuite  les  deux  termes  de  la 
fradion  ^ par  2 , vous  aurez  { : les  deux  nouvelles  fradions 
feront  donc  J Sc  f. 

Pareillement  pour  réduire  les  fradionsY,^,  i,  au  même 
dénominateur  , on  multipliera  les  deux  termes  de  la  frac- 

tion  7 par  7,  puis  par  4,  & on  aura  - — {7.  Multi- 

3 X7X  4 

pliant  de  même  ceux  de  la  fradion  7 par  3 , puis  par  4, 

on  trouvera  S = 7^.  Multipliant  enfin  ceux  de  la 
7x3x4  4 r 

3X3X7 

fradion  ^ par  7 , les  produits  feront  4 x =s  77.  Ainfi 

les  trois  fradions  réduites  font  77  > 77»  77  > & chacune  eft 
refpedivement  égale  à celle  dont  elle  tire  fa  première 
origine. 

y j.  On  pourroit  réduire  par  la  même  méthode  tant  de  fradions 

3u’on  voudroit  au  même  numérateur,  en  multipliant  les  deux  termes 
e chacune  par  chaque  numérateur  des  autres.  Ainfi  les  trois  frac- 
tion* f,  7»  i»  fc  réduifent  à celles-ci,  44 , 77.  ü : mais  cette  réduc- 
tion au  même  numérateur  trouve  rarement  fon  application. 

54.  Pour  réduire  une  Frattion  à VexpreJJion  la  plus  JimpU . 
Il  faut  examiner  d’abord  , fi  le  numérateur  eft  plus  grand 
que  le  dénominateur  t car  alors , il  faut  divifer  le  numéia-; 
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teur  par  le  dénominateur  ; ainfi  ~ fe  réduit  à 3 ± fe 

réduit  à 2 

11  faut  voir  enfuite , fi  le  numérateur  & le  dénominateur 
ne  pourroient  pas  être  divifés  tous  deux  fans  refte  par  un 
même  nombre  ; car  alors , l’expreflion  deviendroit  plus 
(impie , fans  changer  de  valeur.  Elle  deviendra  d’autant  plus 
{impie  , que  fes  deux  termes  feront  divifés  par  un  plus 
grand  nombre. 

Il  arrive  fouvent  que  cette  réduction  eft  impofïïble  ; mais 
comme  il  eft  rare  que  l’on  puilfe  juger  du  premier  abord  , 
fi  elle  eft  poflible  ou  non , on  peut  s’en  aiïiirer  au  moyen 
de  certaines  propriétés  des  nombres  , donc  nous  ne  rap- 
porterons que  les  principales. 

yy.  I.  Tout  nombre  pair  eft  divifible  par  2 : ainfi  tant 
que  les  termes  d’une  fra&ion  feront  des  nombres  pairs, 
ils  pourront  toujours  être  réduits  à leur  moitié.  La  frac- 
tion-^, Par  exemple,  fe  réduit  à en  divifant  quatre  fois 
par  2. 

II.  Tout  nombre  terminé  par  O,  eft  divifible  par  y & 
par  10.  Ainfi  la  fraétion  jf-  fe  réduit  à |. 

III.  Tout  nombre  terminé  par  y , eft  divifible  par  y. 
Ainfi  ~ fe  réduifent  à 7^.  De  même  ^ fe  réduifenr 
à ü ’ 

3 4 î * . ' 

IV.  Tout  nombre  tel  que  la  fomme  de  fes  chiffres  eft  un 
multiple  de  3 , eft  divifible  par  3.  Ainfi  la  fraétion  777  eft 
divifible  par  3 , & fe  réduit  d’abord  à puis  à jj.  Et  fi 
de  plus  le  nombre  divifible  par  3 eft  pair  , on  peut  alors 
le  divifer  par  6.  On  peut  le  divifer  par  9 , lorfque  la  fomme 

* de  fes  chiffres  eft  multiple  de  9 (3  J )• 

V.  Quand  le  nombre  qu'expriment  les  deux  derniers  chiffres  d’un 
nombre  eft  divifible  par  4,  le  nombre  lui-méme  peut  fe  divifer  par 
4 : la  fra&ion  peut  donc  fe  réduire  d'abord  à £5  , puis  à ±5  > après 
quoi  elle  eft  irréductible.  La  fraiftion  peut  fe  réduire  de  même  à 

: enfuite  à , puis  à , & enfin  a 4 . 

VI.  Tout  nombre  eft  divifible  par  8 , lorfque  la  partie  de  ce  nom- 
bre exprimée  par  fes  trois  derniers  chiffres  eft  divifible  par  8.  Ainfi 

8 8 * * 1 l 1 

*4  Fi 1©4* 

y 6.  Au  lieu  d’efTayer  les  unes  après  les  autres  ces  di- 

•-  • ’i  • 
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verfes  propriétés  des  nombres  , on  va  plus  directement  au 
fait , en  fe  fervant  de  la  méthode  générale  , fondée  fur  ce 
principe,  que  pour  réduire  à l'exprejjion  la  plus  fimple  une 
frattion  quelconque , il  faut  divifer  fes  deux  termes  par  leutr 
plus  grand  divifeur  commun. 

Or  pour  trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  poflible 
de  deux  nombres  quelconques,  divifez  le  plus  grand  par  le 
plus  petit;  & fi  la  divifion  fe  fait  fans  refte,  le  plus  petit 
nombre  eft  le  plus  grand  divifeur  cherché. 

Si  après  la  divifion , il  fe  trouve  un  refte , divifez  le  plus 
petit  nombre  donné , par  ce  refte  ; & fi  la  divifion  fe  fait 
fans  un  nouveau  refte,  le  premier  refte  eft  le  plus  grand  di- 
vifeur cherché. 

S’il  fe  trouve  un  fécond  refte , divifez  le  premier  par  le 
fécond,  & fi  la  divilion  fe  fait  fans  troifieme  refte,  le 
fécond  eft  alors  le  plus  grand  commun  divifeur  que  vous 
puifliez  trouver. 

En  général,  le  rejle  qui  divife  exactement  le  rejle  précé- 
dent , eft  le  plus  grand  divifeur  cherché. 

Exemple.  On  veut  réduire  la  fraCtion  - à Pexprefîion 
la  plus  fimple  qu’il  foit  poflible.  Pour  cela  i° , divifez  25)4. 
par  91;  vous  trouverez  3 pour  quotient,  273  pour  pro- 
duit , & 2 1 pour  refte. 

2°.  Divifez  9 1 par  ce  premier  refte  21  : le  quotient  fera 
'4 , le  produit  84  , &c  le  fécond  refte,  7. 

3 °.  Divifez  le  premier  refte  2 1 j>ar  le  nombre  7,  & vous 
aurez  3 pour  quotient  exaCt.  D’ou  vous  conclurez  que  7 
eft  le  plus  grand  commun  divifeur  de  294  & de  91. 

40.  Divifant  donc  ces  deux  nombres  par  7 , vous  aurez  , * 
fous  l’expreflion  la  plus  fimple  , la  fraction  = 

fj.  Reprenons  ces  diverles  opérations , & faifons  voir, 
!l°.  que  7 eft  un  divifeur  commun  des  nombres  propofés  j 
2°.  qu’il  eft  le  plus  grand  de  tous  leurs  divifeurs  communs. 

Puifque  7 divife  21  , il  doit  divifer  21x4=  84, 
8c  par  conféquent  84-1-7=9 1.  Mais  s’il  divife  9 1 , il  doit 
divifer  aufli  91x3  = 273 ,8c  par  conféquent  273-4-21 
= 294.  11  eft  donc  divifeur  commun  des  deux  nombres 
propofés.  11 
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Il  eft  auffi  le  plus  grand  de  tous  leurs  divifeurs  com- 
- muns  : car  tout  autre  nombre  qui  diviferoit  I & 294  , 
devroit  divifer  21  qui  refte  de  294  après  en  avoir  fouftraic 
91  x 3 = 273  : il  devroit  également  divifer  7 , refte  de  5)1 
après  en  avoir  fouftrair  21x4  = 84.  Or  un  nombre  plus 
grand  que  7 11e  peut  être  un  divifeur  exaét  de  7. 

y 8.  Pour  démontrer  cette  réglé  d’une  maniéré  générale,  il  faut  ob- 
ferver  que  deux  quantités  ne  font  divifibles  fans  refte  par  un  même 
nombre  , que  lorfqu’ elles  font  des  produits  exads  de  ce  nombre.  La 
plus  grande  quantité  eft  produite  par  ce  nombre  pris  plus  de  fois  que 
dans  la  plus  petite  quantité.  Or  deux  quantités  A & B étant  ainfi  com- 
pofées , fi  ayant  ôté  la  plus  petite  B de  la  plus  grande  A , autant  de  fois 
qu’il  eft  pofiîble  , par  exemple  trois  fois  , il  n'y  a pas  de  refte  , il  eft 
clair  que  A eft  compofé  de  B pris  trois  fois , que  B efc  compofé  de  B pris 
une  fois,  & que  par  conféquent  B eft  , dans  ce  cas , le  plus  grand  com- 
mun divifeur  des  quantités  A & B. 

i°.  Mais  fi  ayant  retranché  B de  A autant  de  fois  qu’il  eft  pofiîble, 
( c’eft-à-dire  , trois  fois  dans  cet  exemple)  il  fe  trouve  un  refte  C ; 
alors  A — C eft  une  quantité  compofée  de  B pris  trois  fois  juftes;  ou  A— 
C=3  B;  par  conféquent  fi  C eft  contenu  un  certain  nombre  de  fois 
jufte,  par  exemple,  4 fois  dans  B,  il  fera  aufii  contenu  un  nombre 
jufte  de  fois  dans  A — C.  II  eft  clair  en  effet  qu’on  aura  B=  4 C , & 
A — C=3  B deviendra  A — C=j  X4  C , d’où  l’on  rire  A=i  3 C.  Il  faut 
donc  ôter  C de  B autant  de  fois  qu’il  eft  pofiîble , & fi  cela  fe  fait  fans 
refte  , C eft  la  quantité  qui  a fervi  à compofer  les  quantités  A & B. 

30.  Mais  fi  ayant  ôté  C de  B autant  de  fois  qu’il  eft  pofiîble,  par 
exemple  4 fois , il  fe  trouve  un  refte  D : alors  B- — D eft  une  quantité 
compofée  de  C pris  jufte  4 fois,  ou  B — D =4  C.  Donc  fi  D eft  contenu 
un  certain  nombre  de  fois  jufte  , par  exemple  3 fois  dans  C , il  fera  juf- 
tement  aufii  dans  A & dans  B , il  fera  le  nombre  qui  aura  fervi  à com- 
pofer les  quantités  A & B.  Car  on  aura  C=  3 D.  Donc  dans  l’équation 
B — D=4C,  on  aura  B — 0=4x3  D,  & par  conféquent  B = 1 3 D; 
& l’équation  A — C = 3 B,  deviendra  A — 3 D = 3 X 13  D.  Donc 
A =41  D. 

En  continuant  ce  raifonnement , on  verra  que  le  dernier  refte  qui 
fe  peut  retrancher  un  certain  nombre  de  fois  jufte  du  refte  précédent, 
eft  la  quantité  qui  a fervi  à former  les  deux  quantités  A & B , & par 
conféquent  qu’il  eft  leur  plus  grand  commun  divifeur. 

Il  eft  évident  auflî  que  c’eft  la  même  chofe  de  divifer  une  quantité 
par  une  autre,  que  d’en  retrancher  cette  autre,  autant  de  fois  qu’il  eft 
pofiîble. 

yp.  Quand  la  fraâion  ne  fe  peut  réduire  à une  expreffion 
plus  fimple,cesdivifions  donnent  enfin  l’unité  pour  deruiec 
* çfte.  Car  l’unité  eft  un  divifeur  commun  à tous  les  nom- 

C 
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bres.  Il  eft  fâcheux  cependant  de  ne  pouvoir  reconnoître 
qu’une  fraCtion  eft  irréductible , qu’après  avoir  fait  tous  les 
frais  de  calcul  néceftaires  pour  s’en  allurer. 

Pour  fe  rendre  familière  la  pratique  de  cette  réglé , il 
n’y  a qu’à  multiplier  fuccelfivement  par  un  même  nombre 
les  deux  termes  de  quelques  fractions  irréductibles.  On 
verra  que  le  plus  grand  divifeur  commun  des  fractions 
provenues  de  ces  multiplications , fera  toujours  le  nombre 
par  lequel  on  aura  multiplié. 

Par  exemple , les  deux  termes  de  la  fraCtion  y multipliés 
par  84  donnent  777.  Et  pour  ramener  cette  derniere  frac- 
tion à la  première , il  n’y  aura  qu’à  divifer  d’abord  2^2 
par  168  , enfuite  168  par  84,  refte  de  la  première  divi- 
fion.  On  trouvera  que  la  fécondé  divifion  le  fait  exacte- 
ment , & par  conféquent  que  le  plus  grand  commun  divi- 
feur cherché  eft  84. 

Voici  quelques  fractions  toutes  réduites  .... 

4*«_ T 4»  i » 4 » - , 4 X SSt  . 7 

i«7  J ’ l;l  >!  " ' 1 1*1  II  ‘ • Hi»<  IJ* 

En  voici  quelques  autres  à réduire. 

TV  *°4  fV  ' * * 8 T)/  » 4 ; 4»  p/  >»i;p« 

^ • «»»  ^ XOlS  381.4 

De  l’Addition  des  FraBions. 

60.  Pour,  ajouter  enfemble  des  fraétions , réduift^-les  au 
même  dénominateur , Gr  de  la  fomme  de  tous  les  numérateurs 
des  f radions  réduites , faites-en  le  numérateur  d’une  nouvelle 
fraBion  qui  ait  le  dénominateur  commun . 

Ainfi  pour  ajouter  les  fractions  7 & y , réduifez-les  à 
celles-ci  \ & - ; leur  fomme  eft  7. 

Pour  ajouter  enfemble  les  fractions  7 > 7 , 7,  je  les  réduis 
à celles-ci  ( £2  ) fy , 77 , 77  ; la  fomme  des  numérateurs  eft; 
4 6 * j>a*  donc  7j , & en  réduifant  à l’expreiîion  la  plus  fim- 
P,€*.  1 TT* 

S’il  y a des  nombres  entiers  joints  aux  fractions , il  -faut 
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ajoutée  leur  fournie  à celle  des  fractions , ainfi  4 7-4.  2 ~ 

= 6jJ.  . . .3  7 ■+*  4 7 ==  ^ tt* 

De  la  Souftrattion  des  FraElions. 

6 1.  Pour  fouftraire  une  fradion  d’une  autre,  réduifefles 
au  même  dénominateur , prenez  la  différence  entre  les  deux 
numérateurs  , £r  faites-en  le  numérateur  d’une  nouvelle  frac- 
tion qui  ait  le  dénominateur  commun. 

Voulez-vous  , par  exemple  , fouftraire  7 de  7 ? réduifez 
ces  fradions  à celles-ci  77 , 77 } il  eft  clair  que  la  différence 
eft  —, 

S’il  y a des  nombres  entiers  joints  aux  fradions , il  faut  • 
les  fouftraire  à l’ordinaire  , & joindre  leur  différence  à la 
nouvelle  fradion  ; ainfi  pour  ôter  3 7 de  4 , il  faut  écrire 
l±y°uij. 

62.  Mais  fi  la  fradion  à fouftraire  eft  plus  grande  que 
celle  dont  on  fouftrait , ou  fi  l’on  a une  fradion  à fouftraire 
d’un  entier , alors  il  faut  réduire  en  fradion  une  unité  de  ce 
nombre  entier.  Par  exemple , pour  ôter  3 7 de  6 7,  je  ré- 
duis la  quantité  6 7 à y 7 , & réduifant  7 & au  même  dé- 
nominateur , j’ai  77-  & rf  ; j’ôte  tt  de  H»  reftent  tt  j j’ôte 
3 de  y , & j’ai  2 pour  refte  ; enforte  que  la  différence  cher- 
chée eft  2 ^ . 

De  même , pour  ôter  y de  4 , je  réduis  4 à cette  expref- 
fion  ; 3 I de  forte  que  retranchant  y de  3 { , reftent  3 y. 
Pour  ôter  7 de  2 , je  réduis  2 a 1 •*■ , & la  différence  eft 
ï 7. 

De  la  Multiplication  des  Fr  aH  ions. 

6 3.  Le  multiplicateur  d’une  fradion  peut  être  un  nom- 
bre entier , ou  un  nombre  fradionaire.  Dans  le  premier 
cas,  on  multiplie  le  numérateur  feul  par  l’entier j & on  di- 
vife  le  produit  par  le  dénominateur  de  la  fradion.  Ainfi 
— r — — 

1 l * J l « * f 

les  deux  numérateurs 
Cij 


Dans  le  fécond  cas , on  multiplie 
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l’un  par  l’autre , & on  divife  leur  produit  par  celui  des  deux 
dénominateurs.  C’eft  ainfi  qu’en  multipliant  j-  par  1,  on 
trouve  pour  produit. 

La  raifonde  cette  double  Réglé  eft  très-facile  à compren- 
dre. Car  en  fe  rappellant  le  Principe  de  la  multiplication  en 
général , on  verra  que  le  produit  doit  toujours  contenir  le 
multiplicande , comme  le  multiplicateur  contient  l’unité 
(24).  Or  dans  le  premier  cas,  le  multiplicateur  y contient 
cinq  fois  l’unité.  11  faut  donc  que  le  produit  contienne  cinq 
fois  aufli  le  multiplicande  7^,  & par  conféquent  que  le  pro- 
duit foit  ~ = ^. 

Par  la  même  raifon , il  faut  dans  le  fécond  cas , que  le 
produit  ne  foit  que  les  du  multiplicande , puifque  le  mul- 
tiplicateur n’eft  que  les  ± de  l’unité.  Or  les  ^ de  ~ font^  : le 
quart  de  ÿ en  effet  eft  77  ; donc  le  quart  de  y eft  £ =s  ^ : 
donc  les  trois  quarts  de  y font 

Autrement.  Si  au  lieu  de  ne  multiplier | que  par-^,  on 
avoit  eu  à les  multiplier  par  3 , il  eût  fallu,  fuivant  la  pre- 
mière Réglé , écrire  ~ pour  produit.  Donc  en  les  multi- 
pliant par  un  nombre  quatre  fois  plus  petit  que  3 , ou  par 
* , on  doit  avoir  un  produit  quatre  fois  moindre  que  -ÿ5- } on 
doit  donc  avoir  7^. 


1 8 


Exemples,  f p ==  ±i=  y f . . . ij.  36  : 

1 1 .1.1  8 t 1.1  _ _ 19  _ _ 1 9. 1 t 1 9 , 

t 22,  • • 17* 12 — rrn — t- — 9 »• 


1 1 


w. 8.5 7 »■)■'  p x 

€4  — 1 9. 6 4 1 >•  8.8  ”■  * 
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64.  Toute  fra&ion  proprement  dite  étant  moindre  que 
l’unité , le  produit  de  deux  fractions  de  cette  efpece , doit 
ctre  moindre  que  le  multiplicande , dans  le  même  rapport 
que  le  multiplicateur  eft  moindre  que  l’unité.  C’eft  pour- 
quoi y,  par  exemple , multiplié  par  ÿ donne ÿpour  produit , 
&c. 

Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  étoient  des 


/ 
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nombres  entiers  joints  à des  fraélions , on  les  transforme- 
rait en  une  feule  fraétion  chacun , pour  les  faire  rentrer 
dans  le  fécond  cas  dont  nous  avons  parlé. 


Exemples.  3 b 7 7 =*  tt-t  « ¥r  = 23  . . ; . 

î^f.3o^  = V.^  = ^ = 38;f i0tJ- 

j r-  _L_  __  ' ° ° ; « t » ijitu ICI  **  1 

y *q  100  * 10  1000  ^y^iooo* 

66.  Remarques.  I.  On  a fouvent  des  fraélions  à multiplier  par  dec 
nombres  qui  font  des  divifeurs  exaéls  des  dénominateurs.  Alors  on 
parvient  tout  de  fuite  à l’exprellion  la  plus  fimplc  du  produit , en  di- 
vifant  le  dénominateur  par  l’entier,  au  lieu  démultiplier  le  numéra- 
teur. C’eft  ainli , par  exemple  , que  TT-  » ~ si  &C. 

II.  Souvent  aufli  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier , cft  égal 
au  dénominateur  même.  Alors  le  produit  eft  égal  au  numérateur  ï 
ainfi  . 1 1 = ) j &c. 

III.  Quand  on  a plufieurs  fraâions  à multiplier  les  unes  par  le* 
autres  , il  eft  très-rare  que  le  calcul  ne  puifle  pas  s’abréger  f en 
effaçant  des  nombres  communs  au  numérateur  8c  au  dénominateur  dt* 
produit. 


,1  i i- 

4 ’ o • 5 ’ 


Exemples, 
ques  autres  réductions  à faire, 
H'. 


_ t i ü * X 

— T * • * 1 * 4.  • » — 4» 


{ = F'. 
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II 


■j.  Voici  qucl- 
= G', 


4ïf- 
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De  la  Divijîon  des  Fraiïions . 


6j.  Ou  le  divifeur  d'une  fraction  eft  un  nombre  entier^ 
ou  c’eft  un  nombre  fradfcionaire \ s’il  eft  entier,  multipliez 
le  dénominateur  feul  par  ce  nombre , 8c  divifez  par  leur 
produit  le  numérateur  de  la  fraéfcion.  Ex.  ± divifes  par  2 
donnent  | pour  quotient. 

Si  le  divifeur  eft  fra&ionaire  > multipliez  le  numérateur 
du  dividende  par  le  dénominateur  du  divifeur,  8c  divifez 
leur  produit  par  celui  que  vous  donnera  la  multiplication 
du  dénominateur  du  dividende  par  le  numérateur  du  divi- 
feur. Ex.  f divifés  par  f = ~~  = r*. 

Pour  bien  concevoir  ces  deux  Réglés , il  faut  fe  reflou- 
venir  que  dans  une  divilion  quelconque  , le  quotient  doit 
être  à L’unité , comme  le  dividende  eft  au  divileur  (3  q.}.  Or 

Ciij 
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dans  le  premier  cas  le  dividende  y eft  les  y du  divifeur  2 j 

donc  le  quotient  doit  être  les  y de  l’unité. 

Il  eft  aifé  d’ailleurs  de  s’en  convaincre  par  le  raifonne- 
ment  fuivant.  Divifer  une  quantité  quelconque  par  2 , 
c’eft  en  prendre  la  moitié  : or  la  moitié  de  ÿ eft  ÿ ; donc  la 
moitié  de  y eft 

Dans  le  fécond  cas,  li  on  eût  eu  fimplement  y à divi- 
fer par  3 , le  quotient  auroit  été  -y-y-  =~  : mais  comme 

le  divifeur  | eft  fept  fois  plus  petit  que  3 , le  quotient  ■— 
eft  fept  fois  trop  foible.  Il  faut  donc  le  multiplier  par  7 , 

ce  qui  donne  — ^-=ff  Pour  Ie  vra*  quotient. 


On  peut  le  démontrer  aullî  de  cette  maniéré.  Dans  une  divi(ion 

Suclconque  , le  quotient  doit  être  au  dividende  comme  l'imité  eft  au 
ivifeur.  Or  le  divifeur  eft  ici  les  4 de  l'unité,  donc  le  dividende  doit 
être  les  4 du  quotient.  On  a donc  4 =4  ?>  (en  défignant  par  q le 

quotient  cherché  ) ; d’où  l’on  tire  ~~  ou  4r  = ?•  * 

68.  Les  divifions  des  fractions  fe  vérifient  comme  celles 
des  nombres  entiers , en  multipliant  le  divifeur  par  le  quo- 
tient. ...  : 

Or  le  quotient  d’une  quantité  divifée  par  une  fra&iori 
proprement  dite,  doit  être  toujours  plus  grand  que  le  divi- 
dende. Car  le  quotient  eft  d’autant  plus  grand  , que  le  di- 
vifeur eft  plus  petit.  Puis  donc  qu’il  eft  égal  au  divi- 
dende , quand  le  divifeur  eft  1 , il  fera  plus  grand  que 
lui , toutes  les  fois  que  le  divifeur  fera  moindre  que 
l’unité. 

Si  le  dividende  Sc  le  divifeur  font  des  entiers  joints  à des 
fractions , on  les  transformera  en  une  feule  fraétion  cha- 
cun , fur  laquelle  on  opérera  enfuite  à l’ordinaire. 

69.  Mais  fi  le  dividende  eft  un  nombre  entier , & que 
le  divifeur  foit  fraétionaire , alors  on  multipliera  l’entier 
par  le  dénominateur  de  la  fraétion,  &*on  divifera  le  pro- 
duit par  le  numérateur. 

Exemple.  8 divifé  par  | donne  •—  =5  ^ =5  1 3 ÿ j car  s’il 
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ne  s’agi  (Toit  de  divifer  8 que  par  3 j il  faudrait  écrire 
donc  en  divifant  8 par  j- , c’eft-à-dire , par  une  quantité 
cinq  fois  plus  petite  que  3 , on  doit  avoir  un  quotient  cinq 
fois  plus  grand  que  j : on  doit  donc  avoir  ^ = 1 3 Il  n’y 
auroit  d’ailleurs  qu’à  mettre  rentier  8 fous  la  forme  frac- 
tionnaire {■ , pour  ramener  cet  exemple  à la  fécondé 
Regle:  . 

Voici  maintenant  quelques  exemples  de  divifions  de 
fractions  fur  lefquels  on  peut  s’exercer.  ( Les  deux  points 
mis  entre  le  dividende  & le  divifeur  lignifient  divifé  par , 
comme  le  trait  dont  nous  nous  fommes  fervi  jufqu’ici). 


70.  Remarquis.  I.  Une  portion  de  fraéHon,  telle,  par  exemple, 
que  les  | de  ~ , s’appelle  une  fraBîon  de  fraBîon.  Or  il  eu  évident  que 
cette  expreflion , \ de  j lignifie  qu’il  faut  prendre  trois  fois  le  quart  de 

Il  faut  donc  divifer  d’abord  f par  4,  ce  qui  donne  =rï'y  Pu** 
multiplier  ce  quotient  par  3 , ce  qui  donnera  fît  produit  de  | pari; 
d’où  il  faut  conclure  i°,  que  la  valeur  d’une  fraéHon  de  fraéHon 
fc  trouve  en  multipliant  l’une  par  l’autre  les  deux  fraélions  qui  l’ex- 
priment; i° , qu’il  n’y  a par  conféquent  aucune  différence  entre  la 
valeur  de  f de  | , & la  valeur  de  | de  j. 

II.  Souvent  la  fraéHon  que  l’on  doit  divifer  a le  même  dénomi- 
nateur que  la  fraéHon  par  laquelle  doit  fe  faire  la  divifion.  Alors  on 
a tout  de  fuite  pour  quotient  la  fraéHon  des  deux  numérateurs.  Ainii 
pour  divifer  f par  | , il  n’y  a qu’à  écrire  5. 

III.  Si  le  numérateur  du  dividende  peut  fe  divifer  fans  refte  par  le 
numérateur  du  divifeur,  il  faut  effeélucr  cette  divifion,  afin  de  par- 
venir immédiatement  à l’exprcllion  la  plus  fimple.  Même  remarque  à 
faire  fur  les  deux  dénominateurs.  Exemple,  divifés  par  -L  dorment 
I pour  quotient. 

IV.  Il  n’eft  pas  rare  de  trouver  deux  numérateurs  ou  deux  dénomi- 
nateurs divifibles  par  un  même  nombre.  Alors  on  fimplifie  le  calcul 
en  exécutant  cette  divifion.  Soit , par  exemple  , la  fraéHon  à di- 
vifer par  -J-.  On  divifera  d’abord  les  numérateurs  par  j , puis  les  dé- 
nominateurs par  8 5 le  quotient  fera  {. 
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Des  Fraâions  Décimales . 

71.  Par  Fradions  Décimales,  on  entend  généralement 
routes  les  fradions  qui  011c  pour  dénominateur  l’unité  fui- 
vje  d’un  ou  de  plulieurs  zftos.  Telles  font  les  fradions 
_S_  JÜ-  * grr 

jo*  100  * 1000  ) 10000 

On  voit  bien  que  fous  cette  forme  elles  rentrent  dans  la 
claffe  des  fradions  ordinaires.  Ainfi  on  peut  les  afTujettir 
f ux  mêmes  Réglés , & les  calculer  avec  la  meme  facilité. 

Mais  pour  abréger  le  calcul,  on  a imaginé  de  fous- 
entendre  les  dénominateurs  des  fradions  décimales , &c 
de  fubftituer  aux  Réglés  générales  quelques  Réglés  partir 
culieres , dont  voici  le  Principe. 

72.  La  numération  ordinaire  a pour  bafe  la  convention  , 
que  tout  chiffre  placé  à la  droite  d’un  autre , lui  donne 
une  valeur  décuple  (10).  Ainfî  pour  écrire  trois  dixaines, 
on  met  zéro  fur  la  droite  du  3 , & on  écrit  30;  donc 

fiour  écrire  trois  dixièmes,  il  fuffit  de  mettre  un  zéro  fur 
a gauche  du  3 , comme  on  le  voit  ici , 03. 

Seulement  pour  fixer  le  rang  des  unités  (impies,  on  eft 
convenu  de  le  féparer  du  rang  des  dixièmes  par  une  vir- 
gule, & au  lieu  d’écrire  , on  écrit  0,3.  On  écriroit 
0,2  pour  deux  dixièmes;  0,7  pourfept  dixièmes;  0,p  pour 
neuf  dixièmes,  & fi  on  avoir  dix,  ou  vingt  ou  trente  di- 
xièmes à écrire  , on  en  feroit  une  ou  deux  ou  trois  unités. 

73.  En  fuivant  la  même  marche,  on  verra  que  puifque 
les  centaines  occupent  le  troifieme  rang  vers  la  gauche , à 
partir  de  celui  des  unités,  les  centièmes  doivent  occuper  le 
troifieme  rang  en  fens  contraire.  Et  comme  pour  écrire  cinq 
cents,  on  écrit  joo,  il  elt  clair  que  pour  ecnre  cinq  cen- 
tièmes, on  peut  fe  fervir  de  l’expreflion  fuivante;  o,oy.' 
Pour  exprimer  huit  mille,  on  écrit  8000;  donc  pour  ex- 
primer huit  millièmes,  on  écrira  0,008.  &c.  &c. 

Si  au  lieu  de  huit  millièmes , on  eût  voulu  en  écrire 
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•deux  cent  douze , on  fe  feroit  fervi  de  cette  expreflion 
0,2 12.  En  général  on  écrit  toujours  le  numérateur  comme 
les  nombres  entiers. 

74.  D’après  cela  on  devinera  fans  peine  la  valeur  des 
quantités  fuivantes  : 

o,i=N'...  3,42=0' ...  3 y 4,0063  =P' . . . 8,700201 

=Q'. 

Il  ne  fera  guere  plus  difficile  de  transformer  en  chiffres 
les  quantités  que  voici. 

Trois  dix- millièmes  = R'. 

Mille  -+-  quatre  centièmes  = S'. 

Neuf  -H  deux  millionièmes = T'. 

Treize  mille  cent-millioniemes  = U'. 

75*.  Cela  pofé,  on  voit  que  le  premier  rang  des  déci- 
males fur  la  droite  de  la  virgule,  exprime  des  dixièmes; 
que  le  fécond  rang  exprime  des  centièmes , & ainfi  de 
fuite  : de  maniéré  que  2,$ 6 y 4 n’eft  qu’une  expreflion 
abrégée  de  la  quantité  2 -+-  rk-h  ttï7  "d™7T7ST<luc 

‘l’on  peut  réduire  à celle-ci  2 -4- 

Paffons  aux  Réglés  du  calcul  de  ces  fractions. 

De  l’Addition,  SouJbaBion  , Multiplication  & Divijîon 
des  Fr aB ions  Décimales. 

7 6.  Si  aux  Réglés  déjà  connues  pour  les  nombres  en- 
tiers , on  ajoute  celle  qui  concerne  la  virgule  des  déci- 
males , rien  n’eft  plus  fimple  ni  plus  commode  que  le 
calcul  de  ces  fractions. 

I.  Soit  donc  propofé  d’ajouter  485-2,79  I. . . 4,00745.  . ; 
2,7 ...  0,0045).  J’écris  d’abord  ces  quatre  nombres  l’un 
fous  l’autre , avec  cette  feule  précaution  que  les  virgules  fe 
trouvent  dans  la  même  colonne , comme  vous  le  voyez  ici, 

485-2,75)  I 

4.00745; 

2,7 

0,0049 

4 
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Puis  j’ajoute  ces  nombres  à l’ordinaire , & j’ai  foin  de 
placer  la  virgule  de  la  fomme  totale , fous  la  colonne  des 
autres  virgules.  Autre  exemple. 

37,56023  85642 
5)1,7832036785' 

- 8,12 

1,30005 

138,76345)22427  ' 

II.  La  fouftraction  des  décimales  fe  fait  comme  celle  des 
nombres  entiers.  Il  fuffitj  pour  l’entendre,  de  jeter  les 
yeux  fur  les  exemples  fuivants. 

57,02  4,8274  6,00435  3,842 

' 48*1  2,0135)  0,17 1,004554 

8,(^2  2,8135  5*83  435  2,837446  • 

III.  La  multiplication  des  décimales  ne  différé  prefque 
pas  de  celle  des  nombres  entiers.  On  multiplie  à l’ordinaire 
tous  les  chiffres  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  du 
multiplicateur , fans  avoir  d’abord  égard  aux  virgules  : mais 
lorfqu’on  a pris  la  fomme  de  chaque  produit , pour  avoir  un 
produit  total , il  faut  féparer  par  une  virgule  autant  de  chiffres 
fur  la  droite , quil  y a de  décimales  dans  le  multiplicande 
& le  multiplicateur  : enforte  que  fi  cette  fomme  n’étoit  pas 
compofée  d’autant  de  chiffres  qu’il  y a de  décimales  dans 
ces  deux  nombres , il  faudroit  mettre  fur  la  gauche  un 
nombre  fufïifant  de  zéros  : voyez  le  fécond  Exemple. 


43»7 

]± 

1311 

437 

568,1 


2,4542  3,7 

0,00  5 3 4» 12 

73626  74 

122710  37 

0J01300726  *4% 

“ J I5»244 


21,32 

0,100103 

63  & 

2132 

2132 


2,i*34 
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77.  Ces  multiplications  peuvent  fe  vérifier  par  la  (im- 

pie fuppreflîon  des  p (3  o)  ou  par  la  divifion.  Quant  à ce  que 
la  Réglé  a de  particulier  pour  les  décimales  qu’il  faut  fépa- 
rer , on  peut  s’en  rendre  raifon  de  cette  maniéré.  Le  pro- 
duit doit  toujours  être  au  multiplicande , comme  le  multi- 
plicateur eft  à l’unité  (24).  Donc  (I  le  multiplicateur  ex- 
prime des  dixièmes  de  l’unité  , par  exemple , le  produit 
doit  exprimer  des  dixièmes  du  multiplicande.  Donc  fi  le 
multiplicande  exprime  des  centièmes  de  l’unité,  le  produit 
doit  alors  donner  des  millièmes  de  l’unité.  Ainfi  ~ 
= — 0,OOi.  Or  il  eft  clair  que  pour  avoir  ces 

millièmes  d’unité , il  faut  que  le  produit  ait  trois  déci- 
males , c’eft-à-dire , autant  qu’il  y en  a dans  les  deux 
faéteurs  enfemble. 

78.  Lorfque  le  multiplicande  a des  décimales,  & que 
le  multiplicateur  eft  10  , ou  100  , ou  1000  , &c,  il  fuffit 
de  retirer  la  virgule  vers  la  droite  , d’autant  de  rangs  qu’il 
y a de  zéros  dans  le  multiplicateur.  Ainfi  45", 3 2 89  x 100 

= 4732,8 9 • ...  o, 007874  x 10000  = 78,74 

3 6, 7 x 1000=36700. 

79.  Si  le  multiplicande  & le  multiplicateur  avoient  un  grand  nom- 
bre de  décimales  , l'opération  feroit  fort  longue,  & donnerait  un  ré- 
fultat  beaucoup  plus  exaét  qu’on  n’en  a befoin  communément.  Alors 
on  peut  fmipliner  le  calcul,  de  cette  manière.  • 

1 °.  Multipliez  tous  les  chiffres  du  multiplicande  par  le  premier  à 
gauche  du  multiplicateur. 

î.°.  Multipliez-les  enfuite  par  le  fécond  chiffre  à gauche  du  multi- 
plicateur; mais  en  écrivant  ce  produit,  ne  tenez  compte  que  des 
dizaines  que  la  multiplication  du  premier  chiffre  à droite  du  multipli- 
cande pourra  donner  ; ajoutez-les  au  produit  de  fon  fécond  chiffre  ; & 
conféquemmcnt  écrivez-en  la  fomme  fous  le  premier  chiffre  du  produic 
déjà  écrit. 

3 °.  Servez- vous  du  troifîeme  chiffre  du  multiplicateur  pour  multi- 
plier ceux  du  multiplicande , à ne  commencer  qu'au  fécond  : encore 
faudra-t-il  ne  retenir  que  les  dizaines  de  ce  produit  pour  les  ajouter 
aux  unités  du  fuivant.  Vous  en  écrirez  la  fomme  fous  les  deux  produits 
déjà  écrits. 

40.. A mefure  que  vous  avancerez  vers  la  droite  du  multiplicateur* 
vous  commencerez  la  multiplication  par  un  chiffre  plus  avancé  vers  la 
gauche  du  multiplicande , St  retenant  les  dizaines  de  ce  premier  pro- 
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duit,  vous  les  ajouterez  aux  imités  du  fuivant,  jufqu’à  ce  que  VOUS 
foyez  parvenu  au  dernier  chiffre  du  multiplicateur. 

j°.  Ajoutez  tous  les  produits,  & dans  leur  Tomme  féparez  autant  de 
décimales  qu'il  y en  avoir  dans  le  multiplicande  , lorfque  vous  l'avez 
multiplié  par  les  unités  du  multiplicateur , ou,  ce  qui  e(t  plus  général  , 
voyez  quel  rang  tiennent  dans  les  deux  racines,  la  décimale  par  la- 
quelle vous  multipliez  chaque  fois  , & celle  par  laquelle  commence 
alors  la  multiplication.  La  Tomme  de  ces  deux  rangs  indiquera  toujours 
le  nombre  de  décimales  que  doit  avoir  le  produit  général. 

Trois  exemples  fuffiront  pour  rendre  cette  méthode  familière* 


9,345l8 

z,3ozy8y 

0,134367 

3 >4477  6 

0,984977 

0,003431 

* * 

z8oj584 

Z07Z3Z 66 

703701 

373811 

1841068 

93817 

Î738I 

91103 

7037 

<?34ï 

10713 

134 

3 6 

1611 

161 

0,000804799 

31,11017 

1,1679931 

Dans  le  premier, je  multiplie  d’abord  par  j , & j’écris  le  produit  î 
enfuite  par  4 , en  difant  4 foit  8 = 31,  que  je  n’écris  pas  : mais  je  re- 
tiens les  trois  dixaines  pour  les  ajouter  au  produit  fuivant.  Je  dis  donc 
4 fois  1 = 8 , & 3 de  retenues  font  1 1.  J’écris  1 fous  le  +,  & je  con- 
tinue à l’ordinaire. 

Puis  je  multiplie  par  le  fécond  4 , en  commençant  par  le  1 du  mul- 
tiplicande. 4 fois  i font  8.  Je  retiens  1 , parce  8 approche  plus  de 
10  que  de  1 , & je  dis  ; 4 fois  y font  zo, & un  de  retenu  font  zi. 
J’écris  1 dans  le  même  rang  que  les  premiers  chiffres  des  autres  pro- 
duits , &c.  &c. 

Après  avoir  fait  toutes  ces  multiplications  j’ajoute  les  produits  , & 
je  féparc  cinq  décimales , parce  qu’il  y en  avoit  cinq  au  multipli- 
cande, lorfque  j’ai  multiplié  par  les  3 unités  du  multiplicateur j ou, 
parce  qu’en  multipliant  par  la  première  décimale  du  multiplicateur  , 
j’ai  commencé  par  la  quatrième  du  multiplicande. 

En  faifant  tout  au  long  cette  multiplication  , on  auroit  trouvé 
31,1101815718  , c’eft-à-dire , que  le  produit  trouvé  par  la  méthode 
abrégée , ne  différé  pas  du  produit  exa&,  de  d’unité. 

Afin  de  reconnoître  à quelles  décimales  du  multiplicande  & du  mul- 
tiplicateur on  en  eft  chaque  fois  , il  cft  à propos  de  les  marquer  d’un 
point  à mefurc  qu’on  s’en  fert.  Voyez  les  exemples. 

Comme  il  eft  aifé  de  fc  rendre  raifon  des  différentes  parties  de 
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cette  méthode  , nous  laiflons  à chercher  ces  petits  détails.  Nous  ob- 
ferverons  feulement  que  dans  le  produit  du  troifieme  exemple , il  faut 
ajouter  trois  zéros,  parce  que  3 étant  au  troifieme  rang  des  décimales 
dans  le  multiplicateur , & 7 au  fixicme  du  multiplicande , le  produit 
doit  avoir  9 décimales. 

80.  IV.  La  divifion  des  décimales  ne  différé  de  celle 
des  nombres  entiers qu’en  ce  qu’il  faut  feparer  dans  le 
quotient  autant  de  chiffres  fur  la  droite , qu’il  y a de  décir 
males  de  plus  dans  le  dividende  que  dans  le  divifeur . 


6>934f/ 3 

8,447/ 

3, 22  45), 1 Ç20 

6 2,3117 

‘ L 

6 44 

2 ,6  4°  1481 — 

0,9 

2007 

85)520 

9 

15)32 

802  96 

>°3 

73. 

5)2240 

3 

80296 

04 

.1  15)44 

3 

** 

*5* 

0 

Ainfi  dans  le  fécond  exemple  on  a procédé  à la  divifion; 
comme  fi  l’on  eût  eu  844  7 à divifer  par  322.  Le  quotient 
s’eft  trouvé  2 6.  Mais  parce  que  le  dividende  avoir  trois 
décimales , & que  le  divifeur  n’en  avoit  que  deux  , on 
en  a mis  une  au  quotient , en  plaçant  la  virgule  avanc 
le  6. 

81.  Lorfque  le  divifeur  a plus  de  décimales  que  le  divi- 
dende , ( voyez  le  3e.  exemple  ) on  ajoute  autant  de  zéros 
que  l’on  veut  au  dividende  ; enforte  cependant  que  cela 
rende  le  nombre  de  fes  décimales  un  peu  plus  grand  que 
celui  des  décimales  du  divifeur , afin  d’en  avoir  quelques- 
-unes au  quotient.  Ici  on  eft  ce  nié  en  avoir  ajouté  quatre 
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au  dividende;  car  li  l’on  divife  4^10000  par  20,074,  on 
trouvera  le  quotient  2,44. 

Si  l’on  veut  avoir  égard  aux  reftes  de  ces  fortes  de  divi- 
sons , il  faut  leur  ajouter  de  nouveaux  zéros , & les  quo- 
tients qu’on  en  tirera  , en  continuant  la  divifion  par  le 
même  divifeur,  feront  de  nouvelles  décimales;  ainfi  dans 
le  fécond  exemple  , ajoutant  trois  zéros  au  refte  73  , on  au- 
roit  le  quotient  2,6226,  avec  un  autre  refte  228. 

82.  La  Réglé  pour  la  divifion  des  décimales  eft  fondée 
fur  ce  que  le  quotient  doit  toujours  être  à l’unité  , comme 
le  dividende  eft  au  divifeur.  En  effet  ; le  quotient  doit  ex- 
primer des  dixièmes  de  l’unité , par  exemple  , toutes  les 
rois  que  le  dividende  exprime  des  dixièmes  du  divifeur. 
Or  pour  exprimer  des  dixièmes  du  divifeur,  il  faut  que 
le  dividende  ait  une  décimale  de  plus  que  lui.  11  faut 
donc  alors  que  le  quotient  ait  une  décimale,  c’eft-à-dire, 
autant  qu’il  y en  a de  plus  dans  le  dividende  que  dans  le 
divifeur. 

Quand  il  faut  divifer  par  10,  par  ioo.ou  par  1000 
une  fra&ion  décimale  , il  fuffit  d’avancer  la  virgule  d’un , 
de  deux  , ou  de  trois  rangs , vers  la  gauche.  Ainfi  i7~’  — 
1,2465- . . . rirr;—  0,00834.. 

8 j.  Lorfque  par  la  méthode  ordinaire  les  divifions  feroient  trop  lon- 
gues, à caule  du  grand  nombre  de  décimales,  on  peut  en  abréger  le 
calcul  de  la  manière  fuivance. 

Je  fuppofe  que  l’on  veuille  vérifier  le  produit  31,11017  trouvé  ci- 
ddfus , en  le  divifant  par  9,34318.  Après  avoir  difpofiS  ces  deux  nom- 
bres comme  dans  la  divifion  ordinaire,  je  demande  en  31  combien 
de  fois  9 î Je  mets  3 au  quotient.  Enfuite  je  multiplie  tout  le  divifeur 
par  3 , & je  fouftrais  le  produit  du  dividende;  refte  418443. 

Je  divife  ce  refte , en  difant,  combien  de  fois  9 eft-il  contenu  dans 
41  ? Je  mets  4 au  quotient;  & je  multiplie  le  divifeur  par  4;  je  dis 
donc  4 fois  8 font  31,  que  je  n’écris  pas.  Je  retiens  feulement  les  trois 
dixaines  que  j'ajoute  au  produit  fuivant , comme  on  l’a  vu  dans  la  mul- 
tiplication. Car  ce  n’eft  ici  que  l’opération  inverfe. 

Souftrayant  de  418443  ce  qui  provient  de  cette  multiplication,  je 
divife  le  refte  44631  par  le  même  divifeur,  & je  mets  au  quotient  un 
fécond  4 par  lequel  je  multiplie  le  divifeur,  à commencer  au  1.  Je  dis 


/ 
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donc , 4 fois  î font  8 ; je  retiens  i , que  j’ajoute  à ao  = j X4  ; 2t  aia£  / 
de  fuite , jufqu’à  ce  que  j’aye  retrouvé  3,44774, 


♦ 


• • • • • 

31,11017  Ç 9,34*18 

J^lL+i  3, 4477< 
418443 

373»»i 
44631 
37381 
7M I 
<3  41 
710 
<34 

3* 

5* 


De  ht  transformation  £r  de  V utilité  des  Décimales, 

84.  On  fait  que  les  fractions  ordinaires  peuvent  être 
transformées  en  une  infinité  d’autres , qui  auroient  toutes 
la  même  valeur.  Les  fra&ions  décimales  ont  le  même 
avantage  , d’une  maniéré  encore  plus  fimple  ; car  foit  la 
fradion  0,4  : il  eft  clair  que  fa  valeur  ne  changera  pas 
tant  que  fon  numérateur  & fon  dénominateur  feront  mul- 
tipliés parle  même  nombre;  & fi  iOj.ou  100,  ou  1000, 
&c.  fert  de  multiplicateur,  il  eft  également  clair  qu’en 
ajoutant  un  , ou  deux  , ou  trois  zéros  fur  la  droite  du  4 , 
on  fera  d’un  feul  coup  la  multiplication  du  numérateur 
& du  dénominateur  (73.).  Ainfi  0,4  = 0,40  = 0,400 
= 0,4000  — &c. 

8 y.  Il  fuit  de-là  que  lorfqu'une  fraftion  décimale  eft  ter- 
minée par  des  %éros  , on  peut  les  fupprimer  tous , fans  altérer 
fa  valeur. 

Mais  fi  on  fupprimoit  d’autres  chiffres  que  des  zéros , 
on  fent  bien  que  la  fradion  diminueroit  de  valeur  : en 
fupprimanr , par  exemple,  le  chiffre  3 , dans  la  quantité 
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0,^83  j il  ne  refte  plus  que  0,58  , quantité  moindre  de 

- i—  que  la  précédente. 

85.  Cette  diminution  eft  d’autant  moins  fenfible,  que 
la  fraékion  a plus  de  chiffres.  Ainfi  la  quantité  0,580003 
n’eft  diminuée  que  de  — . — , lorfqu’on  retranche  le#er- 
nier  chiffre  3.  On  peut  donc  négliger  plufieurs  décimales 
dans  une  quantité  qui  en  a beaucoup  , fans  diminuer  fen- 
fiblement  la  valeur  de  cette  quantité. 

87.  Comme  il  en  réfulte  pourtant  une  petite  erreur, 
on  doit  la  corriger , du  moins  en  partie , quand  cela  eft 
poflible  : 8c  cette  corre&ion  confifte  à ajouter  une  unité 

"au  dernier  des  chiffres  confervés  , toutes  les  fois  que  le  pre- 
mier fur  la  gauche  de  ceux  que  l’on  retranche  furpafTe 
5*.  Si  on.  négligeoit , par  exemple , les  quatre  dernieres 
décimales  de  la  fraétion  o,  12346885),  il  faudroit  écrire 
0,1235",  & non  0,1234. 

La  raifon  en  eft  que  0,1235*  différé  moins  de  la 
quantité  propofée  0,12346885),  que  0,1234.  Car  la 
fraéHon  0,1235  équivaut  à 0,12350000, 8c  la  fraction 
0,1234  = 0,12340000.  La  quantité  propofée  fe  trouve 
comprife  entre  ces  deux  fra&ions , mais  elle  approche  da- 
vantage de  la  première. 

88.  En  général , ou  le  premier  des  chiffres  retranchés  eft 
au-deffous  de  5 , ou  c’eft  un  5 , ou  il  furpafTe  5.  Dans  le 
premier  cas , il  ne  faut  rien  ajouter  au  chiffre  qui  refte  le 
dernier.  Dans  le  fécond  cas , on  peut  indifféremment 
ajouter  ou  ne  pas  ajouter  une  unité  à ce  dernier  chiffre  ; 
mais  dans  le  troifieme  cas,  l’erreur  fera  toujours  moindre, 
£ on  ajoute  cette  unité. 

* Soit,  pour  exemple,  la  quantité  9,685143  que  je  fuppofe  exprimer 
des  livres  & des  parties  décimales  de  livre  de  notre  monnoie  ; fi  on  ne 
veut  retrancher  que  les  trois  derniers  chiffres  143 , qui  valent  à peine 
un  de  denier,  on  écrira  9,685.  Si  on  veut  retrancher  les  quatre 
derniers  chiffres  5143  , dont  la  valeur  n'efl  gnere  que  d’un  denier  , on 
écrira  indifféremment  9,68  ou  9,69.  Mais  en  fupprimant  les  cinq  der- 
niers chiffres  85143  , qui  équivalent  environ  à zo  deniers  = ir  8d,  il 
faudra  écrire  9,7, -au  lieu  de  n'écrire  que  9,6;  en  effet  le  réfultat  total 
de  la  quantité  propofée  étant,  à très-peu  de  chofe  près , I3r8d, 

on 
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ton  en  approche  davantage  en  écrivant  j,  7=9**  I4f,  qu’en  n’écri- 
vant que  ÿ,6  = 1 tf. 

89.  Dans  les  calculs  ordinaires  on  a rarement  befoin 
de  plus  de  lix  décimales  : fouvenc  même  deux  ou  trois 
fuffifent. 

5)0.  Lorfque  les  premiers  chiffres  à gauche  de  deux  frac» 
tions  décimales  ne  font  pas  les  mêmes , il  eft  clair  que  la 
plus  grande  eft  celle" dont  le  premier  chiffre  furpaffe  celui 
de  l’autre.  Ainfi  o,  8 furpafle  o,  75?  . . . . O,  54  furpafle 
0,4 9999  • • • Par  k même  raifon  , o,  1 1 1 furpafTe 
o,  1109999. 

5>i.  Et  fi  les  premiers  chiffres  d’une  fraction  décimale 
font  les  mêmes  que  ceux  d’une  autre  fraétion , la  plus 
grande  fera  toujours  celle  qui  aura  quelques  chiffres  de 
plus , pourvu  qu’ils  ne  foient  pas  tous  des  zéros.  La  fraétion 
o,  76324102  , par  exemple»  eft  plus  grande  que  la  frac- 
tion 0,76324. 

5) 2.  C’eft  de-là  que  dérive  la  principale  utilité  des  dé- 
cimales. Elle  confifte  à approcher  de  plus  en  plus  de  l’éga- 
lité avec  les  différentes  expreffions  numériques  dont  il  n’eft 
pas  poffible  d’avoir  rigoureufement  la  valeur.  Or  toutes  les 
parties  des  Mathématiques  offrent  une  foule  d’exemples  de 
ces  fortes  d 'approximations  : en  voici  quelques-uns  tirés 
de  la  fimple  Arithmétique. 

11  eft  bien  rare  qu’un  nombre  pris  au  hasard  » foit  exac- 
tement divifible  par  un  autre  nombre  pris  de  même  (44}. 
Prefque  toujours  il  y a un  refte  que  l’on  joint  au  quotient, 
en  forme  de  fraétion.  Par  exemple,  en  divifant  14747$' 
par  3 62  j on  a trouvé  (41)  pour  quotient  407  avec  le 
refte  1 4 1 , dont  on  a fait  la  fraétion  jAL  qUe  pou  a ajoutée 
au  quotient.  Mais  cette  fraction  eft  incommode  , quand  il 
s’agit  de  l’évaluer  fous  cette  forme.  On  a donc  imaginé  un 
moyen  de  transformer  ces  fractions  en  d’autres , dont  la 
valeur  foit  la  même,  ou  du  moins  qui  en  approchent  au- 
tant que  le  Calculateur  le  juge  à propos. 

5P3.  Ce  moyen  fe  réduit  a ajouter  un  zéro  1 chaque 
refte  de  diviüon , afin  de  pouvoir  continuer  de  divifer  ; 
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Sc  comme  en  ajoutant  un  zéro , ce  refte  devient  dix  fois 
trop  grand , on  corrige  l’erreur  qui  en  réfulte , en  pla- 
çant au  rang  des  dixièmes , le  chiffre  provenu  de  cette 
divifion  ultérieure. 

Reprenant  donc  l’exemple  qui  précède,  j’ajouterois  un 
zéro  au  refte  141 , Sc  j’aurois  1410  a divifer  par  3 62.  Le 
quotient  feroit  3 , que  j’écrirois  au  rang  des  dixièmes  ; le 
nouveau  refte  feroit  3 24 , auquel  jè  pourrois  ajouter  un 
zéro , pour  en  former  le  nouveau  dividende  3 240.  Je  di- 
viferois  ce  nombre  par  le  même  divifeur  362,  ce  qui 
me  donneroit  8 pour  quotient,  & 344  pour  refte.  Le  8 
feroit  mis  au  rang  des  centièmes , Sc  l’addition  d’un  troi- 
fieme  zéro  me  feroit  trouver  5?  pour  le  rang  des  millièmes. 
Il  y auroit  encore  un  refte  182,  que  je  négligerois,  au 
cas  qu’il  fuffît  d’avoir  trois  décimales.  Le  quotient  cher- 
che feroit  donc  407,38^  = 407  ~,  à moins  d’un  mil- 
lième près. 

94.  Toutes  les  fractions  ordinaires  peuvent  fe  transfor- 
mer de  même  en  fractions  décimales  qui  leur  foient  parfai- 
tement égales,  ou  qui  en  approchent  du  moins  autant  que 
l’on  voudra,  7,  par  exemple  , fe  transforme  en  o,  y , donc 
la  valeur  eft  exactement  la  même  : mais  L n’eft  fufceptible 
que  d’une  approximation  infinie , à laquelle  on  peut  pro- 
céder ainfi.  Ajoutez  un  zéro  au  numérateur  1 , Sc  divifez 
10  qui  en  réfulte,  par  le  dénominateur  3.  Le  quotient 
Je  plus  approché  en  nombres  entiers , fera  3 ,,que  voua 
placerez  au  rang  des  dixièmes  ; il  reliera  1 , auquel  vous 
ajouterez  un  zéro , comme  ci-deftus  j Sc  vous  aurez  encore 
une  fois  10  à divifer  par  3.  Le  quotient  fera  donc  le  même 

2ue  le  précédent,  Sc  il  eft  clair  que  cela  n’aura  jamais  de 
n.  On  a donc  ÿ = o,  3 3 3 3 3 &c  > & par  conféquent 
|=o,  66666 , Scc. 

La  même  méthode  fait  trouver  7 = O,  2 y ; donc  = 
o,  7 y.  On  trouve  aulli  que  ~=  o,  2 ; donc  7 = o,  8.  La 
fraétion  - fe  rransforme  en  o,  16666  Scc , où  l’on  voit  que 
le  même  chiffre  revenant  toujours,  il  n’eft  pas  poûible 
d'avoir  exactement  en  décimales  la  valeur  de  7. 
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La  fra&ion  j eft  dans  le  même  cas.  On  ne  peut  la 
mettre  en  décimales  fans  trouver  o,  142 8 y 7 1428 y 7 
I428J7  &c.  Or  le  retour  périodique  des  mêmes  chiffres, 
annonce  l’impoflibilité  d’une  transformation  rigoureufe.  Il 
eft  vrai  que  dans  les  deux  derniers  exemples  on  peut  pouf- 
fer auflî  loin  que  l’on  veut  l’approximation  qui  en  réfulte , 
dans  l’un  en  écrivant  le  même  chiffre,  dans  l’autre  en 
répétant  la  même  période , fans  fe  donner  la  peine  de  re- 
commencer le  calcul. 

py.  En  général,  il  eft  impoffible  de  réduire  en  déci- 
males une  rraétion  ordinaire  j dans  deux  cas  différents.  Le 
premier  a lieu  toutes  les  fois  que  deux  divifions  fucceftives 
donnent  le  même  refte.  Le  fécond , lorfque  les  chiffres  du 
quotient  reviennent  dans  le  même  ordre. 

Il  fuit  de-là  que  le  dénominateur  fait  connoître  la  li- 
mite la  plus  reculée  du  retour  périodique  dont  il  s’agit.  Le 
dénominateur  7 , par  exemple , indique  qu’en  réduifant  -■ 
en  décimales,  les  chiffres  ne  peuvent  reparaître  dans  le 
même  ordre  , plus  tard  qu’au  feptieme  rang.  On  en  trou- 
vera aifément  la  raifon , en  y réfléchiffant  un  peu.  Il  eft 
plus  ordinaire  cependant  qu’ils  reviennent , dans  des  cas 
Semblables  , avant  le  rang  défigné  par  le  dénominateur.  On 
peut  le  vérifier  fur  la  fraébion  — entre  autres. 

96.  S’il  eft  toujours  facile  de  transformer  en  décimales  les  fraélions  * 
ordinaires , on  éprouve  fouvent  de  la  difficulté  pour  ramener  les  pre- 
mières à celles-ci.  On  opéré  néanmoins  cette  réduction  d’une  manière 
bien  facile,  dans  les  exemples  les  plus  familiers. 

On  fuppofe  que  l’on  demande  en  fraétion  ordinaire  la  valeur  de 
o,  33  3 3 &c  . . . Si  on  multiplie  par  10  la  quantité  donnée  , on  aura 
(78)  3,555  &c  fi  on  la  fouftrait  de  ce  produit , il  ne  reliera  qu’une 
quantité  neuf  fois  plus  grande  que  o,  533}  &c.  Ce  refte  eft  3 , dont  la 
neuvième  partie  eft  }.  On  conclura  donc  que  o,  333  3 &c.  = j,  comme 
on  le  fait  d’ailleurs. 

Il  en  eft  de  mêmede  la  fraélion  o,  141857  141857  &c,  qui,  multi- 
pliée par  10,  devient  1,41857  1 4 1 8 5 7 &c.  Si  on  retranche  de  ce  pro- 
duit le  triple  de  la  quantité  donnée , le  refte  ne  fera  que  fept  fois  plus 
grand  que  cette  quantité.  Or  le  triple  de  o,  141857  141857  &c  , 
eft  0,41857  141857  &c.  Le  refte  fera  donc  1 , dont  la  feptieme  partie 
eft  un  f , comme  ci-deilui. 

Dij 
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La  fra&ion  o,  iif  peut  fc  transformer  en  f,  par  la  méthode  du  plus 
grand  commun  divifeur  (j  6).  Mais  outre  qu’il  y a beaucoup  de  frac- 
tions décimales  qui  ne  font  pas  fufccptioles  d’une  transformation 
exaéte , on  voit  bien  que  ce  feroit  un  tâtonnement  perpétuel,  s’il  n'y 
avoit  pas  d’autres  méthodes. 

De  quelques  autres  fra  fiions. 

97.  L’efpece  des  fra&ions  eft  toujours  relative  à I’unicé 
dont  elles  font  partie  ; & comme  dans  les  Sciences , dans 
les  Arts , dans  la  Société  même , on  emploie  différentes 
fortes  d’unités , il  eft  à propos  de  rappeler  ici  les  noms 
qu’on  a donnes  à leurs  fractions  les  plus  uficées. 

I.  Le  befoin  très-fréquent  d’un  grand  nombre  de  divi- 
sons du  cercle , détermina  les  anciens  Géomètres  à fup- 
pofer  que  tous  les  cercles  étoient  compofés  de  3 60  parties 
égales , généralement  connues  fous  le  nom  de  Degrés.  ( On 
préféra  Te  nombre  3 60  à tous  les  autres  nombres  infé- 
rieurs , parce  qu’il  a plus  de  divifeurs  exaéts;  & on  le  pré- 
féra à tous  les  nombres  Supérieurs  , pour  éviter  l’embarras 
d’une  plus  grande  quantité  de  chiffres).  Chaque  degré 
eft  donc  de  la  circonférence  du  cercle  auquel  il  appar- 
tient. 

Mais  comme  on  a fouvent  befoin  auffi  de  différentes 
parties  du  degré , on  a imaginé  de  le  confidérer  à fon 
tour  comme  une  unité  formée  de  l’affemblage  de  60  par- 
ties égales  , appellées  des  Minutes.  Chaque  minute  eft 
donc  ~ de  degré,  & par  conféquent  - , * 0 ■ de  cercle. 

Pour  mettre  encore  plus  de  précifion  dans  la  mefure  des 
arcs  circulaires,  on  afous-divifé  les  minutes  en  60  Secondes 
chacune;  les  Secondes  ont  été  fous-divifées  en  60  Tierces  ; 
les  tierces  en  60  Quartes , & ainfi  de  fuite.  Il  y a donc 
1296000  Secondes  dans  chaque  circonférence  de  cercle, 
& par  conféquent  77760000  tierces.  Chaque  degjré  eft 
de  3 600  Secondes , & de  216000  tierces. 

On  a cherché  à abréger  le  difeours , en  marquant  les 
diverfes  parties  du  cercle  par  des  fîgnes  particuliers  : de 
maniéré  qu’au  lieu  d’écrire  tout  au  long  J 8 degrés,.  34, 
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minutes y 3 fécondés,  *2  6 tierces,  on  n’écrit  fimplemenc 
que  180  34'  y 3"  2 6'". 

II.  La  divifion  du  Temps  en  jours  eft  aufli  ancienne 
que  le  monde  ; chaque  lever  du  Soleil  faifoit  une  époque 
rrop  brillante  dans  la  Nature  , pour  que  les  premiers 
hommes  n’en  tirafTent  pas  une  mefure  du  temps. 

Mais  les  divers  travaux  de  la  journée  exigeant  des 
fous-divifions  de  cette  mefure , on  imagina  de  partager 
le  jour  en  plufieurs  parties  égales.  Le  nombre  de  ces  parties 
étant  arbitraire,  on  choifit  le  nombre  24 , duquel  on 
forma  les  24  Heures  du  jour. 

La  durée  d’une  heure  a été  fous-divifée  en  60  minutes, 
celle  d’une  minute  en  60  fécondés  , & ainfi  de  fuite , le 
jour  eft  donc  de  1440'=  86400"=  y i84000//a,  8c  la 
minute  = 3600".  Mais  ces  fous-divifions  font  de  beau- 
coup poftérieures  à la  première*  parce  qu’il  falloir,  avant 
d’en  pouvoir  faire  ufage , trouver  le  moyen  de  raefurer 
d’auili  petites  parties  du  temps,  8c  on  fait  que  l’Horlogerie 
eft  un  Art  afTez  récent. 

III.  Pour  mefurer  les  diftances , il  a fallu  fe  fervir  d’une 
unité  quelconque , dont  la  longueur  fût  connue , & la 
porter  fuccelllvement  d’un  bout  à l’autre  de  chaque  dit- 
tance  à mefurer.  Rien  dans  le  monde  ne  fixant  cette  unité, 
chaque  Peuple  en  a pris  une  à fa  fantaifie.  La  plus  ufitée 
parmi  nous  eft  la  toife. 

Or  la  Toife  fe  divife  en  fix  parties  égales,  que  l’on 
nomme  Pieds  ; le  pied  fe  divife  en  12  Pouces  ,*  le  pouce 
en  12  Lignes , 8c  la  ligne  en  12  Points.  De  forte  que  le 
pied  eft  \ de  la  toife  , que  le  pouce  en  eft  que  la  li- 
gne en  eft  ~ , 8cc. 

Les  befoins.de  la  Société  8c  du  Commerce  n’eurent  pas 
plutôt  introduit  l’ufage  des  Poids  8c  des  Monnoies,  que 
chaque  Nation , & prefque  chaque  Ville  voulut  avoir  les 
liens.  De-là  cette  diverfité  vétilleufe  dans  la  maniéré  de 
pefer  & de  compter , chez  les  différents  Peuples. 

Comme  il  falloir  cependant  établir  une  unité  de  poids 
& une  unité  de  monnoie  pour  bafe  de  ces  deux  opérations , 

D iij 
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chaque  pays  en  choifit  une.  La  nôtre  s’appelle  la  Livre  j Sc 
nous  en  diftinguons  de  deux  efpeces  , la  Livre  Poids  & la 
Livre  Monnoie. 

IV.  La  première  fe  divife  en  1 6 parties  égales , appellées 
des  Onces ; chaque  once  contient  8 Grosj  le  gros  contient 
72  Grains.  Une  livre  pefe  donc  1 28  gros,  0U921 6 grains. 
On  emploie  affez  fouvent  une  autre  fra&ion  de  la  livre  , 
qui  en  eft  la  moitié  , & on  la  nomme  le  Marc  s le  marc 
ne  contient  donc  que  8 onces. 

V.  L’autre  efpece  de  livre  fe  divife  en  Sous : elle  en 
contient  20.  C’eft  une  mefure  fi&ive , puifque  nous  n’a- 
vons point  de  piece  de  monnoie  qui  vaille  20  fous.  Le  fou 
contient  1 2 Deniers.  Ainfî  il  y a 240  deniers  dans  chaque 
livre.  Tout  le  refte  de  notre  monnoie  fe  rapporte  à ces  trois 
fortes  j livres , fous  & deniers. 

5)8.  Cela  pofé  , appliquons  les  premières  réglés  de 
l’Arithmétique  à ces  différentes  grandeurs  ; & d’abord 
propofons-nous  d’en  ajouter  plufîeurs  enfemble.  Pour  cet 
effet,  on  commence  par  écrire  les  unes  fous  les  autres  les 
parties  qui  ont  une  même  dénomination  : puis  on  prend  fuc- 
ceflivement  la  fomme  de  chaque  colonne , en  allant  de 
■droite  à gauche,  & on  pofe  à chaque  fois  ce  qui  refte , 

Stand  on  en  a ôté,  s’il  y a lieu,  de  quoi  former  une  ou 
t ufieurs  unités , que  l’on  ajoute  à la  colonne  fuivante. 
Quelques  exemples  fuffironr  pour  l’intelligence  d’une  réglé 
suffi  élémentaire. 
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<?p.  La  fouftra&ion  de  ces  fortes  de  quantités  s’opère 
avec  la  même  facilité  que  leur  addition.  Après  les  avoir 
écrites  l’une  fous  l’autre , on  fouftrait  fucceflivemenr  toutes 
les  parties  de  l’une  des  parties  correfpondantes  de  l’autre  j 
&c  fi  par  hazard  quelques-unes  des  premières  furpaflent- 
celles  qui  leur  correfpondent , on  détache  une  unité  de  la 
colonne  fuivante  dans  le  nombre  fupérieur,  pour  la  dé- 
compofer  en  unités  du  genre  de  celles  que  l’on  veut  fouf- 
traire.  Le  refte  s’entend  allez  par  les  exemples  fnivants. 
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ioo.  Quoique  la  multiplication  & la  divifion  de  toute* 
ces  quantités,  à l’exception  de  celles  qui  ont  rapport  au 
Toifé  , n’ayent  prefque  jamais  lieu  dans  les  Mathémati- 
ques , il  eft  à propos  cependant  de  parler  ici  de  ces  deux 
réglés , à caufe  du  fréquent  ufage  que  l’on  en  fait  dans 
la  Société. 

On  voudroit  favoir,  par  exemple  , le  prix  de  34  Au* 
nés  ^ d'une  étoffe  qui  coûteroit  6*  1 2 r 6â  l’Aune  ? 

Jl  eft  clair  1°,  que  34  Aunes,  à raifon  de  6*  chacune  , 
doivent  coûrer  204*. 

2°.  Qu’à  raifon  de  2f  qui  font  la  dixième  partie  de  1* 


livre,  elles  doivent  coûter  3*  8 f.  Donc  à 
raifon  de  12  , leur  prix  dojç  être  de  20*  8f, 

Ainfi  nous  avons  déjà,  ..........  224*  8f 

30.  Puifqu’à  2f  chacune  , 34  Aunes  coû- 
teroient  3*  8f,  elles  ne  doivent  coûter,  à 
raifon  de  6d,  ( quart  de  2f,  ) que  .....  IJ* 


Donc  en  réunifiant  ces  valeurs , on  auroit 
le  prix  de  34  Aunes  , à I2f  6d  l’Aune. 
Mais  comme  il  y a \ d’Aune  de  plus , il 
faut  en  ajourer  le  prix  à celui  que  nous 


J /•  t • 

avons  déjà  trouve. 

Or  40,  ces  7 égalant  7-4-7»  il  eft  évi- 
dent que  la  demi  Aune  doit  coûter  . . • 3 ^ 3* 

Le  quart  d’Aune  vaut  donc I 13  IT 


Ainfi  la  fomme  totale  eft  ......  230*  4f  4-7* 

Chaque  opération  dans  cette  réglé  porte  fa  preuve. 
Deux  autres  exemples  fuffiront  pour  la  rendre  facile.  Soie 
propofé  d’abord  de  trouver  le  prix  de  42*  j,pl  £p%  à raifon 
de  j£r  8 d U çoife» 
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Soit  propofc  enfuite  de  déterminer  la  valeur  de  3 6“  6°" 
4sr°‘  d’ Argent,  à ijf  9d  le  Marc. 
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10 1.  Remarquez  en  palfant,  que  pour  prendre  le  di- 
xième d’un  nombre  de  livres , il  n’y  a qu’à  doubler  le  chiffre 
des  unités , & le  regarder  enfuite  comme  exprimant  des 
fous.  Les  chiffres  qui  relieront  à gauche,  exprimeront  des 
livres.Ainfi  I*4f,t,,ij^-*s5=34*  14e,  &c.  La 

traifon  en  eft  évidence. 
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Ceux  qui  dans  des  moments  de  loifir  voudront  s’aflurer  S’ils  pof- 
fedent  bien  ta  pratique  de  cette  réglé , pourront  s’exercer  fur  les 
trois  exemptes  fuivants,  dont  les  réfultats  fe  trouvent  fous  les  lettres 
X',  Y',  Z'. 

L La  livre  de  Tabac  coûte  $®  4r.  Que  coûteront  donc  19  livres 
tj  onces  de  Tabac? 

II.  Si  la.  Toi  fe  courante  d’un  mur  coûte  57®  4r,  combien  coûteront 
5»  jP*  1 ipo  de  ce  mur? 

III.  On  eft  convenu  de  payer  un  cercle  gradué  en  degrés , minutes 
& fécondes,  à raifon  de  7®  8r  par  degré.  L’Ouvrier  chargé  de  cette 
graduation  a déjà  dhrifé  i;8°  48'  n . Que  faut-il  lui  donner  pour 
fan  travail? 

roi.  Au  lieu  de  la  méthode  que  nous  venons  d’employer  pour  ces 
fortes  de  multiplications,  on  peut  transformer  le  multiplicande  & le 
multiplicateur  en  parties  de  la  plus  petite  efpcce  dont  il  (oit  fait  men- 
tion aans  l’exemple  que  l’on  veut  calculer.  Ces  parties  n’étant  que  des 
fraéKons,  les  deux  produifants  auront  donc  une  forme  fraétionarre  ; 
aînfi  leur  produit  fe  trouvera  par  la  réglé  de  la  multiplication  des 
fraélions  (6 3). 

Exemple.  On  a vu  ce  que  54  Aunes  * d’étoffe  coûteroient , à 
raifon  de  6®  1 6*  l’Aune.  Si  on  vouloit  le  vérifier  par  cette  autre 

méthode,  on  transformeroit  d'abord  34  Aunes  j en  -4-.  On  tranf- 
fbrmeroit  de  même  6®  nf  6d  en  =t  if*.  de  livre.  Puis  on  mul- 
ripficroit  les  deux  numérateurs  l’un  par  l’autre  , & on  diviferoit 
leur  produit  par  celui  des  deux  dénominateurs.  Il  en  réfulteroit  une 
fraéHon  qui , étant  réduite  à fa  plus  (impie  expreflion , feroit  connoître 

le  prix  cherché.  Ainfi  dans  le  cas  préfent,  on  auroit  — — . - = 

airoi*  4 14 

— = 1 3 o®  4r  4J  j , comme  nous  l’avions  déjà  trouvé. 


103.  Quanta  la  divilîon  da  ces  quantités,  elle  n’a  point 
de  difficulté  dans  le  cas  où  le  divifeur  ne  contient  qu’une 
feule  efpece  de  grandeur.  Suppofons,  par  exemple , qu’un 
Ouvrier  ait  reçu  iyitt  14e  6d  pour  42  jours  de  travail,  8c 
que  l’on  veuille  favoir  ce  qu’il  gagnoit  par  jour. 

On  divifera  d’abord  iyi  par  42.  Le  quotient  fera  3 , 
le  produit  125 , 8c  le  refte  2$  j réduifant  ce  refte  de  livres 
en  fous,  on  en  aura  yoo,  qui,  avec  les  14  du  dividende  , 
formeront  le  fécond  membre  de  divifion,  8c  ainli  des 
autres.  Le  quotient  cherché  fera  donc  3*  I2r  jd. 

Mais  s’il  encre  dans  le  divifeur  des  quantités  de  diffé- 
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rente  efpece , alors  il  faut  le  transformer  en  parties  de  la 
plus  petite  efpece  de  celles  qu’il  contient  dans  l’exemple 
propofé } & après  avoir  transformé  de  même  le  dividende, 
il  faut  le  divifer  fuivant  la  réglé  de  la  divilion  des  frac- 
tions (67). 

Appliquons  cette  méthode  à la  recherche  du  prir  de  la 
Toife , dans  la  fuppofition  que  42*  5^  9*°  ayent  coûté 

S SI* 

SS?  ==  133680*’ 

I4r=  i68d 
107 

_ . t 

m*  Hrl0^=l338;8^=-,î!^de  de„ier  = 5i^ 
de  livre. 

Voilà  le  dividende  mis  fous  une  forme  fra&ionaire: 
palTons  au  divifeur. 

* Ses  plus  petites  parties  font  des  pouces  : ainfi  on  aura  , 
toute  transformation  faite  , 42*  ypî  = 309 =z 

de  toife  = . Divifant  donc  -l-4*<t  par  oa 

7*  *4  1440  *4  * 

trouvera  -9-— — * = 1 2*  I Qf  8d , comme  ci-defliis. 

I48464O  y 7 

Telles  font  les  premières  réglés  de  l’Arithmétique.  Pour 
traiter  les  autres  d’une  maniéré  plus  générale  , il  eft  à pro- 
pos d’expofer  auparavant  les  principes  du  Calcul  Algé- 
brique. 

■y,* 

r|r* 
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ÉLÉMENTS  D’ALGÈBRE . 

104.  L’Algèbre  eft  une  efpece  d’Arithmétique  uni- 
verfelle,  dont  les  principaux  avantages  font  l°,  de  démon- 
trer d’une  maniéré  tout-à-fait  générale,  ce  que  l’Arithmé- 
tique ordinaire  ne  démontre  que  pour  des  cas  particuliers. 

20 , De  mener  rapidement  à des  réfultats  qu’il  eft  rare 
d’obtenir  par  l’Arithmétique,  fans  de  longs  tâtonnements. 

30,  D’exprimer  avec  un  laconifme  lîngulier , ces  mêmes 
réfultatsque  l’Arithmétique  n’exprime  ordinairement  qu’a- 
vec beaucoup  de  paroles. 

40 , De  réfoudre  une  infinité  de  Problèmes  , à la  folu- 
tiçm  defquels  la  Science  des  Nombres  ne  fauroit  guere. 
atteindre. 

y° , De  fournir  à l’Arithmétique  même  , dans  des  opé- 
rations compliquées , beaucoup  de  reftources  qui  facilitent 
le  calcul , en  iimplifiant  le  travail. 

Ces  avantages  vont  être  rendus  fenfibles  dans  le  Traité 
fuivanr. 


Notions  Préliminaires. 

’ioy.  Les  chiffres  ont  une  valeur  déterminée  par  la 
convention  générale  des  Peuples  qui  les  emploient.  Ainft 
quoique  le  chiffre  3 , par  exemple  , puiffe  aufli  bien  figni- 
fier  3 pouces,  que  3 toifes,  que  3 lieues,  que  3 heures 
&c , on  n’eft  phis  à temps  de  lui  en  faire  lignifier  cent 
ou  mille,  &c.  Les  chiffres  ne  font  donc-  point  des  lignes 
propres  à repréfenter  indiftinétement  toutes  les  quantités 
polfibles  } & en  conféquence  on  a imaginé  de  leur  fubfti- 
tuer  d’autres  fignes.»  dont  la  valeur  n’étant  fixée  par 
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aucune  efpece  de  convention , pût  fucceflivement  varier  au 
gré  du  Calculateur  qui  voudroit  en  faire  ufage. 

Ces  lignes  étoient  tout  trouvés  dans  les  lettres  de  l’Al- 
phabet. Chacun  les  connoît  dès  l’enfance , & par  leur 
généralité  ils  font  fufceptibles  de  toutes  les  valeurs  qu’ou 
juge  à propos  de  leur  donner  : bien  entendu  cependant 
que  lï  en  commençant  un  calcul , on  donne  telle  ou  telle 
valeur  aux  lettres  cjue  l’on  emploie , ces  lettres  confervent 
jufqu’à  la  fin  de  1 opération , les  valeurs  refpeétives  qui 
leur  ont  été  attribuées. 

106.  Cela  pofé , on  appelle  Quantité  ou  exprejjîon 
Algébrique  , tour  ce  qui  eft  défigné  par  des  lettres  de  l’Al- 
phabet. 

On  eft  convenu  de  repréfenter  par  certains  autres 
lignes  les  diverfes  opérations  que  l’on  peut  faire  fur  ces 
quantités.  Par  exemple , pour  ajouter  a avec  b , on  écrit 
a -{-b  (if).  Pour  marquer  que  c eft  fouftrait  de  d,  on 
écrit  d — c ( 17). 

La  multiplication  à faire  de  b par  c,  s’indique  de  la 
maniéré  fuivanre b x c ou  b . c.  Mais  la  multiplica- 

tion eft  cenfée  faite,  toutes  les  fois  qu’une  lettre  eft  fuivie 
d’une  autre  ou  de  plufieurs  autres , fans  la  moindre  inter- 
ruption caufée  par  des  lignes.  Ainfi  xy  lignifie  que  la 
quantité  x , quelle  quelle  foit,  a été  multipliée  par  une 
autre  quantité  quelconque  y . ...  abc  fignifie  le  produit 
des  trois  quantités  a , b,  &c  c. 

La  divilion  de  deux  quantités  algébriques  fe  marque 
comme  celle  des  nombres.  Ainfi  pour  marquer  que  a 

doit  être  divifé  par  b,  on  écrit  -ou  a : b.  Pour  marquer 

que  xy  doit  être  divifé  par  a b c , on  écrit  — , ou  xy  : 
abc. 

* l 

107.  On  appelle  Monome  toute  quantité  ifolée , qui 
n’eft  ni  précédée  ni  fuivie  d’aucune  autre  quantité  donc 
elle  foit  féparée  par  le  ligne  *+•  ou  par  le  figne  — Voici 
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donc  autant  de  monomes  ; atb  c d , m.n , IL,  JL;  &<:. 

<p  fi 


On  appelle  Binôme , toute  quantité  qui  a deux  Termes  ; 
& par  Terme  on  entend  toute  exprellïon  féparée  d’une 
autre  par  un  des  deux  lignes  4-  ou  — . De  maniéré  que 
eft  un  binôme , ainli  que  f g — sut....  1 4-  x en 
eft  un  auflî  ; &c. 

Par  Trinôme , on  entend  une  quantité  compofée  de 
trois  termes;  en  général  celle  qui  en  contient  plufieurs 
s’appelle  Polynôme. 


108.  On  diftingue  deux  fortes  de  termes  , les  termes 
Pofitifs  & les  termes  Négatifs.  Ceux-ci  font  toujours  pré- 
cédés du  ligne — •;  les  autres  font  tous  précédés  du  ligne  4-. 
Dans  la  quantité  4“  P ■—  ? — r r 4-  * — y , ilya  deux 
termes  poiîtifs , & trois  termes  négatifs. 

Quand  le  premier  terme  d’une  quantité  algébrique  eft 
politif , on  néglige  de  l’affeéter  du  ligne  4- , parce  qu’on 
ell  convenu  de  le  regarder  comme  politif  toutes  les  fois 
qu’il  n’eft  précédé  d’aucun  ligne. 


10p.  On  a fouvent  les  mêmes  termes  à écrire  dans 
une  même  quantité  : par  exemple  , a 4-  a 4-  a — A — — b 
4-  d.  Mais  au  lieu  de  les  répéter  ainli , on  a imaginé  de 
ne  les  écrire  qu’une  fois  chacun  , en  marquant  par  un 
chiffre  qui  les  précède  vers  la  gauche , combien  de  fois 
ils  doivent  être  ajoutés  ou  fouftraits.  Par  exemple,  3 a 
— 2 b 4-  d eft  l’exprellion  abrégée  de  la  quantité  précé- 
dente. On  appelle  Coefficients  ces  chiffres  refpedtifs  dont 
chaque  terme  eft  affeété. 

Lorfqu’un  terme  n’a  point  de  coefficient  marqué,  il 
eft  cenfé  avoir  l’unité  pour  coefficient.  C’eft  ainli  que  dans 
l’exemple  précédent , la  lettre  d eft  une  exprellion  abrégée 
de  1 d j pareillement fh—p  q=ifh — I pq;  c’eft  à-dire, 
que  ces  fortes  de  quantités  ne  doivent  être  prifes  qu’une 
feule  fois , foi-:  en  4-  foit  en  — . 


110.  Il  arrive  très- fréquemment  qu’une  quantité  eft 
multipliée  par  elle-même  , & alors  on  l’écrit  deux  fois 
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de  fuite  , fans  interruption  de  figne.  Ainfi  a a marque  le 
produit  de  la  quantité  a par  elle-même  : a a a marque  pa- 
reillement le  produit  de  la  quantité  a a par  a,  &c  aaaa 
indique  le  produit  de  a a a par  a.  Pour  abréger  ces  ex- 
preflions,  on  eft  convenu  de  défigner  le  nombre  de  fois 
qu’une  quantité  doit  être  écrite  de  fuite,  par  un  chiffre 
mis  à la  droite  & un  peu  au-deffusde  la  quantité.  Ainfi  a* 
eft  une  expreflion  abrégée  de  a a , &c  a3 , a*  tiennent  lien 
de  a a a , aaaa . 

Ces  chiffres  s’appellent  des  Expofants.  Leur  fonction  , 
comme  on  vient  de  le  voir , eft  d’indiquer  la  multipli- 
cation plus  ou  moins  réitérée  d'une  quantité  par  elle- 
même  , tandis  que  la  fondion  des  coefficients  eft  de  mar- 
quer l’addition  répétée  d’une  même  quantité.  3 a , ligni- 
fie donc  a a -f-  a , au  lieu  que  a3  = a.  a.  a\  en  forte 
que  fi  on  fuppofe  a = y,  on  aura  3 a=  iy  , pendant 
que  a3  = 1 2j.  Il  y a donc  une  grande  différence  entre 
les  expofanrs  & les  coefficients,  & il  faut  bien  fe  garder 
de  confondre  les  uns  avec  les  autres. 

111.  Chaque  lettre  a fon  expofant  particulier;  mais 
quand  cet  expofant  eft  l’unité  , on  eft  convenu  de  le  fous- 
entendre.  Ainfi  b c eft  la  même  chofe  que  b1  ct,6cxx  xyy  j 
= x3  yz  f = x3  y * 

1 1 2.  On  ne  doit  jamais  réunir  fous  un  même  coefficieur 
que  des  termes  abfolument  femblables.  Or  par  termes 
femblables , on  entend  ceux  qui  font  formes  des  mêmes  lettres 
ajfeiïées  refpeftivement  des  mêmes  expofants  dans  chacun 
de  ces  termes,  quels  que  foient  d'ailleurs  leurs Jîgnes  £r  leurs 
coefficients. 

Exemple,  a -+•  3 a- 4-  4.  a font  trois  termes  femblables , 
c’eft  la  même  quantité  a , qui  eft  prife  d’abord  une  feule 
fois  , puis  trois  fois , enfuite  quatre  autres  fois.  On  peut 
donc  réunir  le  tout  fous  un  feul  coefficient , 6c  écrire 
8 a : & fi  on  eût  eu  — a — - 3 a — - 4 a , on  eût  pu  réduire 
le  tout  à — 8 a. 

Si  au  lieu  de  -4-  3 a on  avoit— 3 a , alors  ce  feroit  bien 
la  même  quantité  a prife  trois  fois , mais  en  fens  contraire. 
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c’ell-à-dire , fouftraite  trois  fois.  RéunifTant  donc  les  deux 
quantités  poficives  a -4-  4a—  y a , on  en  auroit  fouftrait 
3 a , 8c  le  refte  eût  été  2 a.  Cette  opération  qu’il  ne  faut 
pas  manquer  de  faire , quand  il  y a lieu , s’appelle  Réduction. 
Elle  eft  aulïi  facile  que  fréquente. 

Si  on  eût  euaq-ja  — 4 u , alors  les  quantités  pofitives 
étant  égales  aux  négatives , le  réfultat  eût  été  zéro.  D’où  on 
peut  déduire  la  réglé  fuivante. 

113.  Toutes  les  fois  qu'il  y a des  termes  femblables  darts 
une  exprejfion  algébrique  , il  faut  les  réduire  à un  fzul  terme , 
eu  les  effacer  s'ils  fe  détruijent. 

On  les  efface,  quand  avec  des  coefficients  égaux,  ils 
ont  des  figues  contraires.  C’eft  ainfi  que  la  quantité  + 
b — 2 a — b fe  réduit  à o. 

On  les  réduit  à un  feul  terme,  i°,  quand  ils  font 
affeétés  du  meme  figne.  Alors  on  ajoute  leurs  coefficients, 
ic  la  fomme  fert  de  coefficient  au  nouveau  terme.  C’eft 
ainfi  que  nous  avons  réduit  a-\-  3 a-\-  , au  terme 

8 a y 8c  que  nous  réduirions  yi  — «-4- y 7*16  yt  — 
comme  au iVif1  3 x 4/1  — 8 a:  fe  réduiroit  à y/2 

—-lia-. 

2°.  La  réduction  à un  feul  terme  a lieu  auffi , quand 
les  termes  femblables  font  affeéiés  de  lignes  contraires 
& de  coefficients  inégaux.  Alors  on  fouftrait  le  petit  coeffi- 
cient du  grand,  & le  refte  fert  de  coefficient  au  nouveau 
terme , précédé  du  même  figne  que  le  grand.  C’eft  en  fui- 
vant  ce  procédé  , que  l’expreffion  1 2 m — y n2  — 8 m 
-+■  4 n n fe  réduit  à 4 m — n2  ; & que  ^ w 2 ^ ■* 

— I y (p  fe  réduit  à \ br  — 1 3 <p. 

11 4.  Puifque  la  fimilitude  des  termes  exige  les  deux 
conditions  indiquées , favoir  l°,  qu’ils  foient  compofés 
précifément  des  mêmes  lettres;  2°,  que  chacune  de  ces 
lettres  ait  un  même  expofant;  refpeétif  dans  tous  ces  ter- 
mes , on  ne  doit  jamais  être  embarralfé  pour  prononcer  fur 
leur  fimilitude  ou  leur  diffimilitude.  On  jugera  donc  , du 
premier  coup  d’œil,  quels  font  les  termes  femblables 

dans 
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dans  les  exemples  fuivants  , & on  les  réduira  faus 
peine. 

I.  3 ar—  2 -7-  3 2 ar  — 3 2 xy  -+-  3 y ...  A" 

II. ifl— if  — tfa-f^-K  — u2..'. B" 

y 76  4» 

III.  35*2  a/3 6«2-l-<p  — j'7et/3H-ôwï 

Parmi  les  exemples  des  termes  diftemblables , nous  ne 
Jcapporterons  que  ceux-ci. 

I.  a b — 30  c-4-4  y 

II  ,xzy — xy  — jcj* 

III.  8 f3  —j—  y f1  — y 

il  y.  C’eft  plutôt  un  ufage  qu’une  réglé  dans  les  Cal- 
culs algébriques  , de  faire  garder  aux  lettrés  de  chaque 
terme  leur  ordre  alphabétique.  Ainlî  au  lieu  d’écrire 
c b a,  ou  b c a y ou  bac,  on  écrit  ait:  au  lieu  d’écrire 
■77  y , on  écrit  y 7c.  Encore  eft-ce  un  ufage  dont  il  ne  faut 
point  être  efclave  : il  contribue  feulement  à faire  mieux 
difcerner  les  termes  femblables.  On  va  voir  maintenant 
avec  quelle  facilité  toutes  les  premières  réglés  de  l’Al- 
gèbre s’exécutent.  • 

De  V Addition  algébrique * 

1 16.  Pour,  ajouter  des  quantités  algébriques,  il  fuftît 
de  les  écrire  les  unes  après  les  autres  avec  les  lignes  quelles 
ont , 8c  de  faire  enfuite  les  réductions  convenables , s’il 
y a lieu. 

Ainfi  on  ajoute  c dn  avec  4 m1  en  écrivant  c d n-+* 
'4  m*.  Pour  ajouter  x y-\-\3  avec  « — ■ t — y3 , on  écrit 
xy-^u — t.  La  fomme  de  b,  de  d8c  de — /eft  b ■+- d — -fi 
Celle  de  2 m + 3 n — q 8c  de  q — 3 n — 2m  eft  zéro. 

117.  Et  fi  l’on  a des  fraélions  algébriques  à ajouter  avec  des 
quantités  entières  ou  fraftionaires , on  fuivra  les  règles  déjà  prêt-, 
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«rites  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fraciions  numériques, 
a a -\-m  a c ad  ~b  bc 

Par  exemple, hi= ....  — H — - — — — — . 

r • m m bd  bd  - 


De  la  Soujlrattion  algébrique. 


il 8.  Pour,  fouftraire  une  quantité  Ay  d’une  autre 
quantité  B , on  change  tous  les  lignes  de  la  quantité  A , 
& on  l’écrit  enfuite  à côté  de  la  quantité  B : après  quoi  , 
s’il  y a des  réductions  à faire , on  les  fait. 

Exemples.  On  veut  fouftraire  g de  c \ on  écrit  c—g. 

On  veut  fouftraire  mî  n+  de  x*i  — u1  : on  écrit 
x'% — u* — m 3 — n+. 

Veut-on  fouftraire  a1  b — 4 c de  j"  a1  b — 4 c?  on  écrira 
4 axb. 

j 19.  Ce  changement  de  lignes  dans  la  quantité  que 
l’on  fouftrait , ne  lailfe  aucun  nuage , quand  il  s’agit  de 
changer  les  -H  en  — . Car  tout  le  monde  conçoit  du  pre- 
mier abord , que  pour  indiquer  la  fouftraétion  d’une  quan- 
tité politive  quelconque  p,  il  faut  lui  donner  la  forme 
négative  — p.  Mais  ce  que  l’on  ne  conçoit  pas  aulïi  faci- 
lement .c’eftque  pour  indiquer  la  fouftraétion  d’une  quan- 
tité négative  — a , il  faille  écrire  -+-  a. 

Cependant  les  Inventeurs  de  cette  réglé  n’avoient  que 
deux  partis  à prendre  , lorfqu’ils  eurent  des  quantités  né- 
gatives à fouftraire.  Le  premier  parti  étoit  de  laifter  ces 
quantités  fous  une  forme  négative  : le  fécond  , de  leur 
donner  une  forme  politive , en  changeant  leur  figne  — 
en  -f-.  S’ils  balancèrent  entre  ces  deux  partis,  une  réflexion 
bien  Ample  dut  mettre  fin  à leurs  doutes  ; voici  cette 
réflexion. 

. X 20.  Le  but  d’une  fouftraftion  quelconque  cft  de  faire 
connoître  la  différence  qu’il  y a entre  la  quantité  fouf- 
traite , & celle  dont  on  a dû  la  fouftraire.  Cette  diffé- 
rence eft  toujours  marquée  par  le  relie  de  la  foufiraétion. 
Et  comme  on  fait  d’ailleurs  (22)  que  ce  relie  doit  tou- 
jours être  tel , qu’en  le  réunifiant  i la  quantité  fouftraite  3 
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on  retrouve  celle  dont  on  a fouftrait , les  Inventeurs  n® 
tardèrent  sûrement  pas  à reconnoître  qu’on  ne‘  pouvoit  re- 
trouver cette  quantité  qu’en  changeant  tous  les  lignes  de 
la  quantité  à fouftraire.  De-là  ils  conclurent  généralement 
qu’il  falloir  toujours  changer  en  — les  lignes 8c  en  -f-» 
les  lignes  — des  termes  à fouftraire. 

Nous  avons,  par  exemple,  écrit  c — • g pour  marquer 
que  g étoit  fouftrait  de  c.  Le  refte  de  cette  fouftra&ion 
eft  donc  exprimé  généralement  par  c — g y 8c  la  preuve 
que  ce  refte  eft  le  feul  véritable , quelles  que  foient  les 
valeurs  de  c 8c  de  g\  c’eft  qu’en  le  réunifiant  avec  la  quan- 
tité fouftraite  g,  on  a c — g-+-g>  qui  fe  réduit  à c , comme 
cela  doit  être. 

Il  en  a été  de  même,  lorfque  fouftrayant  a'b  — 4c 
de  y a*b  — 4 c,  nous  avons  trouvé  pour  refte,  4 a2b.  Ce 
refte,  en  effet,  ajouté  à a1  b — 4c,  reproduit  toute  la 
quantité  primitive  $a2b — 4 c. 

/ 

De  la  Multiplication  algébrique. 

Ï21.  Tout  terme  algébrique  peut  être  regardé  comme 
compofé  de  quatre  parties.  La  première  eft  le  ligne  qui  le 
précède.  La  fécondé  eft  le  coefficient  dont  ce  terme  eft 
uffeâé.  La  troifieme  eft  formée  des  lettres  qu’il  renferme. 
Les  expofants  refpe&ifsde  ces  lettres  forment  la  quatrième 

fiartie.  Or  la  multiplication  de  deux  termes  algébriques  , 
Jun  par  l’autre , exige  des  réglés  particulières  pour  ces 
quatre  objets. 

122.  Réglé  pour  les  lignes.  Lorfque  le  multiplicande 
& le  multiplicateur  ont  tous  deux  le  même  ligne  , foit  ■+- 
foit-—-,  le  produit  doit  toujours  être  affeété  du  ligne  -4-, 
Ainli  axb=-  ab  . . . . — a x — b donne  pareillement  a b 
( & non — a b). 

Mais  li  le  multiplicande  8c  le  multiplicateur  ont  des 
lignes  différents , le  produic  doit  toujours  être  affeâé  du 
ligne  — . Ainfi <t  x— £ , ou axb  donae  également  — * b 

Eij 
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pour  produit.  Nous  démontrerons  cette  réglé , après  avoir 

indiqué  les  trois  autres. 

123.  Réglé  des  coefficients.  Multipliez  l’un  par  l’au- 
rre,  comme  dans  l’Arithmétique,  les  coefficients  des  deux 
faéteurs , & faites  fervir  leur  produit  de  coefficient  au  pro- 
duit algébrique.  3 ax$b—2Fjab....\cx\p  = jcp. 

124.  Réglé  des  lettres.  On  eft  convenu  ( 106)  que 
toutes  les  fois  que  deux  ou  plufieurs  lettres  feroient  écrites 
de  fuite , c’eft-à-dire , fans  aucun  ligne  -J-  ou  — , inter- 
médiaire , cela  fignifieroit  le  produit»  des  quantités  défi— 
gnées  par  ces  lettres.  Ainfi  pour  multiplier  idx  par  jy  y 
écrivez  6oxy,  & pour  multiplier  6oxy  par  3^3,  écri- 
vez 180  a x y 

125.  Réglé  des  expofants.  Lorfqu’une  lettre  affeétée 
d’un  expofant  quelconque  doit  être  multipliée  par  cette 
même  lettre , afteûée  d’un  autre  expofant  ou  d’un  expôfanc 
égal  au  premier,  il  ne  faut  écrire  qu’une  feule  fois  cette 
lettre  au  produit , mais  avec  un  expofant  égal  à la  fomme 
des  deux  expofants  primitifs. 

Exemple.  8 a1  b3  x 43*6=  3 2a7 b*.  Cette  réglé  n’eft 
qu’un  cas  particulier  & abrégé  de  la  troifieme  : puifque  fi 
on  écrivoit  tout  au  long  8 a a b b b X 4a  a a a a b = 
52 aaaaaaabbbb,  on  auroit  évidemment  ( 1 1 6 ) 
le  même  produit  3 2 a7b\ 

126.  Jufqu’ici  nous  n’avons  parlé  que  de  la  multi- 
plication des  monomes.  Celle  des  polynômes  fe  fait 
à peu- près  comme  la  multiplication  des  nombres  com- 
pofés. 

D’abord  on  multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande 
par  un  des  termes  du  multiplicateur , n’importe  par  lequel 
on  commence.  Puis  on  les  multiplie  fuccefïïvement  par 
tous  les  autres  termes  du  multiplicateur  : & enfin  fi  en 
prenant  la  fomme  de  tous  ces  produits  particuliers , on 
trouve  quelque  réduéiion  à faire , on  la  fait. 

Soit  propofé  pour  exemple  de  multiplier  la  quantité 
«+3  c — d par  2 a ■—  a . . * . . je  diîpofe  ces  termes 
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comme  vous  le  voyez  ici>  ...........  i . 


a -4-  3 c — d 

2a d 

2aa-\-6ac — 2 ad 
— ad — 3 cd-^-dd 

Red,  2 aa-±-6ac — %ad  — 3 cd-\-dd 


Sc  Je  multiplie  d’abord  a par  2a,  le  produit  eft  2 aa\  en- 
fuite -+- 3c  par  2a,  le  produit  eft  -+-6ac-,  puis  — d par 
2a,  le  produit  eft  — 2 ad.  Je  paiïe  au  fécond  terme  du 
multiplicateur  ,&  je  multiplier  par  — d,le  produit  eft 
— ad-,  je  multiplie  3c  par  — d , le  produit  eft  — 3 cd  ; 
enfin  je  multiplie  — d par  — d , le  produit  eft -J-  dd  , j’a- 
joute tous  ces  produits  enfemble , & rédudkion  faite , je 
trouve  pour  produit  total ....  2 aa  6ac  —^ad-ici 
-dd.  » 

Autres  exemples. 


a-+-x 
a — x 

a1 -+-ax 


— ax — xx 


2 a— 2b 

2a-+-  b 

qaa  — qab 
'-4-  2 ab  — 2 bb 

^ aa  — 2 ab  — 2bb 


aa-\-2ac—*bc 
a — b 

a 3 -+-  2 aac  — abc 
— aab  • — 2 abc  -f-  bbc 

a3  — aab  4-  2aac  — 3 abc  -h  bbc 


Les  fradtions  algébriques  fe  multiplient  comme  les 

r r,.  , . x u ux  c m-hn 

fradtions  numériques  ....  — x — = — • • • — X 

^ y ï yi  d p+<i 


- en 


dp  -f-  dy 


■ h a 

Y, 


— b 


a1—  b1 

l — xl 


4» 


Y-'  * • (. 

Eu| 
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Il  arrive  fouvent  qu’au  lieu  d’effeduer  la  multiplie*^ 
tion  des  polynômes,  on  ne  fait  que  l’indiquer , en  écrivant 
le  ligne  x entre  le  multiplicande  8c  le  multiplicateur. 
'Alors  on  les  couvre  chacun  d’un  trait , ou  on  les  enferme 
entre  parenthefes.  Par  exemple,  pour  exprimer  le  produit 

de  a -+-  3 c — dd  par  bb  — 6 dd , on  écrit  a -+-  3 c — dd 

X bb  — — 6 dd , ou  bien  ( a -f*  3 c «—  dd ) (bb  — 6 dd). 
Ces  parenthefes  font  fort  commodes , fur- tout  quand  on  a 
plufieurs  fadeurs  à multiplier  les  uns  par  les  autres.  On  les 
enferme  chacun  dans  une  parenthefe , 8c  s’il  faut  effec- 
tuer la  multiplication , on  en  multiplie  d’abord  deux  lun 
par  l’autre  ; puis  leur  produit  fe  multiplie  par  le  troi- 
fîeme  fadeur , 8c  ainfi  de-  fuite.  On  en  verra  plufieurs 
exemples  dans  le  cours  de  cet  ouvrage , 8c  notamment , 
quand  il  nous  tombera  fous  la  main  des  expreflions  algé- 
briques dont  plufieurs  termes  auront  un  même  fadeur. 
Par  exemple  , au  lieu  d’écrire 

4 aïbc  — 1 2a.3  c%  $axy — 10 ax*y3  — 8a*c— > 1 5<?xyy 

on  peut  fimplifier  l’expreflîon , en  écrivant 

(b  — $ac  — 2 ) 4<iIc  -+-  ( 1 — . 2 xy*' — $a)  faxy. 

Pareillement  au  lieu  d’écrire  si~—ps3-+-qs1—~s,  on  écri- 
roit  (s3 — -ps*-hjs — 1 ) s. 

Multiplications  Algébriques  à faire. 

Ci/  — f*î)  (8xy—  20 D" 

( cl  -4"  b — p- c — J—  d)  (a  — f-  b — c — d)  • E^ 

( — a. fi1  -H  ) C * *+■  /3  ) • F 

127.  Maintenant  il  faut  démontrer  la  réglé  des  lignes. 
i°.  Quand  pour  multiplier  a par  b — c,  on  écrit  d’a- 
bord lç  produit  de  a par  b qui  eft  ab , il  eft  clair  que 
çe  produit  eft  trop  grand  y car  ce  n’eft  pas  b'C n entier  % 
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iais  b e par  lequel  on  veut  multiplier  a.  Donc  c entré 

utant  de  fois  de  trop  dans  le  produit  ab , que  la  quan- 
îté  b y entre  de  fois.  Or  a exprime  combien  de  fois  b 
ncre  dans  le  produit  a&j  donc  il  en  faut  retrancher  c un* 
îombre  a de  fois  j ou , ce  qui  revient  au  même , il  en 
:aut’  retrancher  cxa  ou  ac.  Donc  le  produit  de  a par 
b c efl:  ab  — ac. 

Application  aux  nombres. 

Quand  pour  multiplier  y par  6 — 4,  on  dit  d’abord,  5x6  = 30  » 
ce  produit  3 o eft  trop  grand;  car  6 — 4 ne  vaut  que  t : & il  efl  trop 
grand  , parce  qu’on  y a fait  entrer  y fois  le  nombre  4 qui  eft  re- 
tranché de  6.  Pour  avoir  un  produit  jufte,  il  faut  donc  oter  y fois 
4,  ou  10  de  30,  & le  refte  10  eft  le  vrai  produit  y donc  pour  avoir 
le  produit  de  y ( 6 •—  4 ) il  faut  écrire  30 — zo. 

Autrement,  b — b — o.  Donc  b — b xc  doit  être  aulli  = o ; ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu,  qu’autant  que  — b x c =—  bc^ 

2°.  Quand  on  multiplie  a—  b par  c— -d  , il  eft  conf* 
tant  que  le  premier  produit  de  cette  multiplication , favoir 
ac  — bc  t eft  trop  grand  , par  qu’en  multipliant  par  c 
feulement , on  fe  fert  d’un  multiplicateur  plus  grand  qu’il 
ne  faut , de  la  quantité  d j il  faut  donc  de  ce  produic 
ac — bc , ôter  aucant  de  fois  d,  que  c y entre  de  fois: 
or  a — b marque  combien  de  fois  c eft  entré  dans  le  pro- 
duit ac  — bc  j donc  il  faut  en  ôter  d multiplié  par  a — b j. 
c’eft-à-dire , il  faut  ôter  ad  — bd  de  ac  — bc  : or  pour 
ôter  ad  — bd  de  ac  — bc  , il  faut  écrire  ac  — bc  — 
ad  -\~bd\  donc  dans  la  multiplication  de  a — b par 
c — d,  le  produit  de  — b par  — d,  doit  être  -H  bd . 

Si  à la  place  des  lettres  a , h , c,  d,  on  met  des  nombres , comme 
4 , 7 , ; , on  fera  la  même  démonftrarion  for  ces  nombres.  , 

On  peut  aulli  multiplier  (b  — b)  par  (c  — c ).  Le  produit  doit: 
être  0.  Il  faut  donc  que — b x — c=  bc  ; fans  quoi  jamais  le  pro» 
duic  ne  fe  rêduiroit  à zéro. 

n8.  Malgré  ces  raifonnemens  & ces  preuves  » il  faut  pourtant  con- 
venir qu’il  eft  allez  étrange  pour  des  oreilles  peu  faites  àu  langage 
algébrique , d'entendre  dire  que  — a multiplié  par  — a donne  -f-  a1. 

L’cfpcce  d’embarras  & de  doute  que  ce  rcfultat  occalîonne  au  pre- 
mier abord , fcmble  venir  principalement  de  l’expreflion  même  d* 

E iv 
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mot  multiplié , lequel  n’ayant  été  mis  en  ufage  dans  l’Arithmétique , que 
pour  lignifier  des  additions  répétées  d’une  même  quantité  pofitive  , 
doit  naturellement  offrir  un  fens  louche  , quand  on  le  fait  fervir 
pour  marquer  une  véritable  fouftraélion  de  quantités  négatives.  Or 
• c’eft  ce  que  l’on  fait , en  difant , par  exemple , que  - « X - i 

■+■  af, 

• 

De  la  Divifion  algébrique. 

12Ç.  Quand  on  veut  divifer  une  quantité  algébrique 
par  une  autre,  on  les  met  ordinairement  en  fraftion.  Ainfl 

pour  divifer  2 bc  par  mn , on  écrit  \ 8c  parce  que  le 

m n 

numérateur  de  cette  fraétion  n’a  rien  de  commun  avec 
fon  dénominateur , elle  eft  cenfée  irréductible  à de  moin- 
dres rçrmes.  On  fe  contente  alors  d’indiquer  la  divilion. 

Mais  lorfqu'on  peut  réduire  la  fraétion  algébrique  à 
une  plus  fimple  expreflion  , il  ne  faut  pas  manquer  de  le 
faire.  On  y réuflira  communément  au  moyen  des  quatre 
réglés  fuivantes,  ( Je  dis  communément , parce  qu’il  y.  a 
certains  cas  où  l’on  eft  obligé  de  fe  fervir,  outre  cela, 
de  la  méthode  du  plus  grand  commun  diyifeur , avec  quel- 
ques modifications).  * 

I.  Pour  les  lignes.  Le  quotient  de  deux  termes  qui  ont 
un  même  figne  , eft  pofitif;  ôc  le  quotient  de  deux  termes; 
qui  ont  différents  lignes , eft  négatif. 

II.  Pour  les  coefficients.  Si  on  peut  les  divifer  fans 
refte  l’un  par  l’autre  , il  faut  les  effacer  tous  deux,  8ç 
mettre  leur  quotient  à la  place  du  plus  grand  coefficient  ; 
s’ils  ne  font  pas  divifibles  fans  refte , il  faut  les  biffer  en 
fraétion  tels  qu’ils  font j enfin  s’ils  font  égaux,  il  faut  les 
effacer  l’un  & l’autre. 

III.  Pour  les  lettres.  Effacez  celles  qui  étant  communes 
au  dividende  8c  au  divifeur  , ont  le  même  expofant  dans 
les  deux  termes  j 8c  par-tout  où  elles  font  feules , écrivez. 
I à leur  place. 

IV.  Pour  les  expofants.  Quand  une  même  lettre  f© 
trouve  avec  des  expofants  différents  dans  le  dividende  de 
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dans  le  divifenr  , on  l'efface  dans  le  terme  où  elle  a 
l’expofant  le  plus  petit  .,  ( on  met  i à fa  place , fi  elle 
eft  feule  ) &c  dans  l’autre  terme  on  ne  lui  laide  pour 
expofant  que  la  différence  des  deux  expofants  primitifs. 

Exemples.  Pour  divifer  qa^de*  par  — 2bd}e’f  y je 
dis  d’abord  ; 4 divifé  par- — 2 = 2 ÿ que  je  mets 

au  quotient  y pour  lui  fervir  de  coefficient.  Je  paffe  à la 
réglé  des  lettres,  en  difant,  les  lettres  a & c ne  fe  trou- 
vent que  dans  le  dividende , & les  lettres  b 8c  f ne  fe 
trouvent  que  dans  le  divifeur  , il  faudra  donc  les  mettre 
au  quotient  , chacune  à leur  place.  Puis,  je  vois  par  la 

réglé  des  expofants  que  & que  — = I.  D’où 


iac* 


je  conclus  que  le  quotient  cherché  eft TdFf 

Pareillement , je  trouverai  que  = lùr> en  di- 

fant  ïj-  — 4.  J’efface  3 dans  le  dividende  , & je 
mets  4 à la  place  de  1 2 dans  le  divifeur  : puis  je  vois  que 
félon  la  réglé  des  expofants,  il  faut  mettre  1 dans  le  divi- 
dende à la  place  de  a3 , & laiffer  a1  ou  a.  feulement  dans 

le  divifeur.  Ainfi  le  quotient  eft^-^. 

• . . }abc  -4 Ü 

On  trouvera  de  meme  que  ‘ ^ç'  = 7=1 . ..que— 

5 aab  5 ab  -liabd 

fc= — 7 = — 2 ,.  ..que = ....  que  — — — =s 

1 1 $ac  je  * 

4 bd  4 albbd  aab 

— = — 4 6 fl  , . . . que  &c* 

La  réglé  .des  coefficients  & celle  des  expofants  ne 
font , comme  l’on  voit , que  des  réduélions  de  fra&ions 
aux  expreffions  les  plus  fimples. 

->  il  eft  évident 


aaa 


aaa  x aa 


Ainfi  étant  la  meme  chofe  que 

aaa  , , , , . I 

que  7Ta  = 7 ou  1 > on  Peut  donc  ccme  Txm  ou 


fim- 
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plement  — ou  d’où  il  fuit  que  cette  réduction  exige 

que  la  difïesence  des  deux  expofants  ferve  d’expofant  à. 
la  lettre  qui  avoit  le  plus  grand,  &c  que  l’on  fubftitue  i à la 
lettre  dont  l’expofant  étoit  le  plus  petit , fi  elle  eft  toute 
feule. 

130.  Ces  réglés  peuvent  s’appliquer  aux  fra étions  des 
Polynômes  3 lorfqu’il  fe  trouve  une  même  quantité  dans 
tous  les  termes  du  dividende  Sc  du  divifeur.  Ainfi 

— ; — - fe  réduit  à — en  effaçant  a x dans  tous  les 

termes , & mettant  1 à fa  place  dans  ceux  où  il  fe  trouve 
feul. 


De  même 

4«:xx-f-  i&bbx 


$xx 
}tixx-h$bbxx 


aax — aabx 

2 XX ï 


fe  réduit  à 


fe  réduit  à 


ab-j-ib' 


fe  réduit  à — . ...  . ; . ; 

a-^-ao 

4x4 - iabb  4 abxx  — zab 

I — b * * * * %aabb-i-^abb 


I 3 I.  On  divife  auffi  les  Polynômes  comme  dans  l'A- 
rithmétique j Sc  quoiqu’il  arrive  rarement  que  cette  divi- 
fion  fe  puifTe  faire  , il  faut  cependant  l’effayer  , avant  que 
de  fe  contenter  de  faire  quelques-unes  des  réductions 
précédentes. 

Mais  pour  s’épargner  bien  des  tâtonnements*,  il  faut: 
arranger  les  termes  du  dividende  & ceux  du  divifeur  , de 
façon  que  de  part  Sc  d’autre , celui-là  foit  le  premier  j donc 
tme  lettre  quelconque  choifie  à volonté , pourvu  qu’elle 
foit  commune  à tous  les  deux , ait  un  plus  grand  expo- 
fant  que  dans  les  autres  termes  : que  celui-là  foit  le  fe- 
cond , où  la  même  lettre  ait  l’expofant  prochainement 
moindre  , Sc  ainfi  de  fuite.  Cela  s’appelle  ordonner  une. 
quantité.  Voici  un  exemple  dans  lequel  le  dividende.  & le 
divifeur  font  ordonnés  par  rapport  à la  lettre  t 

**■+•  6 a* b*  •+■  qab3  a1  -J-  2 cib  rt-  £*• 
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On  auroit  pu  l'ordonner  de  même  par  rapport  à U 
lettre  b.  Quelquefois  cependant  il  eft  plus  commode  de 
préférer  une  lettre  à une  autre.  C’eft  lorfque  celle-ci  fe 
trouve  avec  le  même  expofant  dans  plufieurs  termes  par 
exemple  j on  a préféré  la  lettre  x aux  lettres  b ôc  c , dans 
la  divifion  fuivante , dont  nous  allons  détailler  le  procédé. 


9b'x'  — îblcx 4 — 3 b'çx'  4-  4V«* 
9 -f-  3 blcx* 

9 — 3 blcxf 

■+■  3 blcx 5 — b'c'x1 

o 


Je  dis  donc  ....  '_~Çb^-  ^ — 3 que  je  mets  au  quo- 
tient. Je  multiplie  le  divifeur  par  ce  terme , & je  fouf- 
trais  le  produit  p bzx5  — 3 blcx* , des  deux  premiers, 
termes  du  dividende.  11  ne  me  refte  rien.  J’abaifle  les 

_ . ..  1— -}  blcxi 

deux  termes  luivantSj  & je  dis  3 " =sz~^~  CXi  que! 

je  mets  au  quotient. 

Multipliant  enfuite  le  divifeur  par  ce  nouveau  terme  a 
je  fouftraits  le  produit  «* — 3 b1  c x3  -+•  b1  c*  x1  des  deux 
termes  abailfés  ; refte  zéro.  Il  n’y  a plus  rien  au  dividende. 
La  divifion  eft  donc  finie  , & le  quotient  exaét  eft  — 3 x* 
«p+-  ex.  Je  le  vérifie , en  le  multipliant  par  le  divifeur  j je 
retrouve  le  dividende  , l’opération  eft  donc  bonne. 

Au  refte  pour  acquérir  de  la  facilité  dans  ces  fortes  de 
calculs , il  faut  multiplier  d’abord  deux  quantités  algé- 
briques l’une  par  l’autre , &c  divifer  enfuite  leur  produit; 
par  Tune  des  deux.  Le  quotient  doit  être  l’autre  quantité. 
132.  On  peut  aulli  s’exercer  fur  des  expreflions  fem-> 

blables  à celle-ci , , . ° m , Elles  ont  cela  de  particulier  „ 

3u’elles  font  naître  , pour  ainfi  dire , de  nouveaux  termes 
ans  le  dividende  j à mefure  que  l’on  pourfuit  la  divi-» 
fion  ? comme  on  va  le  ypir  dans  l’exemple  fuivant. 
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a’-f -œ!  Ç a-t-nt 

— a'  — a*m  \ a4-a'm-{-  a'm1 — am}  -f-  77»* 
Ttcm.  Refte.  o — a'm  -f-  m* 

-4-  a'm  -+-  aim3" 


R. 

O -f-  ms 

— <2  * 772*  — <2*772* 

J.  R.  O — <2*7723 

-4-  <2*7723 

-4-  772* 
-4-  <2772+ 

4-  R.  0 

-H  <2772*  -4-  772* 
<2772* 772* 

J.  R. 

O 

On  trouve  pour  quotient  a4 — — am3-f-/n4. 
En  divifant  i — x1'  par  i — x , le  quotient  fera  i -f-  x 
«4-x--f-ar3-Har+-f-ars-+-ar64-a:74-ar!i-t-jf9 

Il  en  feroit  de  meme  pour  d’autres  exemples  femblables. 
Audi  avec  un  peu  d ufage  voit-on  j fans  calcul , quels 
doivent  être  les  quotients  en  pareil  cas. 


On  trouveroit  de  même  que  - = i -j-  .y 

x3  -f-  &c  j &c  fans  fin  ; & que  — - — — i — x 1 -4-  x 4 — 

^ I -+- XX 

x ■+"*  — &c-+-&c  ...  à l’infini  pareillement. 

1 3 3 . La  divifion  des  fraétions  algébriques  par  des  en- 
tiers ou  par  d autres  fractions  j ou  d’un  entier  par  une 
fraélion  ,ne  peut  foufFrir  aucune  difficulté  (67).  Exemples. 

I . Pour  divifer  par  q.m  la  fraétion  — > on  écrira  d’abord 


.•puis 

4171  > eicm 


■.  (On  a foin , dans  ce  cas-là , de  faire  un  peu 

plus  long  le  trait  qui  fépare  le  divifeur  du  dividende , pour 

marquer  que  c’eft  — que  l’on  veut  divifer  par  ^ m , &c  non 

b par  — ). 

1 477:  * 
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2°.  Pour  divifer  un  entier  x par  une  fraétioiiy , on  écrira 
?* 


. . . Pour  divifer  xy  par— on  écrira  — xy. 
PP  J r 1 1 J 


3 °.  Le  quotient  d’une  fraéfion  divifée  par  une  autre  frac- 
tion, fe  trouve  comme  celui  des  fractions  numériques. 

r m S mt  3 4 ' I*  ? 

Ain li  — : - = — ....  — ® : — «=  — . — . 

n t ns  4 T f 1 6 a 

134.  Il  a été  dit  (i2<p)  que  pour  réduire  certaines  ex- 
preffions  algébriques  à leurs  moindres  termes,  il  falloic 
fe  fervir  de  leur  plus  grand  divifeur.  Voici  la  maniéré  de  le 
trouver.  Elle  ne  différé  de  celle  qui  a été  prefcrite  pour 
les  nombres  , que  dans  quelques  cas  particuliers. 

Après  avoir  ordonné  les  deux  quantités  , il  faut  divifer 
la  plus  grande  par  la  plus  petite.  Si  la  divifion  fe  fait  fans 
refte , la  plus  petite  eft  le  divifeur  cherche  : auquel  cas  il 
faut  effectuer  les  deux  divifions,  6c  fubftituer  les  deux 
quotients  aux  quantités  propofées. 


Ex.  ————==■ 


px  + xx 


aa  — xx  a — * 


bmp  -f-  bmx  b m 


En  divifant  a a — xx  par  a -+-  x , la  divifion  fe  fait 
exaélement.  Donc  a+ïeft  le  plus  grand  commun  divi- 
fèur.  EfFeéfriant  donc  la  divifion,  ou  trouvera  l°,  que 


a-\~  x 

— — ssi;2 
fe  réduit  à — 


, que 
1 


x=  a — x.  Donc 


aa  — xx 


t • «* 

Si  la  plus  grande  quantité  ne  pouvoit  fe  divifer  fans 
refte  par  la  plus  petite , on  diviferoit  à fon  tour  celle-ci 
par  le  refte  de  la  première  ; & ce  refte  feroit  le  plus  grand 
commun  divifeur  , s’il  divifoit  exactement  la  plus  petite  , 
Scc. 

Jufque-Ià  c’eft  la  meme  méthode  pour  les  lettres  & pour  les  nom- 
bres ; nuis  ccttc  méthode  ne  s'étend  pas  à tous  les  cas  algébriques 
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Ïui  font  fufceptibles  de  réduction , comme  nous  allons  le  voir , après 
S deux  remarques  fuivantes. 

1 3 y.  i °.  Il  n’eft  pas  rare  de  trouver  dans  l’une  des  deux  quantités 
propofées,  un  divifeur  commun  à tous  Tes  termes.  Quand  on  cri 
trouve , & que  ce  divifeur  n’eft  pas  commun  à tous  les  termes  de 
l'autre  quantité , On  peut  l'effacer  dans  la  première  quantité  avant 
que  de  commencer  la  divifion.  Le  calcul  n'en  fera  que  plus  ûmplc , 
& le  plus  grand  commun  divifeur  n’en  fera  point  altéré. 

*+~î4  cft  commun  aux  deux 


Par  exemple , dans 


- je  vois  que  x* 


xf  — *}{» 

termes  du  divifeur , & qu’il  ne  l’eft  pas  à ceux  du  dividende.  11  né 
peut  donc  pas  faire  partie  du  plus  grand  commun  divifeur  que  je  cher* 

che.  Je  l'efface  donc,  & pair-là  j’ai  — — — = x2  -4-  r1  fans  refte. 
D’où  je  conclus  que  x1  — eft  le  divifeur  cherché.  Effectuant  donc 
les  deux  divifions  > je  trouve  -■  ; expreflion  plus  funple  que  la 

première. 

En  général  , toute  quantité  fcmblable  à aura  le  même 


b 4»  x ( 

plus  grand  divifeur  que  — } & réciproquement.  Soit  donc  que 

l’on  divife , foit  que  l’on  multiplie  l’une  des  deux  quantités  données  j 
par  une  grandeur  qui  n’ait  aucun  divifeur  commun  avec  l’autre , les 
réfultats  auront  toujours  le  même  plus  grand  commun  divifeur  que  les 
deux  quantités  données. 

ij 6.  a®.  Le  changement  des  lignes  dans  une  de  ces  quantités,  n’en 
produit  aucun  dans  leur  divifeur  commun  , pourvu  qu'on  les  change 
tous  à la  fois  dans  cette  quantité.  Il  eft  clair , par  exemple,  que  (î 
a1  = b1  eft  divifible  par  a — b , il  le  fera  encore  par  — a -4-  b.  Toute 
la  différence  fera  dans  les  lignes  des  quotients. 

Cela  pofé  , cherchons  le  plus  grand  divifeur  commun  de 

6xi  6x  y -f-  ix) zjî  On  voit  al’ abord  que  tous  les  termes  du  divi- 

ijiï  - is*y-f-  jyi  _ . 

dende  peuvent  être  divifés  exactement  par  i , mais  non  ceux  du  divi- 
feur. On  peut  donc  limplifier  l’opération  en  divifanr  les  prfcfnierS 
par  t. 

Par  la  même  raifon  , on  peut  divifer  par  3 les  termes  du  divifeur. 
Ainli  tout  fe  réduit  à trouver  le  plus  grand  divifeur  commun  de 
3X1—  }X‘y  -f-  xyi—y  1 

4*1  — J *y  + yl  * A 

Mais  ici  la  méthode  eft  en  défaut , parce  que  le  coefficient  3 n'cft 
pas  divifible  par  4.  Pour  y fuppléer  , on  multipliera  tout  le  dividende 
par  4,  & l’on  divifera  iîx*  — nxly  -4-  — 4 y1  par  4.x2  — 

jxy-4-y2.  Le  quotient  fera  jx,  que  l’on  négligera  à l’ordinaire!  le 
telle  fera  3x*y-t-xyl  — 4y5. 

Suivant  la  méthode,  il  faudroit  divifer  4X1—  jxy-\~yi  par  ce  refte. 


Digitized  by  Google 


* de  Mathématiques;  7$ 

Mais  avant  de  procéder  à cette  divifion , on  effacera  d’abord  dans  tons 
les  termes  de  ce  reftc  la  lettre  y , qui  leur  eft  commune,  & qui  ne  l’cft 
pas  à tous  ceux  du  nouveau  dividende.  On  aura  donc  3.x1  xy  — 
pour  divifcur. 

On  remarquera  enfuite  que  cette  quantité  ne  peut  pas  diviTer  exac- 
tement 4X1  — j xy  -+-  y1 , à caufe  des  coefficients.  On  multipliera  donc 
celle-ci  par  3 , & on  effayera  la  divifion.  Le  quotient  fera  4,  & le 
reftc  fera  — 1 çxy  -4-  ipy1. 

Ce  fécond  reftc  fervira  de  divifeur  à 3X1  -h-xy  — 4y*  : mais  aupa- 
ravant on  effacera  dans  les  deux  termes  la  quantité  1 9 y qui  leur  eft 
commune.  Procédant  alors  à une  troifieme  divifion,  on  aura  3**4- 
xy — 4y*  pour  dividende,  — « je  -+  y pour  divifcur , Sc  — 3*  — 4y 
pour  quotient  exaét.  On  peut  donc  afTurer  que  — x 4- y eft  le  plus 
grand  commun  divifeur  cherché  ; & fi  on  effe&ue  les  cfivifions , on 

trouvera  que - — fc  réduit  a = — „ 

1 12X*— 15xy-f-3yi  —I2X-4- yy  lix  — jy  * 

fraétion  qu’il  n’eft  plus  poffible  de  réduire. 

Soit  propofé  maintenant  de  trouver  le  plus  grand  divifcur  commua 
}bcq  + }cmp-^- itbc  + $mpq 

14^  - lfg  1 “42 fg+  **dq  * 

f.  Tordonne  ainfi  la  quantité,  + 

* q-+-i+aA-+i]f; 

2°.  Pour  rendre  la  divifion  poffible , il  faudroit  multiplier  tout  le 
dividende  par  (4 ad — 7 fg)  ■ «nais  auparavant  il  faut  être  sûr  que 
cette  quantité  ne  divife  pas  exactement  le  divifeur  lui-même.  Or  par 
le  fait  elle  le  divife  , & le  quotient  exaét  eft  q -f-  6. 

Je  fubflitue  donc  q->r6  au  premier  divifeur , & je  cherche  le  plus 
grand  commun  divifcur  de  * ibe  + s^pq-b  nbc  -h  jo nv  _ y yifiblc 

b i~t6 

que  c’eft  q + 6 lui-meme  , puifquc  la  divifion  réuffit. 

Ainfi  l’expreffion  propofée  peut  fe  réduire  à On  trouvera 

d'autres  exemples  dans  les  Éléments  d’ Algèbre  de  M.  Clairaut. 


De  la  Formation  des  Puiffances. 


1 5 *7.  U n diftingue  les  degrés  des  puiffances  d’une  quan- 
tité quelconque  par  les  expofants  de  cette  quantité.  Ainfï 
a , ou  a1  eft  la  première  puifTance  de  a.  La  fécondé  eft 
<*%  la  troifieme  eft  a3  &c.  En  général  am  eft  la  puifTance  m 
de  a , quelle  que  foit  la  valeur  de  m% 


1 
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Cette  quantité  a eft  la  Racine  de  ces  divers  produits  % 
8c  la  dénomination  de  cette  racine  dépend  de  la  puiflance 
correfpondante. 

On  verra  dans  les  Éléments  de  Géométrie  , pourquoi  la 
première  puiflance  d’une  quantité  s’appelle  aufli  la  Puift 
fance  line'aire  de  cette  quantité  ; & pourquoi  la  fécondé 
puiflance  s’appelle  le  Quarré;  de  maniéré  qu’au  lieu  de 
dire  que  c1  eft  la  fécondé  puiflance  de  c,  on  dit  que 
c2  eft  le  quarré  de  c.  C’eft  encore  de  la  Géométrie  que 
dérive  le  nom  de  Cube , donné  à la  troifieme  puiflance 
d’une  quantité  quelconque  : les  puiflances  qui  font  au- 
deflus , fe  défiguent  Amplement  par  leurs  expofants.  Ainft 
£4  eft  la  quatrième  puiflance  de  b , &cc. 

138.  Réciproquement  la  racine  fécondé , ou  la  racine 
quarrée  de  c2  eft  c.  La  racine  troifteme  , ou  la  racine 
cubique  de  a 3 eft  a.  La  racine  quatrième  de  ar4  eft  x , &cc  , 
8cc. 

Puifque  la  première  puiflance  de  a eft  a ou  a*  ; que 
la  fécondé  puiflance  eft  a1  ou  a.  a;  que  la  troifieme 
puiflance  eft  a1  ou  a . a.  a ; que  la  quatrième  eft  a4  ou 
a . a . a . a , &c  ; . on  peut  en  conclure  que  . . . 

13p.  Pour  élever  une  quantité  à une  puiflance  donnée, 
il  faut  multiplier  cette  quantité  par  elle-même  autant  de 
fois  moins  une  , que  l’expofant  de  la  puiflance  contient 
d’unités.  Ainfi  pour  élever  le  nombre  9 à la  troifieme 
puiflance,  il  faut  le  multiplier  deux  fois  par  lui-même, 
en  difant  d’abord  9. 5)  = 81  . . . puis  81 .9  = 72p. 

De  même,  le  quarré  de  7 eft  7.  7 = 7:  fon  cube  eft: 
Y • 7 • 7 = 77 } fa  quatrième  puiflance  eft  7 . 7 . 7 . 7 = 

fa 


I o o o 9 


~y  &c.  Le  quarré  de  77  eft  777  $ fort  cube  eft 
quatrième  puiflance  eft  777— , &c. 

D’où  l’on  voit  que  la  valeur  d’une  fraétion  diminue,' 
à.  mefure  qu’011  l’éleve  à de  plus  hautes  puiflances , 8c  que 
cette  diminution  eft  d’autant  plus  rapide , que  le  déno- 
minateur eft  plus  grand  par  rapport  au  numérateur. 

140.  Quant  aux  expreflions  algébriques.  i°.  S’il  s’agit 
d’un  raonome , on  met  à toutes  fes  lettres  l’expofant  de 

la 
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lâ  puiflance  propofée.  Ainfl  la  cinquième  puiflance  de 

. & b a?1  bm 

a b c eft  a5  b5  c*.  La  puiflance  m de  ~d  eft  — ; & fl  le 
inonome  a un  coefficient , on  éleve  auffi  ce  coefficienc 


& la  puiflance  indiquée.  Le  cube  de-^-,  par  exemple; 

• 8 a1  A*  5 S 

eft j— 

IIJ/'  g* 

11°.  S’il  y a dans  le  monome  d’autres  expoiants  que 
l’unité , on  les  multiplie  tous  par  celui  de  la  puiflance  à 
laquelle  on  veut  l’élever.  Ainfl  la  quatrième  puiflance  de 

a'  bn 


b 2 eft  a1*  b9  -y  Sç.  en  général  la  puiflance  m de  eft 


c™  * 

111°.  Pour  un  polynôme  , il  fuffit  quelquefois  d’indiquer 
la  puiflance  à laquelle  on  veut  l’élever.  Cela  fe  fait , ou 
en  le  couvrant  d’un  trait  au  bout  duquel  on  écrit  l’expofant , 

. ou  en  le  renfermant  entre  deux  crochets.  Ainlî  à -{-b  , 
Sc  (fl-4-i  )"  défignent  également  la  puiflance  m du  binô- 
me a -{-b. 

141.  Si  m = 2,  alors  le  binôme  A-+-&,  qui  paf  (a 

Sênéralité,  peut  repréfenter  tous  les  binômes  poilïbles, 
oit  être  .multiplié  une  fois  par  lui-même  j & oh  trouve 

que » a-+-b 

multiplié  par  d-\-b 

a1  —4—  u b 
*f-  a b *+*  b *i 

donne  . * . i a2-i-2ab-\-b* 


Or  a*  eft  le  quarré  du  premier  terme  du  binôme; 
Zdb  eft  le  double  produit  de  ce  premier  terme  par  le 
fécond;  b1  eft  le  quarré  du  fécond.  Ainfl  on  doit  con- 
clure généralement  que  le  quarré  d’un  binôme  quelconque 
contient  trois  termes  4 J, avoir ; 1°,  Le  quarré  du  premier1 
terme . 2°,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par.  U 
fécond.  st° , le  quarré  du  fécond. 
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Cette  réglé  ne  fouffre  aucune  exception  ; & voill 
comme  l’Algebre  s’élève  à des  réfultats  généraux,  pen- 
dant que  l’Arithmétique  n’y  parvient  que  par  analogie  , 
en  fe  traînant  d’exemple  en  exemple. 

Quant  aux  lignes , ils  font  tous  pofitifs , lorfque  les 
deux  termes  du  binôme  ont  le  meme  ligne  ] &c  lorf- 
que ceux-ci  ont  des  lignes  différents , le  produit  du  dou- 
ble du  premier  par  le  fécond  eft  le  feul  terme  négatif. 

En  élevant  au  quarté  le  trinôme  a -h  b -+>)c , on  trou- 
vera, rédu&ion  faite , az- J-  iab-\ - &*-+•  2 a c -+-  2 b c 
cx.  C’eft  à-dire  que  le  quarré  d’un  trinôme  contient  les 
quarrés  de  chaque  terme  en  particulier , plus  le  double 
du  premier  par  le  fécond , plus  le  double  du  premier  & 
du  fécond  par  le  troilieme. 

D’après  cela,  il  eft  aifé  de  voir  que  le  quarré  de  ( ax-+-y{) 

«ssa1  #*•+•  que  celui  de  ( ^mn — 4m* y 

■sapmV — 24m*  n-+-  16m* & que  ( x-\~~  a )z=*5 

fl*  B 

4+-  ax  . On  voit  aulîi  que  (b-\~2c  —y 
H“  4e*—  zby — 49'-*-/. 

142.  Remarquez  que  pour  compléter  le  quarré  d’un 
binôme , lorfqu’on  a déjà  les  deux  premiers  termes  de  ce 
quarré , il  ne  faut  que  leur  ajouter  le  quarré  de  la  moitié 
du  Coefficient  total  du  fécond.  ( J’appelle  ainli  tout  ce  qui 
affefte  ce  fécond  terme , loit  en  chiffres  foit  en  lettres  J* 
Si  )’  ’avois , par  exemple  , x2-+>  2axï  compléter  , je  pren- 
droisa,  moitié  de  2 a,  coefficient  total  du  fécond  terme 
2.aXy&c  j’ajouterois  fon  quarré  a2  aux  deux  autres  termes 
#*•+■  2 ax  y ce  qui  me  donneroit  alors  le  quarré  parfaic 
du  binôme  ar-f -a.  Donc  toutes  les  fois  qu’on  voudra 
compléter  un  quarré , ayant  déjà  deux  termes  de  cette 

forme,  x2-± -axt  il  n’y  aura  qu’à  écrire  x2-j-a • 

Ceci  trouvera  plus  d’une  fois  fon  application. 

145 . Si  m = 3 , alors  le  binôme  a -4-  b , doit  être  mul- 
tiplié deux  fois  de  fuite  par  lui-même } ou,  ce  qui  eft- 
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la  même  chofe , fon  quarré  doit  être  multiplié  par  la 
première  puilTance.  Or  toute  réduction  faite , ou  trouve  qua 

û*>+*  2 ab-t-b* 
multiplié  par  . . . . a b 

a1-^  2a1b~jrabt 
*+-  fl*A*+* 

— I — .11.  IM 

donne  . . * * <**•+•  3 «*£-1-3 

On  doit  donc  en  conclure  généralement  que  te  cube  d'urt 
binôme  quelconque  contient  quatre  termes  ; i ° , le  cube  du 
premier  terme  du  binôme.  2°,  le  triple  du  quarré  de  ce 
premier  terme  multiplié  par  le  fécond.  3 ° , le  triple  du 
quatre  du  fécond  multipiié  par  le  premier.  40  , le  cube  du 
fécond.  Ou  plus  brièvement  j le  cube  d’un  binôme  contient 
les  cubes  de  fes  deux  termes , & les  produits  refpe&ifs  du 
triple  du  quarré  de  chacun  de  ces  deux  termes  par  l’autre. 

Quant  aux  lignes , ils  font  tous  politifs  quand  ceux  dii 
binôme  le  font } on  vient  de  le  voir  dans  le  cube  de  a -{-b» 
Lorfque  les  deux  lignes  du  binôme  font  négatifs,  tous 
ceux  du  cube  le  font  aulli. 

Exemples.  ( — m — 2 n)1 = — mi — 6 m1n — nmn* 
• — 8 n*. . .-—(a- f-  j )}=  — a1— 3 a1 — 3 a — x.  ( Le 
ligne  — mis  avant  la  parenthefe  annonce  qu’il  faut  chan- 
ger les  lignes  de  tous  les  termes  qui  y font  compris  ).  Lorf- 
que des  deux  termes  du  binôme , il  y en  a un  négatif,' 
ceux  du  cube  le  font  alternativement , de  maniéré  que  les 
feuls  termes  négatifs  du  cube  , font  ceux  qui  renferment 
les  puiflances  impaires  de  la  partie  du  binôme  affe&ée  du 
ligne—.- 

Exemples.  ( — p-bqY  — — />3H-  3 P*  q — 3 P 1 ?*-H 
g*. . . (2  ax  — xxy=:8a3  x 3 — 12  a1  x*-+- 6 ax3 — x6* 

144.  Sim =4,  le  binôme  a-\-b  doit  être  élevé  à la 
quatrième  puilTance  , & il  en  réfultera  cinq  termes , 

(a  •+*  fl*—f—  4 6 a2b2-^-^a  b3— f-  b*. 

F ij 
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Sim  = j',  on  aura  par  un  procédé  femblable  la  cin- 
quième puiffance  de  a-\rb , compofée  de  fix  termes. 
(a-+-by=as-\-f  d*b-{-  io  aV-fr-  iOfl’i3+  y a b*-+-bf. 

Er  ainli  des  autres  puilfances  d’un  binôme  quelconque , 
qui  toutes  ont  pareillement  un  terme  de  plus  qu’il  n’y 
a d’unités  dans  leurs  expofants. 

145“.  Mais  s’il  falloir  palfer  par  toutes  les  puilfimces 
intermédiaires  , avant  d’arriver  à une  puilfance  plus  élevée 
dont  on  auroit  befoin  , on  fent  bien  que  le  calcul  en  fe- 
roit  fouvent  fort  long  & toujours  indireét,  Les  Géomètres 
du  liécle  dernier  avoient  tant  de  fois  éprouvé  cet  in- 
convénient , qu’ils  tournèrent  leur  attention  vers  la  re- 
cherche d’une  méthode  qui  pût  les  mener  directement  à 
leur  but.  Cette  méthode , ils  la  trouvèrent  ; & Newton 
en  eut  la  principale  gloire. 

Ce  n’eft  pas  encore  ici  le  lieu  de  la  démontrer  : mais 
nous  pouvons  d’avance  en  préfenter  les  réfultats , comme 
une  des  chofes  les  plus  utiles  qu’il  y ait  dans  l’Algèbre. 

1 46.  1 °.  Une  puiffance  quelconque  d’un  binôme  algé- 
brique ne  pouvant  être  compofée  que  de  lignes , de  coef- 
ficients , de  lettres  & d’expofants  qui  doivent  en  former 
les  différents  termes,  il  falloit,  avant  tout,  des  réglés 
générales  pour  ces  diverfes  parties» 

Or  20,  La  réglé  des  lignes  ne  pouvoir  fouffrir  aucune 
difficulté.  ( 122). 

30.  Celle  des  lettres  n’en  pouvoir  pas  fouffrir  non  plus 
(124). 

40.  Celle  des  expofants  fut  d’abord  déduite  par  une 
fimple  analogie  que  voici.  On  avoit  remarqué  que  le  pre- 
mier terme  de  toutes  les  puilfances  auxquelles  on  élevoic 
un  binôme  , étoit  formé  de  la  première  partie  de  ce  bi- 
nôme , élevée  à la  puiffance  dont  il  s’agillbit. 

On  avoit  remarqué  aulfi  que  dans  les  termes  fuivants  ; 
l’expofant  de  cette  première  partie  diminuoit  fucceflive- 
ment  d’une  unité , pendant  que  l’expofant  de  la  fécondé 
partie’ augmentoit  dans  la  même  proportion. 
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' On  avoit  remarqué  enfin  que  cette  diminution,  gra-' 
duelie  Te  continuoit  jufqu’au  dernier  terme  , ou  la  fécondé 
partie  du  binôme  reftoit  feule  avec  un  expofant  égal  à 
celui  de  la  puiftance  demandée. 

„ • De-là  on  conclut  que  pour  élever  un  binôme  quelcon- 
que p-{-q  à la  fixieme  puiftance  , par  exemple  , on  n’avoic 
qu  a écrite  , ( abftraétion  faite  des  coefficients  ) 

C p +•  q Ÿ— p&-\r  psq  -+•  p V-HP  Y +p2q*-bp  ?5-t-  q% 
& ainfi  des  autres  puifTances  plus  élevées. 

y°.  Reftoit  donc  la  réglé  des  coefficients  à trouver , 8c 
c’étoit  la  plus  difficile.  On  avoit  bien  remarqué  que  le 
coefficient  du  premier  tetme  étoit  toujours  l’unité , 8c 
que  celui  du  fécond  terme  étoit  toujours  l’expofant  de  la 
puiftance  propofée.  Mais  jufqu’à  Newton , on  n’avoit  fait 
qu’entrevoir  la  loi  qui  fert  maintenant  à déterminer  tou» 
les  autres  coefficients. 


Voici  à-peu-près  comment  on  f’avoit  devinée.  En  dé- 
pouillant fucceffivement  de  leurs  coefficients  les  cinq  pre- 
mières puifTances  d’un  binôme  quelconque , on  avoit  trouve 
que  ces  coefficients  étoient, 
pour  la  première  puiftance  I , i 

pour  la  2e.  ....  . I , 2 , r 

pour  la  3r. I , 3 , 3 , I 

pour  la  4*.  . . i , 4 , 6 > 4 , 1 


pour  la  1,5-,  10,  10,5-,  1 

de  maniéré  que  chaque  premier  coefficient  de  toutes  ces 
puifTances  étoit  1 , ainfi  que  le  dernier,  8c  que  chacun 
des  autres  étoit  la  lomme  des  deux  coefficients  correfpon- 
dants  de  la  puiftance  immédiatement  précédente.  Ainfi  les 
coefficients  de  la  cinquième  puiftance,  à compter  du  fécond 
jufqu’à  Pavant-dernier , fe  forment  en  difant  1 *4-  4 =s 

3* ...  4 "b  1 o . « • 6 —p*  4 — ! 1 o ...  4 "b  1 — 1 y . . . 

Cette  loi  s’obfervant  dans  toutes  les  puifTances  que  l’on  avoit 
calculées , la  feule  analogie  portoit  à la  regarder  comme 
générale.  Mais  outre  que  l’analogie  n’eft  point  une  dé- 
monftration , l’inconvénient  de  ne  pouvoir  connoître  les 
coefficients  d’une  puiftance , fans,  la  connoiftance  préala- 
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ble  de  ceux  de  la  puiflance  précédente  , reftoit  dans  fou 

entier.  On  s’avifa  donc  d’un  autre  expédient  qui  fournie 

la  réglé  fuivante  j dont  nous  donnerons  la  démonftra- 

tion(3i3). 

147.  Pour  trouver  le  coefficient  d’un  terme  quelconque 
de  la  jpuiffance  propofée  d’un  binôme  multipliez 

le  coefficient  du  terme  précédent  par  l’expofanr  que p a dans 
ce  terme  précédent , èc  divifez  le  produit  par  le  nombre 
qui  marque  le  rang  de  ce  terme  précédent.  Le  quotient 
fera  toujours  le  coefficient  cherché. 

Exemple.  On  voudroit  avoir  le  développement  de  la. 
feptieme  puifTance  de  p -H  q . . . . Ecrivez , 


f , 1.7  K 7.6  , , 7 .6.f  . . . 7.6. Ÿ.4  ,4 

(p+oyJp  'h~p  q q 

) . 7-6-Mî  , . 7.6.y-4-î-t  g , 

M-4-Î  P î ».3.4<î.6  P ? z,3.4.}.6.7 


148.  Et  fi  on  veut  généralifer  les  réglés  que  nous 
venons  d’indiquer , on  trouvera  que  pour  élever  un  bi- 
nôme quelconque  a -J-  b à une  puiflance  quelconque  m , 
il  faut  écrire 


( 


(*+£;«= 


Jl. 


am-±-rnam-lb-+-~ — î 


1 ».  3 

m.m — î.m  — i.m  — j 


j ainfî  de  fuite  jufqu  a un  dernier  terme  qui  aur* 
cette  forme  j* 


. am-4b+  . . . , , Eç 


Si  l’on  veut  maintenant  appliquer  cette  Formule  à quek 
ques  exemples , on  verra  avec  quelle  promptitude  elle  les 
expedie.  Soit  donc  propofé  dç  trouver  la  neuvième  pui£« 
fance  du  binôme  a -4-  b.  ' 

On  fera  m ==  p , & on  fubflituera  les  valeurs  convç* 
nables  dans  la  formule , ce  qui  donnera 
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1. 3.4.5.  ^ i. 3. 4. j. 6.7  “ 

>.t.r4.,^g  4 j.  jp 

I.3.4.J.6.7.8.  1.3.4.;. 6.7.8.$. 


Rédudion  faite , ( a -t-  £)9=  aM-  9 a*  J -+-  3 <5u7  £*-fi 
84.a6i,-+-i25  a* £4-f-  126  à*bs-+-  S^.a}b6-+- 36  alb7-±» 
pab'-t-b*. 

Soit  propofc  maintenant  de  calculer  les  premiers  termes 
de  la  milliçme  puifTance  de  a-\-b. 

On  fuppofera  m = 1 000 , & on  trouvera  ( a-j- b ) 100c* 

s=  axooo-+-  1000  a”si-t-^~îassV-f-&c. 

De  la  maniéré  d’exprimer  & de  calculer  toutes  fortes  dt 
Puijfances , par  le  moyen  de  leurs  expofants. 

14p.  Puisque  les  degrés  des  puifTances  dépendent  de 
leurs  expofants , il  eft  clair  qu’il  y a autant  de  puifTances 
différentes  d’une  quantité  quelconque  b , qu’il  peut  y avoiç 
d’expofants  différents. 

Or  1%  il  y a une  infinité  de  nombres  entiers  j voilà 
donc  déjà  une  infinité  de  puifTances  différentes  j & celles- 
là  fe  conçoivent  fans  peine. 

Mais  2° t il  y a aufu  une  infinité  de  nombres  .frac- 
tionaires.  Or  ceux-là  peuvent-ils , à leur  tour  , fervir  d’ex- 
pofants ? Et  au  cas  qu’ils  en  fervent , quelles  puifTances 
indiquent-ils  ? 

30.  11  y a de  plus  une  infinité  de  nombres  négatifs^ 
foit  entiers  foit  fra&ionaires.  A quelles  puifTances  répon- 
dent-ils, quand  ils  fervent  d’expofants? 

Pour  répondre  à cette  double  queftion  , nous  allons  dé- 
velopper la  Théorie  des  expofants  , l’une  des  plus  impor- 
tantes de  l’Algèbre  élémentaire. 

JfQ,  On  a vu  ( I 2 J)  que  le  produit  d’une  quantité  affect 

F iv. 
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tée  d’un  expofant , par  cette  même  quantité  affedée  auffi 
d’un  expofant , fe  trouvoit  tout  de  fuite  3 en  écrivant  une 
feule  fois  cette  quantité  avec  un  expofant  égal  à la  fournie 
de  ceux  des  fadeurs.  Ainli  a*xa6  = a8, . , . b3xb7=bl°. . . 
Et  généralement  t*X('  = c"+". 

Donc  par  la  raifon  contraire , fi  le  dividende  ne  dif- 
féré du  divifeur  que  par  fon  expofant , leur  quotient  doit 
être  la  quantité  qui  leur  eft  commune  , affedée  d’un  expo- 
fant égal  à la  différence  de  ceux  qu’ils  avoient  avant  la 
divifion.  Ainfi  a*  : a1  — a*"1  — a6.  . , , b10  ; b7=^b'°~Zi 


t=b3.  . . . cm+n  : cn  = cm+n-n=im. 


ijl.  Cela  poféj  reprenons  (129)  la  divifion  de  a 3 : a5. 
On  écrira  , fuivant  la  réglé  précédente , a3  1 a5  = aJ*î 
t=a'1.  (On  prononce  a élevé  à la  puiflance  — 2 , ou 
bien  pour  abréger,  a puiflance  — 2).  Voilà  donc  des 

Îmiflances  négatives  introduites  dans  le  calcul  par  une 
uite  de  principes  & d’exemples  qui  ne  fouffrent  aucune 
difficulté.  Mais  nous  avons  trouvé  (129)  que  a 3 : a5=q 

ÿp.  Donc  la  quantité  a élevée  à la  puiflance  négative  — 2 , 

n’eft  autre  chofe  que  l’unité  divifée  par  cette  mcmç  quan- 
tité a élevée  à la  puiflance  pofitive  2, 

If  2.  Et  comme  au  lieu  des  expofants  3 & f , on  peut 
en  fubflituer  une  infinité  d’autres , tels  que  leur  diffé- 
rence foit  également  négative  , il  eft  évident  que  a~m 
peut  reptéfenter  en  général  toutes  les  puiflances  négatives 

d-’une  quantité  quelconque.  Ora-m  = ^;.  Donc  (&C  cette 

réglé  eft  d’un  grand  ufage),  toutes  les  fois  qu’une  quan- 
tité a utf  expofant  négatif , elle  équivaut  à l'unité  divifée 
par  cette  même  quantité , affeftée  du  même  expofant , mai* 
pofitif 

I f S’  Soit  maintenant  la  quantité  cm  : c";  on  écrira  pour 
quotient  cm  ".  Or  il  peut  arriver  i°,  que  m foit  plus  grand 
cjue  n ...  . 2°,  que  m=x=n  . , . . 30,  que  m foit  plus  pe-* 
ut  que  n ... . 4°j  que  m — 1\  doiyie  un  réfultat  fradio-- 
naire  3 pofitif  ou  négatif, 
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Dans  le  premier  cas  3 la  quantité  c doit  être  élevée  à 
une  p ui (Tance  pofitive , marquée  par  le  refte  de  m , quand 
on  en  a fouftrait  n. 

Dans  le  fécond  cas,  l’expofant  m-—n  fe  réduit  à OJ 
réfultat  qui  paroît  au  moins  (ingulier,  la  première  fois 
qu’on  le  trouve.  Ce  réfultat  en  effet  indique  la  puijfanee 
zéro  de  e,  & il  femble  que  la  puifTance  o d’une  quan- 
tité quelconque,  doit  être  o.  Elle  équivaut  pourtant  â 

a" 

l’unité  ; car  a°=am'm.  Or  am~m=:  -—  = 1. 

' am 

1^4.  Donc  une  quantité  quelconque  élevée  à la  puijfanee 
O ,ejl  toujours  égale  à l'unité. 

Ainfi  a°=b‘=  ( cl(/=(/+î)»=(i)”=(ï)'== 

Dans  le  troifieme  cas , m étant  plus  petit  que  n ( ce  qui 
s'exprime  quelquefois  ainfi  , m <n;&  pour  exprimer  que 
m eft  plus  grand  que  n,  on  écrit  m > n),  la  différence 
des  deux  expofants  eft  négative.  Par  exemple,  fi  n = 2m, 

cm 

on  aura  am  : a.n  =3  am  : alm  = am~tm  — a~m.  Or  — = 


Il  fuit  de-là  que  l’on  peut  faire  pafier  au  nu- 
mérateur toutes,  les  quantités  qui  font  au  dénominateur 
d’une  fraction  8c  réciproquement , fans  altérer  la  valeur 
de  la  fraction.  Il  ne  faut  pour  cela  que  changer  les  lignes 
de  leurs  expofants. 
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Exemples.  ~ =s  a-1 , . . y = c/-*  = 
= ££  = .... 

♦r  * 


y**  m» 

r*  • * * P1!»  =3f 


, If  <>.  Dans  le  quatrième  cas  , où  m — n fe  réduit  1 un 
«xpofant  fraékionaire.,  on  a toujours  une  racine  à extraire. 
Pour  s’en  afluret , Sc  difcerner  en  même  temps  le  degré  de 
cette  racine , il  faut  fe  rappeller  la  maniéré  dont  on  à 
fermé  les  puiflances. 

Or  nous  avons  dit  ( 140  ) que  pour  élever  une  quantité 
à fês  diverfes  puiflances  , il  falloir  multiplier  fou  expofanc 
par  celui  de  la  puilfance  à laquelle  on  vouloir  l’élever. 

ïfj.  Donc,  quand  on  voudra  extraire  une  racine  quel- 
conque d’une  quantité  donnée  , il  faudra  divifer  l’expofant 
de  cette  quantité  par  celui  de  la  racine. 

Exemples.  On  demande  la  racine  quarrée  de  b1  ? . . . 4 

On  écrira  b*  qui  fe  réduit  à b....  On  demande  la  ra- 

t I 

cine  quatrième  de  9“?  ...  on  écrira <p  =$*..••. 

^ m 

im  m*  a 

La  racine  m de  c ? eft  c = c • 

If8.  La  divifion  ayant  réufli  dans  tous  ces  exemples* 
on  eft  sûr  d’avoir  exaétemenc  les  racines  demandées.  Mais 
il  arrive  très-fouvent  cpe  l’on  ne  «eut  divifer  fans  refte 
l’expofant  de  la  quantité  pat  celui  de  la  racine  ; & alors 
il  faut  bien,  de  toute  néceflité,  fe  contenter  d’une  lim- 
ple  indication  ; ce  qui  introduit  dans  le  calcul , les  expo- 
sants fraéiionaires  dont  l’ufage  eft  (î  fréquent. 

Par  exemple , li  on  demandoit  la  racine  quarrée  de  b * 

1 

il  faudrait , fuivant  la  réglé  précédente,  écrire  b1.  Ainli 
la  puiffance  f d’une  quantité  quelconque  nefi  autre  chofe  que 
la  racine  quarrée  de  cette  quantité . 

Pour  avoir  la  racine  cubique  ou  troifieme  de  b , il  fau- 


» 
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droit  écrire  b J . Donc  la  paijfance  | d’une  quantité  quelcon- 
que rieft  autre  chofe  que  la  racine  cubique  de  cette  quantité. 
Il  en  eft  de  meme  pour  les  puiffances  7 , f , j , &c  , &c  , 
qui  répondent  aux  racines  quatrième , cinquième,  fixieme, 
&c. 

*59-  En  général , tout  expofant  fraftionaire  annonce  une 

ratine  à extraire  ,•  & le  degré  de  cette  racine  eft  toujours 

* 

égal  au  dénominateur  de  la  fraftion,  Ainfi  a « = la  racine 

m 

n de  la  quantité  a ...  b*  =5  la  racine  n de  la  quan- 
tité b™ 

1 60.  On  a coutume  de  fe  fervir  de  la  lettre  initiale 
r du  mot  racine , pour  défigner  toute  extradtion  de  ra- 
cine à faire:  mais  afin  que  ce  Jigne  Radical  fe  diftin- 
gue  mieux  , on  a altéré  fa  forme  ordinaire , 8c  on  l’écrit 
ainfi  y ; de  maniéré  que  pour  indiquer  la  racine  quar- 

tée  de  c , on  écrit  l/c.  On  a donc  |/c  = c~. 

Pour  défigner  la  racine  cubique  de  c , on  écrit  J^c.  On 

I 

a donc  j/c  = c^.  Pour  défigner  la  racine  quatrième  de 

• 1 

gfy  on  écrit  ^ gf  = (g/)4  ; 8c  ainfi  des  autres  , en 
affe&ant  le  figne  radical , du  chiffre  qui  marque  le  degré 
de  la  racine. 

O11  excepte  le  radical  quarré , parce  que  l’on  eft  con-; 
venu  de  prendre  pour  tel , celui  qui  n’a  point  d’expofanr. 
Toutes  les  fois  donc  que  l’on  trouve  des  exprelfions  de 

cette  forme,  a , . , $/■(—)  • • • V'C0^'  £2)>  c’eft 

toujours  de  la  racine  quarrée  de  ces  quantités  qu’il  s’agit. 
Et  meme  le  feul  nom  de.'  racine  s’applique  toujours  à la 
racine  quarrée , de  forte  que  pour  en  défigner  une  autre,  on 
eft  convenu  d’ajouter  à ce  mot  le  numéro  qui  la  diftingue. 

161.  Puifque  les  expofants  fra&ionaires  annoncent  des 
lignes  radicaux , on  peut  donc  transformer  routes  les  quan- 
tités radicales  en  puiffances  fractionaires  5 ce  qui  eft  d’une 
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grande  utilité  , comme  on  le  verra  par  la  fuite.  Cette  trans- 
formation fe  fait  en  divifant  par  l’expofant  du  radical  , 
les  expofants  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  figne. 

t 

Exemples.  Ÿ*  (c'g*)  = c1  g1  = c g1 . . . . ( b( q9  ) = 

gL  j L * L 

bi  q i =zb'ql . . .y(ab'cl)  — a » b~  c* . . . 

162.  Dans  les  deux  premiers  exemples , la  divifion  a 
réulli  ; & toutes  les  fois  que  cela  arrive  , on  dit  que  l’ex- 
rraétion  de  la  racine  demandée  peut  s’effeétuer.  Ces  fortes 
de  racines  s’appellent  rationelles  ou  commenfurables.  Mais 

3uand  l'expo  tant  du  radical  n’eft  point  un  divifeur  exaéfe 
es  expofants  fournis  au  figne , comme  cela  eft  arrivé 
dans  le  rroifieme  exemple , on  dit  alors  que  I’extraétion 
eft  impraticable  ; & qu’il  n’eft  pas  poftible  d’obtenir,  au- 
trement que  par  approximation  , la  racine  demandée.  On 
appelle  ces  racines , des  quantités  irrationelles  ou  incom- 
menfurables.  Quelques  Auteurs  les  appellent  encore  des 
racines  four  des  ; ces  trois  mots  font  fynonymes. 

. 1 63.  La  transformation  réciproque  des  puiflances  frac- 
rionaires , en  quantités  radicales,  n’eft  pas  d’un  aufli  grand 
ufage:  mais  elle  eft  tout  aullt  facile;  elle  fe  fait,  ainli 
que  nous  l’avons  déjà  infinué  , en  donnant  pour  expo- 
fant  au  radical , le  dénominateur  de  la  fraétion  qui  mar- 
que la  puiftance,  & en  foumettant  à ce  figne  la  même 
quantité , élevée  à la  puiffance  défignée  par  le  numéra- 
teur de  la  fraétion. 


Exemples.  (3*)*=»^ 3 a. . . . ; 

br  = yrb\..cipi=P/‘c*p .(  2<p  — 

— C 2<p  — — 


Souvent  il  arrive  que  les  quantités  dont  on  veut  extraire 
la  racine , font  affectées  d’un  coefficient  numérique  î & 
il  faut  bien  alors  favoir  la  maniéré  de  faire  fubir  à toute 
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forte  de  nombres  l’extraétion  convenable.  On  l’apprendra 
dans  les  trois  Chapitres  fuivanrs. 


De  Fextrafiion  des  racines  , &*  en  particulier  de  la 
racine  quarrée . 

164.  L’Extr action  des  racines  eft  l’opération  inverfe 
de  la  formation  des  puiftances.  On  cherche,  par  exemple, 
dans  celle-ci  le  produit  d’une  quantité  par  elle-inême  , 
pour  avoir  ion  quarré.  Dans  l’autre , on  a le  quarré , fie 
on  cherche  la  racine. 

Elle  eft  très-aifée  à trouver  dans  les  quantités  algébri- 
ques , quand  elles  font  commenfurables  ; &c  comme  nous 
venons  d’indiquer  la  méthode  générale  pour  routes  les 
quantités  monomes  , il  ne  nous  refte  qu’à  traiter  de 
l’extra&ion  de  la  racine  des  polynômes.  Commençons  par 
la  racine  quarrée. 

lôj.Soitlaquantitéu’-P-auarH-a;1  dont  on  cherche  la 
racine  quarrée ....  D’abord  il  eft  évident  que  fi  cette  quan- 
tité qui  n’a  que  trois  termes , eft  un  quarré  complet , là 
racine  ne  peut  être  qu’un  binôme  (iq.1). 

Il  n’eft  pas  moins  évident  enfuite , que  le  premier  de 
ces  termes  eft  le  quarré  de  la  première  partie  du  binôme 
cherché  ; que  le  fécond  terme  eft  le  double  du  produit 
des  deux  parties  de  ce  même  binôme , & que  le  troi- 
lieme  eft  le  quarré  de  la  fécondé  partie. 

Je  fuis  donc  sûr  de  trouver  la  première  partie  du  binôme 
en  prenant  la  racine 
quarrée  de<z\  Ocy^  à1 
=;  a j j’écris  donc  a 
à la  racine.  Puis  je  louf- 
trais  fon  quarré  a1  de 
la  quantité  propofée. 
lime  refte  2 a x-$-xx. 

Mais  puifque  2a  x doit  être  le  produit  du  double  de 


ia 


Raci. 

Divr. 
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la  première  partie  a de  la  racine  par  la  fécondé  , il  eft  claif 

3ue  pour  connoître  cette  fécondé  partie,  il  n’y  a qu’i 
ivifer  2ax  par  2 a.  Le  quotient  +ïme  la  fera  con- 
noître. Car  s’il  eft  vrai  que-+*.v  foit  le  fécond  terme  de 
la  racine , fon  produit  par  2 a , plus  fon  quarré  x 1 étant 
fouftraits  du  refte  que  j’avois  , il  ne  doit  rien  refter.  Or 
pour  avoir  tout  à la  fois  ce  produit  & ce  quarré  , je 
multiplie  (2a  + Jf)  par  x j & j’ai  2 ax-\-xx.  Souf- 
tra&ion  faite , il  ne  refte  rien  j d’ou  je  conclus  que  a ■+-  X 
eft  la  racine  cherchée. 

1 66.  Dans  des  cas  auflî  limjjles,  on  voit  à la  feule 
infpeéfcion  de  la  quantité  donnée,  fi  elle  a une  racine 
quarrée  exa&e , ou  fi  elle  n’en  a point.  Mais  li  on  ne  le 
voyoit  pas  du  premier  abord,  on  ne  tarderoit  pas  à le 
reconnoître,  en  ordonnant  la  quantité,  (13  1)  & en  obt 
fervant  les  réglés  fuivantes. 

I.  Si  la  quantité  propofée  eft  un  quarré  parfait , com- 
pofé  de  trois  termes  , on  eft  sûr  qu’elle  a un  binôme  pour 
racine. 

II.  Si  les  termes  de  cette  quantité  font  tous  politifs  * 
ceux  de  la  racine  feront  tous  politifs , ou  tous  négatifs.  On 
voit  bien  en  effet  que  la  racine  quarrée  de  «1-+-2aè-+* 
y eft  également  a-f-fc , ou — a — i.Mais  lï  le  fécond  terme 
du  quarré  eft  négatif,  l’un  des  deux  termes  de  la  racine 
( n’importe  lequel  ) doit  être  négatif.  Car  a — bt  & — 
a-+-b  fervent  également  de  racine  à la  quantité  a1— ■ 2 a b 
b1. 

167.  C’eft-li  l’origine  de  l’ambiguité  du  radical  quarré  ; 
lequel  eft  fufceptible,  comme  l’on  voit,  du  ligne -+- ÔC 
du  ligne  — . Audi  trouve-t-on  aftez  fouvent  l’occalion  de 
1 ’affeSer  de  ce  double  ligne  ± que  l’on  prononce  plus 
ou  moins , & qui  eft  toujours  fous-entendu  , quand  on  ne 
l’écrit  pas. 

La  racine  de  c1,  par  exemple,  équivaut  à Ht  j/"  c\  c’eft- 
i'dire,  qu’elle  eft  indifféremment -^-c  ou — c,  fans  que 
l’on  puiffe  fe  décider  pour  une  valeur  plutôt  que  pour  une 
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autre , à moins  que  l’état  de  la  queftion  n’exclue  une  des 
deux  valeurs , comme  cela  arrive  quelquefois. 

III.  Après  avoir  au  moins  entrevu  la  poflîbilité  de  l’ex- 
tra&ion  projettée , cherchez  la  première  partie  de  la  ra- 
cine. Vous  la  trouverez  en  divifant  par  2 l’expofant  du 
premier  terme  de  cette  quantité.  Donc  fi  vous  fouftrayei 
de  ce  premier  terme  le  quarré  de  la  racine  trouvée,  il 
ne  vous  refiera  plus  que  deux  termes  dans  la  quantité. 

IV.  Et  de  ces  deux  termes,  l’un  fera  le  double  du 

Iiroduit  des  deux  parties  de  la  racine  totale  j l’autre  fera 
e quarré  de  la  leconde  partie  de  cette  racine.  Tous 
deux  peuvent  également  fervir  à faire  connoître  cette 
fécondé  partie.  Le  dernier,  par  la  fimpte  extradion  de 
fa  racine  \ l’autre , en  le  divifant  par  le  double  de  la 
partie  déjà  connue.  Si  on  préféré  cette  divifion , c’eft 
uniquement  parce  qu’elle  eft  toujours  applicable  aux  quan- 
tités numériques. 

V.  Le  fécond  terme  de  la  quantité  étant  donc  divifé 
par  le  double  de  la  première  partie  de  la  racine , vous 
aurez  pour  quotient  la  fécondé  partie,  & c’eft  alors , que 
pouc  la  vérifier  , vous  la  mulciplierez  par  le  double  de  la 
première  , plus  par  elle- même,  afin  de  voir  fi  ces  deux  pro- 
duits fouftraits  des  deux  termes  qui  reftoient  dans  la 
quantité,  donnent  zéro  pour  réfultat.  Quand  cela  arrive, 
l’opération  eft  finie  , & on  a une  racine  exaéte. 

Application.  On  demande  la  racine  quarrée  de  4P* 
•j-iâp’q'-hiôq*. 

1°.  La  racine  de  4 pf  eft  2 />’. 

2°.  Le  double  de  2 pl  eft^p’. 

5°.  Le  quorient  de  16  p'q1  divifé  par  4p},  eft  4 ç*« 
40.  4 q 1 eft  la  racine  de  16  q *. 

Donc  2 p’rh'H^ft  la  racine  demandée. 
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Voici  les  détails. 


4;>  ‘ -4- 1 6 } 1 -t- 1 6 ? 4 ( 1 />  ’ - 

—4 P*  J 

ù-i-lép'q'-b  i6Q*)4p' 
— 1 6 p'qx — l6q*\ 


p* q'L-\-  16  54^tj,5*+"4?1  • • • ^*c*» 
....  Div*. 


’i  68.  Pour  que  la  racine  foie  un  trinôme,  il  faut  que  la 
quantité  donnée  foit  non-feulement  un  quarré  parfait , mais 
encore  qu’elle  foitcompofée  de  fix  ternies  (141).  Il  en  fau- 
droit  dix  pour  un  quadrinome , & ainfi  de  fuite.  Mais  à 
peine  trouve-t-on  une  fois  dans  la  vie  ces  fortes  d extrac- 
tions à faire , fur  dix  termes.  Nous  nous  bornerons  donc 
à un  exemple  de  racine  trinôme. 

Soit  a*—2a'b1-hb*  —2ci1ci-ï-2bic'-)rce,  dont  on 
cherche  la  racine  quarrée. 

^ -f- ibrc 1 6 æ1— c*  ...  Raci. 

— a*  J 1a1 '.  I.  Div'. 

’ o—t a'bl-hb*  f m1  — • • II.  Div'. 

-i-ta'b1—  A4  44 

’ c — ia*cî-l-iAlc,-t-cs 

-4-iaicî  — ^b1e 5 — c6 


Celle  du  premier  terme  eft  a1,  dont  le  quarté  a 4 étant 
fouftraic  de  la  quantité  donnée,  on  a pour  refte  les  cinq 
autres  termes — 2a,&1  -t-b*  &c. . . Le  premier  terme  de 
la  racine  eft  donc  a1. 

Pour  trouver  le  fécond,  j’abaifte— - 2a*bx-^rb*j  SC  je 
divife  — 2 a'b1  par  2a1. Le  quotient  eft  — &1,  qui  mul- 
tiplié par  2 a1 — b 1 donne  — 2 a'b'-^-b*  pour  produit. 
Je  fouftrais  ce  produit  des  deux  termes  abailTés , & comme 
la  fouftraétion  fe  fait  fans  refte,  je  vois  que  a1 — b1  font 
les  deux  premières  parties  de  la  racine. 

Pour  trouver  la  troifieme , j’abaifte  les  trois  derniers 

termes 
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termes  de  la  quantité  , ôc  je  divife  les  deux  premiers 
par  2 a* — ai1,  quantité  double  de  ce  qui  eft  déjà  à la 
racine.  Le  quotient  eft— c5,  que  je  multiplie  par  2 a1—. 
ai1 — c5;.  Souftradion  faite,  il  ne  refte  rien;  donc  a1— 
i1  — cJ  eft  la  racine  cherchée. 

1 69.  Maintenant  rien  ne  fera  plus  facile  que  d’appli- 
quer aux  nombres,  ces  formules  algébriques  , fur-tour 
après  avoir  décompofé  le  quarm  d’un  nombre  quelconque,' 
comme  nous  allons  y procéder. 

On  fait  que  le  quarré  de  p eft  8i.  Donc  le  quarré  de 
5’-+-4  doit  être  aulfi  8i.  Or  J-f-4  peut  être  comparé  au 
binôme  a -l-  b , en  faifant  x = y , & i=  4.  Ainfi  on  aura 
8i=a1-+-2ui-t-i1}  quantité  dans  laquelle  à*  =-9* 
s=saj. . ,2ab  = 2. 9. 4 =40. . ,i1=41=i 6. 

« 

a1  =2$ 

2ai  = 40 
i1  =16 

J 87 

Mais  comme  $ ==  pareillement  6 + 3 , ou  7^4-2,  ou 
8 -H  1 , le  même  binôme , en  fubftituant  ces  diverfes 
valeurs,  donneroit  toujours  81  pour  quarré. 

S’il  falloir  cependant  retrouver  deux  de  ces  valeurs  plu- 
tôt que  deux  autres  pour  racine , on  fent  bien  qu’il  n’y 
auroit  pas  moyen  de  les  reconnoître  , à caufe  du  mé- 
lange que  les  chiffres  auroient  fouffert  dans  la  compofi- 
tion  de  8 1 : au  lieu  que  dans  les  quantités  algébriques 
rien  ne  fe  mêlej  touc  eft  diftinél  jufqu’à  la  fin  du  calcul. 
Auffi  reconnoît-on  mieux  la  marche  qu’il  faut  fuivre  dans 
l’extraétion  de  leurs  racines. 

Le  nombre  54  étant  auffi  décom-  Ça*  — 2900 
pofé  en  deux  parties,  5'0-f-4»  < 2ab=  400 

trouvera  fubftitution  faite,  que  fon  ^ b*  = 16 

quarré  eft. 2916 

G ‘ 
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Enfin  fi  on  décompofe  523  en  700-4-20 -H  3,  Sd 
que  l’on  fâfle  4 = 700 . . . . b = 20 . . . . c = 3 , on  trou- 
vera que  fon  quarré  contient  exactement  les  mêmes  par- 
ties, que  celui  de  a + t + c.  Ces  parties  font  ^141) 


a* 

tss 

2JOOOO 

2 ab 

=3 

20000 

b' 

= 

4OO 

2ac 

= 

3000 

zbc 

120 

cl 

= 

9 

(j23  y 

== 

273729. 

170.  On  peut  donc  élever  toutes  fortes  de  nombre* 
au  quarré,  fans  les  multiplier  par  eux- memes.  Il  fuffic 
de  leur  appliquer  la  formule  du  binôme , & d’additionner 
les  termes  qui  en  réfultent.  Encore  un  exemple.  Quel 
eft  le  quarré  de  607? 

Je  fuppofe  a = 600... b — j,  Sc  je  trouve  a*  = 1 
360000...  2 ai  = 8^00...  b = 4$. -y  donc  (607)* 
= 368449. 

1 7 1 . Après  nous  être  allurés  que  les  quarrés  des  nom- 
bres contiennent  les  mêmes  parties  que  les  quarrés  des 
quantités  algébriques  , nous  ne  pouvons  pas  douter  que 
la  méthode  d’ extraction  ne  foit  la  même,  à quelques 
différences  près  , que  le  mélange  des  chiffres  doit  exiger. 
La  première  de  ces  différences  eft  qu’il  faut  commencer 
l’operation  par  la  gauche  , au  lieu  que  dans  l’Algèbre 
on  réufliroit  également  des  deux  côtés. 

La  fécondé  différence  confifte  à partager  le  nombre  donc 
on  veut  extraire  la  racine  quarrée  , en  tranches  de  deux 
chiffres  chacune  , en  commençant  par  la  droite , ce  qui 
ne  biffera  dans  tous  les  nombres  impairs  de  chiffres, 
qu’un  feul  chiffre  pour  la  derniore  tranche. 

.172.  Ce  partage  feroic  inutile,  fi  les  parties  des  quaN 
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tés  numériques  fe  préfentoient  toutes  féparées , comme 
celles  des  quarrés  algébriques.  Mais  ne  formant  qu’un 
feul  tout , on  eft  oblige  de  les  divifet  ainfi , pour  favoic 
de  combien  de  chiffres  la  racine  doit  être  cempofée* 
C’eft  qu’en  élevant  au  quarté  différents  nombres;  on  a 
reconnu  i°,  qu’un  nombre  fimple  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  chiffres  à fon  quarré;  2®,  qu’un  nombre  compofé 
de  deux  chiffres  n’en  fauroit  avoir  plus  de  quatre  à fon 
quarré  , & qu’en  général  , le  quarré  d'un  nombre  quel- 
conque ne  peut  avoir  tout  au  plus  quyun  nombre  de  chiffres 
double  de  celui  dont  ce  nombre  ejt  compofé. 

173*  Il  doit  donc  y avoir  autant  de  chiffres  à la  ra^ 
cine  quarrée  d’an  nombre  j qu’il  y a de  tranches  dans 
ce  nombre.  La  racine  de  1845) , par  exemple,  doit  en 
Avoir  deux  que  l’on  déterminera  de  la  maniéré  fui- 

vante.  * 

On  cherchera  d’abord  le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  18.  C’eft  1 6,  dont  on  mettra  à l’écart  la  racine 
4.  On  fouftraira  enfuite  de  1 8 ce  quarré  1 6 qui  repré-* 
fente  ici  a , & 011  écrira  au-deffous  le  refte  2. 

A côté  de  ce  refte  i 
on  abaifTera  la  tranche 
fuivante  45) , & on  aura 
24^  pour  repréfenter  les 
deux  autres  termes  2 ab 
r-b 1 de  la  Formule. 

Nous  avons  donc  trouvé  4 dixaines;  donc  pour 
trouver  le  nombre  b d’unités  , il  n’y  aura  plus  qu’à  divifer 
par  8 = 2a,  la  quantité  qui  tient  lieu  de  2 ab.  Or 
cette  quantité  eft  toujours  renfermée  dans  le  refte  de  la 
première  tranche  , joint  au  premier  chiffre  de  la  fécondé,1 
C’eft  donc  ici  24  qui  doit  fer  vie  de  dividende  - coque 
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ron  peut  marquer  par  un  point  mis  fous  le  4 , qui  efï 

le  premier  des  chiffres  abaiffés. 

Divifant  maintenant  24  par  8 , le  quotient  fera  3 , 
qu’il  ne  faut  pas  mettre  à la  racine , fans  s erre  alluré  qu’il 
a les  qualités  requifes  pour  y être.  On  s’en  affluera , en 
le  foumettant  aux  mêmes  épreuves  que  la  quantité  b , 
c’eft-à-dire,  que  l’on  multipliera  ce  quotient  3 =b  par  8 
dixaines  = 2 a , jointes  à 3 unités  , afin  de  voir  fi  le  pro- 
duit de  83  par  3 peut  fe  fouftraire  de  245). 

Comme  ce  produit  donne  le  même  nombre  24P  , la 
fouftraéfcion  ne  laifle  point  de  refte.  On  eft  donc  sûr  alors 
que  3 eft  le  fécond  chiffre  de  la  racine  cherchée.  Et  la 
preuve  que  43  eft  vraiment  cette  racine , c’eft  qu’en  éle- 
vant 43  au  quarré , on  retrouve  1 84p. 

Autres  exemples.  Quelle  eft  la  racine  de  121  ? . : 3 
Rép.  . . IX  fans  refte. 


I,2I( 

fl  I . . . 

. Raci. 

1 

[2  • • • • 

. Div*. 

21 

21 
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Quelle  eft  la  racine  de  pppp?  . ^ • Rép. . ; . pp  , avetf 
•;ip8  de  refte. 

*-  ~ 

pp, pp  fpp  . . . . Raci. 

81  \Ï8". . . . Div*. 

1 ' ■ :i8pp  * "• 

1701 

. Quelle  eft  la  racine  de  273  pp  Rép.  ï : ; 52/ 
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fans  refie.  Car  d’abord , ou  voit- que  cette  racine  doit  avoir 
trois  chiffres.  On  voit  enfuite  que  le  premier  doit  être  un 
y , parce  que  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  27  eft  2y. 
On  mettra  donc  y à la  racine , & on  fouftraira  fon  quarré 
de  27.  Il  reliera  2 , à côté  duquel  on  abailfera  la  fécondé 
tranche  37  j après  quoi  mettant  un  point  fous  le  3 , on 
divifera  23  par  10.  Le  quotient  fera  2. 

Mais  avant  que  de  placer  ce  quotient  à la  racine , on 
l’ajoutera  à la  fuite  du  divifeur  10,  & on  multipliera  102 
par  ce  quotient.  Le  produit  fera  204  , qui  peut  être  fouf- 
rrair  de  23  y.  Le  chiffre  2 eft  donc  la  fécondé  partie  de 
la  racine  demandée , & comme  on  n’en  eft  sûr  qu’après 
cette  épreuve , il  ne  faudra  mettre  qu’alors  2 à la  racine. 
Reprenant  enfuite  le  fil  de  l’opération  , on  dira  : 

Le  refte  de  2 3 y , quand  on  en  a ôté  204,  eft  3 1 , à 
côté  duquel  il  faut  abaiifer  la  rroifieme  tranche  , 25).  Le 
nouveau  dividende  fera  donc  312,  & pour  divifeur  on 
aura  104  , qui  eft  le  double  de  y 2 déjà  mis  à la  racine. 

Le  quotient  fera  3 , que  l’on  vérifiera  en  multipliant 
[1043  Par  3i  & comme  le  produit  3129  eft  égal  au 
refte  de  l’opération,  on  conclura  que  523  eft  la  racine 
demandée.  Voici  le  calcul. 

^7»3f»29/5'23 Raci. 

lIO 1.  Dm 

2 3 y,  /104 IL  Div. 

2 04  ** 

"3Ï2P 

• 

3J29 

o 

Enfin  s’il  falloir  chercher  la  racine  du  nombre  4243600  i 
je  ferois  déjà  sûr  qu’elle  doit  être  compofée  de  quatre 
chiffres  j & que  le  dernier  doit  être  un  zéro , au  cas  que 
le  nombre  propofé  foie  un  quarré  parfait.  Je  ne  tarde  pas 

G iij 
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à connoître  ces  quatre  chiffres  au  moyen  du  calcul  fuî-f 
vant. 

4,24,35,00  f 2060  . R. 

^ (,  4 1.  D» 

2435  f 40 II.  D. 

243^  ^ 4^  * • ' • HI* 

o 

174.  Pour  s’affermir  de  plus  en  plus  dans  la  pratique 
de  cette  réglé , on  pourra  s’exercer  fur  les  exemples  fui-, 
vants. 

Vq  2 8 5 s 4 — P/A- 
y imo8888p  = E", 
y 5100000027  =5  F", 

177.  Comme  il  eft  très-rare  qu’un  nombre  pris  au  bai 
zard  foit  un  quarré  parfait , on  ne  doit  guere  s’attendre  à 
trouver  des  racines  exaétes.  Il  y a prefque  toujours  un  refte  * 
après  la  derniere  fouftra&ion.  Mais  alors  fi  on  n’a  pas  be- 
foin  d’une  très-grande  exa&itude  , on  néglige  ce  refte  a 
dont  il  n’eft  pas  poflible  de  tirer  une  feule  unité  de  plus 
pour  la  racine, 

Si  l’on  veut  cependant  en  tenir  compte,  on  calculera 
des  décimales  pour  la  racine , en  ajoutant  fucceffivement 
deux  zéros  à chaque  refte , & en  continuant  l’extraétion 
autant  qu’on  le  jugera  à propos. 

Après  avoir  trouvé , par  exemple , que  624  eft  la 
racine  approchée  de  3 85)485» , 8c  qu’il  refte  1 1 3 , j’ajoure 
deux  zéros  à ce  refte  ; & regardant  624  comme  la  pre^. 
miere  partie  d’une  racine  compofée  de  deux  termes , je  le 
double,  pour  avoir  le  troifieme  divifeur  1248, 
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Le  dividende  qui  lui 
correfpond , eft  1130; 

1 le  quotient  qui  en  ré- 
fuite  eft  o que  je  mers 
au  premier  rang  des  dé- 
cimales. 

J’ajoute  deux  autres 
îéros  à 11300,  ôc  je 
prends  1 13000  pour 
dividende.  Le  divifeur 
eft  J2480.  Le  quotient 
eft$. 

Avant  de  l’écrire  à la  racine , je  le  place  a la  fuite  de 
,12480  , & je  multiplie  1 24805?  par  c?.  Le  produit 
1123281  pouvant  être  fouftrait  de  11 30000,  je  mets 5? 
au  fécond  rang  des  décimales. 

S’il  falloir  encore  plus  d’exaditude , on  continuerait 
d’ajouter  deux  zéros  chaque  fois.  Le  calcul  n’a  plus  d’autre 
difficulté  que  celle  de  la  longueur. 

lyd.  On  extrait  la  racine  d’une  fradion,  en  extrayant 
celle  de  chacun  de  fes  termes  Ainfi  - = f , puifque  | x j- 

= j.  De  même  7 = 7.  Mais  quand  le  numérateur  & le 
dénominateur  ne  font  pas  des  nombres  quarrés , on  ne  fait 
qu’indiquer  l’extradion  en  mettant  le  figne  radical  avant  la 
rradion,  ou  bien  on  réduit  la  fradion  en  décimales  (P4)* 
3c  l’on  fait  l’extradion  de  la  racine , comme  on  vient  de  le 
pratiquer  pour  les  reftes  des  quarrés  imparfaits. 

177.  Par  tout  ce  détail,  on  voit  alfez  que  l’extradioi» 
des  racines  fe  rapporte  à la  divifion , comme  la  formation 
des  pi.iftances  fe  rapporte  à la  multiplication. 

On  doit  voir  auflî  que  l’Algèbre  limplifie  beaucoup  Ie& 
raifonnements  qu’il  faudroit  faire  pour  démontrer  par  l’A- 
rithmétique feule  les  réglés  de  l’extradion , celle  fur- 
tout  qui  preferit  de  divifer  chaque  fois  par  le  double  de 
ce  qui  eft  la  racine.  Mais  ce  n’eft  encore  là  qu’une  foible 
preuve  de  la  fupédorité  de  l’Algèbre  fur  l’Arithmétique* 
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De  V extraction  de  la  racine  cubique. 

17S.  On  a trouvé  des  réglés  pour  extraire  la  racine  cubique  , 
en  raifonnant  fur  la  naruife  des  polynômes  élevés  au  cube , comme 
rous  l’avons  fait  pour  la  racine  quarréc.  Mais  ces  règles  font  fi  com- 
pliquées , & d'ailleurs  il  eft  fi  rare  de  trouver  l’occafion  de  les  appli- 
quer , que  ce  n’eft  prefque  pas  la  peine  de  les  apprendre.  Cependant 
pour  ne  pas  les  omettre  tout-à-fait,  nous  les  appliquerons  à quelques 
exemples. 

Soit  propofé  d’extraire  la  racine  cubique  de  al  -4-  6 axb  -+-  ia  a b* 

•+•  %b> Il  eft  clair  qu’au  cas  qu’il  y en  ait  une  , elle  doit 

être  compofée  de  deux  termes  ( 145  ). 

Cela  pofé  , je  vois  que  le  premier  terme  de  la  quantité  donnée 
eft  a5 , dont  la  racine  cubique  eft  a , que  j’écris;  je  prends  le  cube  a* 
de  cette  racine  , & je  l’ôtc  de  la  quantité  propoféc;  refte  6 a1  b -{- 
Xzabl-4-ib'. 

Je  dis  enfuitc  ; dans  ce  refte,  il  y a un  produit  du  triple  du 
quarré  du  premier  terme  a que  je  viens  de  trouver,  par  le  fécond 
terme  que  je  cherche:  j’élève  donc  a au  quarré  a 1 ; je  le  triple  & 

j’ai  3 a'-,  par  lequel  je  divife  le  refte,  en  difant;  — — = ii.  Mais 

I41 

fi b eft  le.  fécond  terme  de  la  racine,  la  fomme  de  fon  pro- 
duit par  3 a' , plus  le  produit  de  fon  quarré  par  3 a , plus  fon  cube , 
doit  être  égale  au  refte  de  la  quantité.  Or  cette  fomme  eft  effec- 
tivement 6 a'  b-i-n  abl-\-Zb!  , comme  le  refte  delà  quantité:  donc 
la  racine  cubique  cherchée  eft  a-4-zb. 

179.  Pour  les  nombres,  il  faut  d’abord  connoîcre  les  dix  premier* 
cubes  parfaits. 

Cubes 8.  17.  64.  Iiy.  ai6.  343.  ju.  719.  1000. 

Racines  cub. . 1.  z.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10. 

Ce  qui  a donné  lieu  de  remarquer  qu’un  nombre  ne  peut  avoir 
à fon  cube  plus  que  le  triple  de  les  chiffres;  car  10,  premier  des 
nombres  compofés  de  deux  chiffres , a pour  cube  1000  , premier  dc9 
nombres  compofcs  de  4 chiffres,  roo  premier  des  nombres  de  $ 
chiffres,  a pour  cube  1000000  premier  des  nombres  de  7 chiffres, 
&c.  On  peut  même , par  une  femblable  induélion , conclure  en 
général,  qu’un  nombre  compoje  de  n chiffres , n’en  peut  avoir  à fa 
puiffance  p plus  que  pn  n en  exprime. 

Cela  pofé,  foit  le  nombre  74088  dont  on  demande  la  racine  cu- 
bique « , . Il  faut  le  partager  en  tranches  de  trois  chiffres  chacune  „ 
en  allant  de  droite  à gauche  , fauf  à n’en  laiffer  qu’un  ou  deux  pouf 
U dernière  tranche.  Il  faut  dire  enfuitc  la  raciuc  cubique  1a  plu* 
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proche  de  la  première  tranche  74 , eft  4 ; j'écris  4 à la  racine,  j'éleve 
4 à fon  cube,  & j’ai  64  cjuc  je  fouftrais  de  74  ; refte  10.  J’abaifTc  la 
féconde  tranche  c88  à côté  du  refte  to.  J’éleve  au  quarré  la  pre- 
mière partie  trouvée  4 , laquelle  doit  valoir  40  à l’égard  du  fécond 
chiffre  que  nous  cherchons;  j’ai  1600  que  je  tripîe  , & j’écris  le 
.produit  4800  pour  divifeur.  Puis  je  dis, = z ; nombre  qu’il 
faut  éprouver  avant  de  l’écrire  à la  racine.  Pour  cet  effet , je  multi- 
plie le  divifeur  4800  par  la  fécondé  partie  trouvée  ; le  produit  eft 
9600,  que  j’écris  à l’écart;  j’éleve  1 au  quarré  4 , je  le  multiplie 
par  40,  qui  eft  la  première  partie  de  la  racine,  j’en  multiplie  le 
produit  160  par  3 , & j’écris  le  nouveau  produit  480  au-deffous  de 
5600.  Enfin  j’éleve  1 au  cube,  & j’ai  8 que  j’écris  au-deflous  de 
480.  J’ajoute  enfemble  les- deux  produits  & ce  cube  , & parce  que 
leur  fomme  10088  eft  égale  au  refte  10088,  & qu’il  n’y  a plus  de’ 
tranches  à abaifTcr,  je  dis  que  la  racine  cubique  de  74088  eft  pré- 
cisément 41. 


74,088 

64 
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^4800 
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Autre  Exemple.  Soit  propofé  d’extraire  la  racine  cubique  du 
nombre  5505471  ....  Je  le divife  par  tranches  à l’ordinaire  ,&  je 
dis;  la  racine  cubique  la  plus  proche  de  la  tranche  5 , eft  1 ; le  cube 
de  1 eft  1 , je  l’ôte  de  5 , refte  4.  J’abaiffe  la  féconde  tranche , 8C 
j’ai  4505.  Je  dis,  1 étant  la  première  partie  de  la  racine  , vaut  1 1 
a l’égard  de  la  fécondé;  le  quarré  de  to  eft  100,  fon  triple  eft 
300,  je  divife  4505  par  300  , en  difant , en  45  combien  de  fois  5 ï 
il  doit  y être  14  fois;  mais  parce  qu’on  ne  met  jamais  plus  de  9 
au  quotient,  & même  qu’en  y mettant  9 dans  le  cas  préfent,  on  y met- 
troit  trop , comme  il  eft  aifé  de  s’en  afturer  par  les  réglés  précé- 
dentes , je  trouve  après  avoir  eflayé  9 & 8 , qu’ils  ne  conviennent 
pas  : j’effaye  7. 

Eç  pour  cela,  je  multiplie  d’abord  300  par  7 ; j’ai  noo  pour  pro- 
duit: puis  7 x 7 = 49,  enfuite  49  x 10  = 490,  enfin  490  x J = 
1470;  j’écris  1470  au-de/Tous  de  noo.  Après  quoi  je  dis:  7x7x7 
= 343,  je  l’écris  au-deffous  de  1470,  j’ajoute  enfemble  noo, 
1470,  8c  343,  & parce  que  la  fomme  391;  peut  fe  fouftraire  du 
nombre  4305,  je  conclus  que  le  chiffre  7 eft  le  fécond  de  la  racine 
que  je  cherche. 

Comme  il  eft  refté  391  de  la  derniere  fouftraélion , j’abaiffe  à 
«cté  de  ce  refte  la  troiûcmc  tranche  471 , & je  regarde  17  que  j’ai 
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déjà  tronvé,  comme  la  première  partie  de  la  racine  : clic  vaut  donc 
170  à l’égard  de  la  partie  qui  m'occupe  ; j’en  prends  le  quarré  18900, 
je  le  triple,  & j’ai  86700,  par  lequel  je  divifc  le  troifieme  membre 
352471 , j’ai  le  quotient  4.  Pour  le  vérifier  , je  multiplie  le  divi- 
feur  86700  par  4,  & j’écris  au-deflous  le  produit  346800.  Puis  4X 
4=16  ....  16  x 170  x 3 = 8160.  J’écris  8160  au-de/Tous  de 
346800.  J’écris  encore  au-delîous  le  cube  de  4,  qui  eft  64  J’ajoute 
ces  trois  quantités  , & j’ôte  leur  fomme  335014  du  troifieme  mem- 
bre 391471,  refte  37448.  Et  parce  qu’il  n’y  a plus  de  tranches  à 
abaïiïer,  je  dis  que  la  racine  cubique  demandée  eft  174,  & que  le 
nombre  donné  n'cft  pas  un  cube  exaét,  mais  qu’il  a 37448  unités 
de  trop. 

Si  l’on  veut  avoir  égard  à ce  refte  , il  faut  chercher  des  décimales 
pour  la  racine.  On  les  trouve , en  ajoutant  aux  reftes  autant  de  fois 
trois  zéros,  que  l’on  veut  avoir  de  décimales,  & en  continuant  l’cr- 
«raétion , regardant  chaque  fois  tout  ce  qui  a déjà  été  trouvé  à b 
racine  , comme  la  première  partie  d’une  racine  dont  on  cherche 
la  féconde.  L’exemple  fera  mieux  comprendre  tout  cela. 


47» 

f 174,4  T SCC.  . . 

1 «.«••.  • Rie» 

I 

) 500  

....  I.  Div. 

4301 

867OO 

. ...  II.  Div. 

5913 

9082800  . . . 

. . . III.  Div. 

39147» 

355014 

9H460800  , . 
&c. 

„ , . IV.  Div. 

37448000 

36414784 

1033116000 

911513111 

110702879  &c. 

La  longueur  des  opérations  qu’il  faut  faire  pour  ces  fortes  d'extrac- 
tions approchées , rend  encore  plus  précicufcs  les  deux  méthodes 
fuivantes. 

Deux  Méthodes  pour  extraire  par  approximation  les 
Racines  d’un  degré  quelconque. 

180.  La  Formule  du  binôme  eft  d’une  grande  utilité,, 
pour  l’extraction  des  racines  approchées  , quand  il  n’y  a pas 
moyen  d’en  avoir  d’exaétes  ; ce  qui  arrive  tres-fouvenr. 

Si  on  demandoit , par  exemple  a la  racine  quarrée  de 
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a *—  X*y  il  eft  clair  (165')  que  par  quelque  méthode  que 
ce  fût,  on  ne  parviendroic  jamais  à la  trouver , d’une 
maniéré  rigoureufe  ; de  forte  qu’en  multipliant  çnfuite 
cette  racine  par  elle-même  , on  reproduisît  la  quantité  a *■ 

— x \ On  a recours  alors  aux  méthodes  d’approximation  ; 
qui  font  la  derniere  relïburce  des  calculs  défefpérés. 

Ces  méthodes  font  des  applications  plus  ou  moins  di-< 
reéfces  de  la  Formule  fi  connue  pour  élever  un  binôme 
à une  puiflanee  quelconque  ( lq8  ).  Car  telle  eft  la  géné- 
ralité de  cette  Formule  , quelle  s’étend  à tous  les  cas  des 
puilTances  fra&ionaires,  qui  ne  font  autre  chofe,  comme 
l’on  fait  ( I yp)  , que  des  racines  à extraire. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  la  racine  approchée  de 

a1 — x* D’abord  on  comparera  cette  quantité  avec 

celle  du  binôme  & on  fuppofera  que  à1  tienc 

ici  lieu  de  a,  que  — xx  tient  lieu  de  & ; & que  m — 
Puis  on  fubftituera  ces  trois  valeurs  aux  lettres  qui  les  repré- 
sentent dans  la  Formule 

( a-\~b  )m=  Ctm  H-  m ûm_I  b -f-  m.  - — - a™'1  i’-F-m. 

£}-4-&C. 

Et  on  aura  , toute  réduction  faite  > 

**  y*»  7x'- 

Sa*  ïCa* - izSa7  ij 6a* 

— Scc. 

loi  4a11 

’ * <■ 

î8r.  On  eût  trouvé,  quoique  d’une  maniéré  plus  laborieufe,  la 
même  férié , par  la  fimplc  réglé  de  l’extraétion , telle  que  nous  l’avons 
donnée  Car  la  racine  quarrée  de  a 1 eft  a.  Souftrayant  a1  de  la 

quantité  a' — x1,  refte  — af  qu’il  faut  divifer  par  i a.  On  a donc 

x l x* 

— — pour  le  fécond  terme  de  la  racine  : fon  quarré  eft  j 8c  fon 
produit  par  za  eft  — x1.  Otant  donc  ces  deux  termes,  du  premier 

X * 

refte  — x1,  on  aura  pour  fécond  refte  — ^7  qu’il  faudra  divifer 
par  le  double  de  tout  ce  qui  eft  déjà  à la  racine. 
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**  X* 

Ce  nouveau  divifcur  eft  i a — — ; on  aura  donc  — pour  troî-* 

** 

fieme  terme  de  la  racine.  Le  quarré  de  ce  terme  eft  - — j-  , & Ton  pro- 

Xx  X* 

duît  par  — eft  — -4-  Souftrayant  donc  ce  produit  du 

*♦  *ff  ** 
refte  — ■ , on  aura  pour  troiueme  refte  — > quc  l’oa 

divifera  par  le  double  de  ce  qui  eft  déjà  à la  racine  j & de  cette 
x6 

divifion  proviendra»—  Ttâ^  » quatr>emc  terme  de  la  férié.  En  con- 
tinuant le  même  procédé , on  trouveroit  les  termes  fuivants  ; &,  voilà 
où  l’on  en  étoit  réduit , Iorfque  Newton  publia  fa  formule. 

182.  Au  lieu  d’écrire  les  coefficients  tout  réduits  * 
comme  nous  l’avons  fait  ( 180) , on  eut  pu  les  écrire  tout 
au  long , ce  qui  eut  fervi  à faire  connoître  la  loi  qu’ils 
obfervenr.  Alors  on  eût  trouvé  que  ..... 


1 *'  1 1 X ♦ I I J 

z a 2 4 ni  x 4 6 a* 

M- S-7  *‘° , 

1.4.6. 8.io‘  a3  1.4.6.8.10.11’  a'1 


M-f 

2.4»6«8 

Scc.&cc. 


Où  Ton  voit  que  les  nombres  pairs  font  les  feuls  qui  en- 
trent dans  la  compofition  des  dénominateurs , tandis  que 
les  feuls  nombres  impairs  fe  trouvent  dans  les  numéra- 
teurs. Il  eft  donc  bien  facile  de  pouffer  l’approximation 
suffi  loin  que  l’on  voudra. 

Si  au  lieu  de  la  quantité  a* — x * on  avoit  a’-f-ar1,' 
le  réfultat  feroit  le  même  , aux  fignes  près  , qui  devien- 

^ | f j 

droient  alternatifs.  Car  f a’-HO1  —a-i .— . 

v 1 ' z a z 4 


2.4.6  a> 


’. — &c. 


183.  Les  racines  approchées  des  nombres  qui  n’en  ont 
pas  d’exaétes  , fe  calculent  aifément  par  ces  formules. 
Exemple. ....... . On  fait  que  la  racine  quarrée  de 

5 eft  entre  2 de  3.  Pour  la  trouver  d’une  maniéré  appro- 
chée , partageons  y en  deux  parties , dont  l’une  foit  4 , 

6 l’autre  1.  Npus  aurons  a1  = 4. ...  a :l  = 1 ....  Se 


Digil 


&c. 
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= C 4 ■+•  i y =2  — 


i 

» 


< 

4 


1 


En  s’arrêtant  aux  deux  premiers  termes , on  auroit  2 *+i 
— pour  la  racine  de  y ; ce  qui  n’eft  pas  tout-à-fair  jufte  , 

puifque  2 ou élevés  au  quarré  donnent  ^ = ^ 

■+■  Cette  première  approximation  nous  montre  donc 


que  la  racine  cherchée  eft  entre  2&2+j. 

Si  on  calcule  les  trois  premiers  termes  de  la  formule  - 

¥ ¥ 1 e f 4 4 

on  trouvera  2 4 


t — ^)OU2+^°u^  pour  racine. 

°c  (7r)‘=^r = s - js?  L”  tacine  aPPtochée 


eft  donc  plus  grande  que  2 + ^.  Mais  nous  venons  de 

voir  qu’elle  eft  moindre  que  2 4-  — =s  2 4-  — . Elle  eft 

4 44 

, 16  ï< 

donc  entre  2 4-  — & 2 4- 

*4  *4 


En  calculant  d’autres  termes , on  relferreroit  de  plus 
en  plus  les  limites  entre  lefquelles  eft  comprife  la  racine 
de  y j fans  pouvoir  cependant  parvenir  à fa  vraie  valeur  ; 
car  la  racine  de  y eft  incommenfurable , c’eft-à-dire  ,■ 
qu’il  n’y  a aucun  nombre  ni  entier,  ni  fraélionaire,  qui, 
multiplié  par  lui-même  , puilTe  donner  y pour  produit. 
Cela  eft  évident  pour  les  nombres  entiers  , & on  trou- 
vera fans  beaucoup  de  peine  la  raifon  pour  les  nombres 
fxadtionaires.  1 

Aurre  exemple.  Soit  propofé  de  trouver  la  racine  de 
8 ....  Je  fais  8 =9  — 1 ....  a1  =9  = & je 

fubftitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (a2  — x 2 /. =s a — . 

—,  — -,  -7  — - &c.  Je  trouve,  en  ne  calculant  que 

% a x 4 * 
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les  deux  ptemiers  termes . . . . ( 9 — i)*  = 3— -^-=2^ 
i-  = — . Cette  valeur  n’eft  pas  bien  exacte , puifque  le 

quarré  de  — eft  — / =8  + 1 Mais  en  calculant  les 

■*  6 36  36* 

• • * X I 

trois  premiers  termes  , j’aurai  (9  — . 1 )*  =»  3 — — - 

/. - 1T  . f 6 

j valeur  plus  approchée  , puifque 


611 


ll6 


37 

:U 


73 


46656* 

Et  pour  mener  encore  plus  rapidement  l'approxima- 
tion, je  ferai  8 = -7?*71- H-  ; . . . a1  =iZ*i”  ou 

3'  46656  46656  46656  » 

^^77)  ....  **=  j après  quoi  je  calculerai  les  deux 

ou  trois  premiers  termes  de  la  formule.  On  trouvera  le 
réfultat  fous  la  lettre  G". 

184.  L’extradion  des  racines  cubiques  fe  fait  en  fui- 
vant  les  mêmes  procédés.  11  n’y  a de  différence  que  dans 
les  fubftitutions  de  l’expofant.  Pour  avoir  donc  la  racine 
cubique  de  a -+  x,  on  écrira 

fa •+*  x)~ = a}  'x-l T 1 ^ aTl  xl  •+■  &cj  d’ 


’où 


■ T * •*  "J. 

l’on  tirera  (a-+a :)  3 ± a ~ b — a5  bx  -f- 


b ’ar* — &c. 


Cette  expreflion  peut  prendre  au®  la  forme  radicale 
fuivante  (1 63). 


|/"  ( a 4-  £ } = >/"  a Hh  f — 


i_r3  -i--r+ 

ux  1*3* 


4-  &c. 


7îj 


j/V  |/a®  j/a1* 

* - ’ < 

Donc  y* ( 1 = , _ f g - 

&c.  - , - 


*4» 
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Quand  il  s’agit  de  la  racine  cubique  d’un  nombre  , 
on  parvient  à l’obtenir  au  moyen  des  fubftitutions  cou-, 
venables. 

Exemple.  Quelle  eft  la  racine  cubique  de  2 ? ....  Je 
dccompofe  2eal+i,  & faifant  a= i ...,b=  I . . . , 

jaiC  l + l)i  = l + - — h — — Sec. 

A 3 9 8i  14} 

Si  je  m’arrête  aux  deux  premiers  termes , la  racine  apJ 

prochée  devient  y.  Or  (y)  = 2+  ^.Donc  certe 

valeur  eft  trop  grande , de  -y-. 

Prenons  au  lieu  de  2 , la  quantité  qui  lui  eft  égale  ^ 

*4  i°  _ r r *4  i 10 

— — — , oC  luppolons  a — — ■ . . . L—  — — ; nous  au-, 
*7  17  rr  17  17 

64  ïo  1 4 j 

rons  ( — — — ) 5 =-  — — pour  les  deux  premiers  ter-; 

mes.  Réduifant  j — ■—  à la  quantité  ~ , on  trouvera  que 
’ 7*337i  _ . 707?  4.  r 9* 


Ainfi  — eft  déjà  une 

373148  71  > 


71/  37} l4® 

racine  fort  approchée  de  celle  que  l’on  demande. 

Autre  exemple.  Quelle  eft  la  racine  cubique  de  100?....  Rép. 
4 -4-  une  fraétion  que  l’on  déterminera  d’une  manière  approchée  » 
par  le  calcul  fuivant. 

Soit  100  = ut  — i*.  ( Le  but  de  cette  transformation  eft  d’avoir 
pour  a un  cube  parfait  ).  Soit  1 1 j = a . . . . 15  = b.  On  aura,  en  ne 

calculant  que  les  deux  premiers  termes  de  la  formule , 

1 » .2  T 
0 J ! J 1 T o 

(i*y  — M>  =(»»5)  — J.tij  .2.J  — &C=J  — -• 

‘ J 1 14 

Donc  la  première  approximation  donnera  1 00  — 4 -f-  v = -ç 

quantité  an  peu  trop  grande  , puifque  (—)*  ___  ^744  Joi 

On  fera  donc  100  = — , & par  de  nouvelles  fubftitu- 

• 17  • t . . i°47  i8t 

tions  , on  trouvera  pour  racine  plus  approchée, = 4 -1 1 

r r rr  441  44i* 

Ce  réfultat  furpaffe  encore  la  racine  cubique  de  100  ; puifqueé^lZV 
8*77337813  6*85713  _ „ \*41-' 

— -iit<à^  = "l|-|-i!imr1=  103 • 008  *“•  i'w«- 
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ximation  eut  <5 té  plus  prompte  par  la  voie  des  Logarithmes, 

Il  en  feroic  de  même  pour  les  racines  quatrièmes , 
cinquièmes , & fuivantes. 

Mais  comme  les  approximations  que  l’on  obtient  par 
cette  méthode  font  quelquefois  trop  lentes , nous  ajou- 
terons celle  que  Halley  inféra  dans  les  TranfaElions  Phi- 
lofophiques  de  1694. 

i8f.  Seconde  Méthode.  Soit  propofé  généralement  d’extraire  pat 
approximation  la  racine  m d’une  quantité  quelconque  an  b ... . 
On  peut  fuppofer  que  cette  racine  eft  repréfentée  par  la  quantité 
a exprimant  un  nombre  entier  , & d la  fra&ion  décimale 
qu’il  faut  ajouter  à ce  nombre  pour  avoir  la  racine  cherchée. 

m m 

Cela  pofé,  on  aura  a 4-  d = Donc  (a  + é)  =a* 


77i . m~  I 

Ï+.  b.  Donc  a"  4-  772  am"  d 4-  “7—  «”’J  d1  4- &c  = am  + b. 

Négligeant  les  termes  où  la  fraélion  d eft  élevée  aux  puilfances  fu- 
péricures  au  quarré  , effaçant  de  part  & d’autre  am , & divifant  le 

m- 1 y 

xefte  par  m , on  aura  am'1  d-\ a”'1  d2^=~] 

1 m • 

Multipliant  enfuite  par  x , divifant  par  771—1  am~2 , 8c  ordon* 
la  lb 

nant,  on  trouvera  d1  4-  d = -+-  ~ml  ---.  Complétant  le  quarré, 
extrayant  la  racine  , & tranfpofant , il  viendra  d =: 


— a 

772'  I 


V C(m-i)1  — am~ 1 


772772-771)  am~ 

Enfih  fi  l’on  ajoute  a aux  deux  membres  de  cette  équation , on  aura 
généralement  pour  l’extraéÜon  d’une  racine  approchée  quelconque , 

fl+é=i/'a"+  b ) — 22 -f-1/  (. -4 J, 

De  cette  Formule  générale  dont  Halley  ne  parle  pas  , découlent 
par  de  fimples  fubftitutions  toutes  les  formules  particulières  qu’il  a in* 
férées  dans  (on  Mémoire.  Leur  principale  utilité  confifte  à donner  des 
approximations  que  les  Tables  ordinaires  de  Logarithmes  ne  fauroient 
donner.  Commençons  par  détailler  ces  formules. 
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y(«*  dz6)  = ia+  * (iaa±  j-^') 

, Jr&±l)  = t°  + y - 

1-  S b \ 

y(*'±i)  = i*  + ; 

y(*ï±i)  = la  + y'(£aa±-L) 

y O7  ± t>) — 4 a ■+•  V ( 7ïaa±  ^7  ) 

&c.  &c.  &c. 

t 

Maintenant  faifons-en  une  application , en  nous  propofant  de  trouver 
la  racine  cinquième  de  161900  avec  1 1 décimales. 

Je  divife  par  j le  logarithme  de  161900  qui  eft  3,1091468  : j’ai 
1,0418494,  logarithme  de  11,011,  racine  approchée;  je  fais  11,011 
= a : j’éleve  11,  ou  à la  cinquième  puiflance , & j’ai  a* 
= 161931  , 378731010718831  , qui  excede  161900  de  31  i 
378731010718831.  Je  fais  cet  excès  = é,  & j’ai  a5  — é = 161900; 

donc  par  la  formule  y (a'-b)=\a-\-V  (^‘7^0’  j’ai  en 

fubftituant  les  nombres . . . . l/"  (a5-é)=  8,139-t-y'  (7,3^009- 

\ • ' 

S 1.8^8*73  ioio*7i8S  32  \ 

iwî.*nrr»8  J ~~ 

(7,  379009— o,  001349831818814313931711  ) = 
s>if9  -1-  V (7,376639 x 68171173684067189)  = 
8»13?_+~*>73»37Ji90339£=ii,oii373i90339,  racine  cherchée. 


#1 
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APP  LICATION  DE  L'ALGEBRE 

, • * 

* 

A 

\ 

LA  RÉSOLUTION  DE  QUELQUES  PROBLEMES. 


'186.  La  réfolution  des  problèmes  mathématiques  eft 
fondée  fur  les  rapports  connus  entre  des  chofes  que  l’on 
fait  j & des  chofes  qu’on  ignore.  Ces  rapports  s’appellent 
les  conditions  du  Problème  ; & quiconque  eft  parvenu  à 
exprimer  algébriquement  ces  conditions , ne  tarde  guère 
à en  déduire  la  connoiflance  de  ce  qu’il  cherche. 

Ce  réfultat  eft  donc  le  fruit  de  la  comparaifon  des 
quantités  connues  avec  celles  qui  ne  le  font  pas.  Les  pre- 
mières s’appellent  les  données  du  problème , & on  a cou- 
tume de  les  repréfenter  par  les  premières  lettres,  æ,  b , c, 
&c.  oïl  * , j8 , ^ , &c.  Les  autres  portent  fimplement  le  nom 
de  quantités  inconnues  : on  les  défigne  par  les  lettres 

y » t > p > u t scc.  ' , 

Toute  formule  qui  exprime  l’égalité  de  deux  ou  de 
plufieurs  quantités , s’appelle  généralement  Equation.  Le 
figue  d’égalité  partage  l’équation  en  deux  membres.  Ce- 
lui qui  eft  à gauche  s’appelle  le  premier  membre  j l’autre 
eft  le  fécond. 

187.  Le  Degré  d’une  équation  dépend  de  celui  de  la 
plus  haute  puiflance  des  inconnues  qu’elle  renferme. 
Ainfi  toute  équation  qui  ne  contient  pas  d’inconnue  plus 
élevée  que  la  première  puiflance , eft  une  équation  du 
premier  degré.  Les  exemples  fuivants , x = a . . . £ b = 

y — c....Cp-*-»  = (c-+*d)  font  donc  autant  d’équa- 
tions de  ce  genre. 

On  les  appelle  aufiî  quelquefois  des  équations  linéaires , parce  que 
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les  inconnues  qu’elles  renferment , n’offrent  qu’une  feule  Dimenfion , 
comme  les  lignes.  • 

Lorfqu’une  équation  contient  une  ou  plufieurs  incon- 
nues élevées  féparément  au  quarré  , ou  multipliées  deux 
à deux , elle  appartient  aux  équations  du  fécond  degré. 
Telles  font  les  équations  fuivantes  : 

x1  = a...  f =<p  ...  xy  = b...x*  -+-px  = q. . . 

Pour  qu’une  équation  foit  du  troifieme  degré , il  fuffit 
qu’une  de  fes  inconnues  foit  élevée  au  cube.  Ainli  les 
équations  fuivantes  . . . 

x1  —c  . . . . x3  -{-px1  -f-  qx=b  y3  —~my 

font  toutes  du  troifieme  degré.  L’équation  xyq—f 
eft  de  la  même  clafle , parce  qu’elle  contient  le  produit  ce 
trois  inconnues  fimples.  On  doit  en  dire  autant  de  l’équa- 
tion  xy1=g.  # 

Les  équations  du  quatrième  degré  fe  diftinguent  avec 
la  même  facilité  , & ainfi  des  autres.  Mais  de  quelque  de- 
gré quelles  foient , le  but  général  de  leur  réfolution  eft  . 
de  faire  connoître  la  valeur  des  inconnues  quelles  ren- 
ferment. 

Pour  atteindre  ce  but  dans  les  équations  du  premier  & 
du  fécond  degré , il  ne  faut  qu’un  peu  d’habitude  du  cal- 
cul algébrique;  & on  va  voir  avec  quelle  facilité  cette 
habitude  s’acquiert.  La  réfolution  des  équations  du  troi- 
fieme &c  du  quatrième  degré  eft  fujetre  à des  difficultés. 
Celle  des  équations  du  cinquième  eft  encore  à trouver; 

8c  on  verra  par  la  fuite  à quoi  tiennent  les  obftacles  qui 
ont  rendu  jufqua  prefent  inutiles  tous  les  efforts  que  l’on 
a faits  pour  y parvenir.  Commençons  par  les  équations  du 
premier  degré. 

Réfolution  des  Equations  du  premier  degré. 

188.  Une  équation  eft  réfolue  quand  on  eft  parvenu 
à laifTer  toute  feule  dans  un  membre  i’incotinue  dont  on 
cherche  la  valeur,  & à n’avoir  dans  l'autre  membre  que 

H ij 
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des  quantités  connues.  Alors  en  effet  le  problème  eft  ré- 
folu,  puifqu’une  quantité  égale  à des  quantités  connues 
cefTe  d’être  inconnue. 

I.  Problème.  Un  pere  a fîx  fois  autant  d âge  que  fon 
fils  , & la  fomme  des  deux  âges  eft  de  5) 1 ails.  Quel  eft 
l’âge  du  fils  ? Quel  eft  celui  du  pere? 

Pendant  que  les  Arithméticiens  tâtonneront,  l’Algé- 
brifte  dira  ....  J’appelle  x l’âge  du  fils;  donc  par  l’énoncé 
du  problème,  l’âge  du  perfe  fera  6 x.  Or  ces  deux  âges 
réunis  doivent  faire  5» 1 ans  ; donc  j x = 91  ; 8c  voilà  le 
problème  mis  en  équation. 

A préfent  qu’il  eft , pour  ainfi  dire , traduit  en  langage 
algébrique , le  refte  de  la  folution  n’eft  qu’un  jeu  ....  Si 
7#  = 9l , dira-t-on  , donc  ^=^-=13;  & par  confé- 
quent  le  fils  a 13  ans.  Le  pere  en  a donc  78  ; & la 
preuve  en  eft  , que  13  4-78=5)1$  ce  qui  fatisfait  à la 
condition  du  problème. 

l2$.  Concluons  de  cet  exemple,  que  pour  dégager 
l’inconnue , quand  elle  eft  affedtée  d’un  coefficient  quel- 
conque, il  faut  divifet  toute  l’équation  par  ce  meme 
coefficient.  Ainfi  pour  connoître  la  valeur  de  x dans  l’é- 

1 # £ 
quation  fuivante  ax  — b , on  écrira  x = — # * 

CL 

II.  Problème.  Quel  eft  le  nombre  dont  le  tiers  & le 
quart  ajoutés  enfemble  font  63  ? 

Ce  nombre  m’eft  inconnu;  mais  quel  qu’il  foit,  je 

l’appelle  x.  Son  tiers  eft  donc  — & fon  quart  fera  — # Ces 
deux  parties  réunies  doivent  faire  63.  J’ai  donc  pour  équa- 
tion du  problème  . . . — 4-  — = 63. 

5 ; 4 

Réduifant  au  même  dénominateur  , & ajoutant  les 
deux  fra&ions,  j’aurai  ...  — = 63.  Le  coefficient  de 

7 II 

l’inconnue  fera  donc-^,  par  lefquels  je  diviferai  les  deux 
membres  de  l’équation , luivant  la  réglé  précédente  : ce 

qui  me  donnera  ....  x = -y-?  = — ~ — - s=*  13.  $ 


1 
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*=108.  Effeétivement  le  tiers  de  108  eft  3 6 , le  quart  de 
108  eft  27  j 8c  36  -+*  27  = 63. 

190.  Concluons  de  cet  exemple  que  toutes  les  équations 

de  cette  forme  . . . = c , fe  réfolvent  en  écrivant 

b C ” 

k = — : c’eft-à-dire  que  pour  dégager  une  inconnue  af- 

fetftée  d’un  coefficient  fra&ionaire , il  faut  multiplier  tous 
les  termes  de  l’équation  par  le  dénominateur  de  ce  coef- 
ficient, & les  divifer  par  fon  numérateur. 


111.  Paob.  On  demande  un  nombre  tel,  qu’en  le  divifant 
par  y,  on  ait  un  quotient,  qui  ajouté  au  produit  de  ce 
meme  nombre  pax  4 , & au  multiplicateur  4 , faffe  12 
Si  on  appelle  x le  nombre  demandé , on  aura  . . . . 


- -4-  4 a: -4-4  = 12  Multipliant  tout  par  le  dénomi- 
nateur y,  pour  faire  difparoître  la  fra&ion  — on  aura . .. 

2QX  -f-  x -f-  20  = 62  7}  d’où  l’on  tirera  2ïx~{~  20 

= 6 2~. 


19 1.  Or  toutes  les  fois  que  deux  quantités  font  égales , 
on  peut  ajouter  ou  fouftraire  de  part  80  d’autre  une  même 
quantité } on  peut  tout  multiplier  ou  tout  divifer  par  le 
même  nombre  ; on  peut  tout  élever  à une  même  puif- 
fance  , fans  détruire  l’égalité  des  deux  membres  de  l’é- 
quation. 

Je  puis  donc  fouftraire  20,  par  exemple,  de  chacun 
de  ces  membres  dans  l’équation  ..  . 21x-{-20  — 62~> 
& en  déduire  . . . . 2ix  = 42  7.  Mais  par  la  première 

réglé  ( 1 89)  on  a . . . x = ; donc  x=  2 ■+•  77  = ; 

ce  qui  eut  été  un  peu  long  à trouver  par  les  tâtonnements 
de  l’Arithmétique. 


192.  11  fuit  de  la  remarque  précédente  que  pour  faire 
paffer  une  quantité  pofitive  d’un  membre  dans  un  autre, 
on  n’a  qu’à  effacer  cette  quantité  dans  le  membre  où  elle 
eft,  8c  l’écrire  dan$  l’autre  membre  avec  le  ligne  — . Ainfi 

Hiij 
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toute  équation  de  cette  forme . . . x -+-û  = b , fe  réduit  d 

celle-ci  . . . x = b — a. 

Et  réciproquement  pour  tranfporter  d’un  membre  à 
l’autre  une  quantité  négative , on  l’effacera  dans  le  mem- 
bre où  elle  eft , 2c  on  l’écrira  dans  l’autre  membre  avec 
le  ligne  Exemple  . . . x — m =p\  donc  x = p -+-in. 
En  général,  fi  on  a . . . . x ^ c = h , on  en  conclura  que 
x — h c.  Cette  réglé  eft  d’un  grand  ufage. 

1513.  Avec  ce  petit  nombre  de  principes  & d’opéra- 
tions bien  élémentaires  , il  n’y  a point  d’équation  du  pre- 
mier degré  qui  ne  fe  réfolve  très-promptement.  Prenons 
pour  exemple  un  des  cas  les  plus  compliqués  ; & propo- 
lons-nous  de  trouver  la  valeur  de  l’inconnue  x dans  l’é- 
quation fuivante. 


ax 

~r 


ex  1 ex 


D’abord  je  vois  que  les  deux  membres  contiennent 

C X 

une  même  quantité  — , affeétée  du  même  ligne.  L’éga- 
lité fubfiftera  donc,,  après  que  l’on  aura  retranché  de  part  * 
& d’autre  cette  quantité  \ f quand  on  trouve  ainfi  précédés 
du  même  ligne  des  termes  communs  aux  deux  membres, 
il  ne  faut  pas  manquer  de  les  effacer).  On  11’aura  donc 
plus  à réfoudre  que  l’équation , 


a x 

—7—  x -{-n. 

Je  vois  enfuite  que  pour  laifter  x toute  feule  dans  un 
membre  , il  faut  que  je  tranfporte  du  même  côté  les  quan- 
’ tirés  connues  , & que  l’autre  membre  foit  formé  feule- 
ment des  termes  qui  contiennent  a'.  La  réglé  des  tranf- 
pofitions  obfervée  me  donne 

a x 

px  = n — m. 

ipq.  Remarque.  Quelquefois  on  eft  embarrafle  pour  fa- 
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voir  dans  quel  fens  on  fera  ces  fortes  de  tranfpofitions  : ici, 
par  exemple  , il  n’y  a pas  plus  de  raifon  pour  tranfpofer  le 

terme  px  dans  le  premier  membre  , que  le  terme  -j-  dans 

.le  fécond.  Cela  dépend  uniquement  de  celui  qui  réfoud 
le  problème.  La  valeur  de  l’inconnue  eft  la  même  dans 
les  deux  cas.  Seulement  elle  eft  politive  dans  l’un  & né- 
gative dans  l’autre. 

A préfent  que  l 'équation  eft  tranfpofée  , il  ne  refte  plus 
qu’à  dégager  l’inconnue  \ & pour  cela  , je  multiplie  tout  par 
le  dénominateur  b , ce  qui  me  donne , 
cl  x — bpx  = b n — bm. 
ou  ( a — bp)x—[n  — m)b. 

A cette  nouvelle  préparation  j’en  fais  fuccéder  une  autre , qui 
eft  celle  de  la  divifion  de  toute  l’équation  par  le  coefficient 
de  l’inconnue.  Ce  coefficient  eft  a — bp  : j’ai  donc  enfin , 

(n — m)b 


X c 


a — bp‘ 


IV.  Prob.  A la  fuite  d’une  inondation  il  eft  tombé  dans 
' un  même  jour  la  moitié  des  maifons  d’une  Ville  ; il  en 
eft  tombé  le  tiers  le  lendemain,  Sc  le  douzième  dans 
les  jours  fuivants  ; on  n’en  compte  plus  que  6 3 fur  pied. 
De  combien  de  maifons  cette  Ville  ctoit-elle  compofee 
avant  l’inondation? 

X 

Soit  x le  nombre  cherché  j — fera  l’exprefïion  du  nom- 

X X 

bre  de  batiments  écroulés  le  premier  jour  : y Sc  — expri- 
meront combien  il  en  eft  tombé  dans  les  jours  fuivants  j 
l’équation  du  problème  fera  donc  : 

X ..  X X 

1 f-  — « 4-62  = X. 

i 3 n J » 

Suppofons , pour  abréger , que  63  = , Sc  que  l’on  mul- 
tiplie route  l’équation  par  le  plus  grand  dénominateur  qui 
eft  ici  12.  On  aura 

6jf-h 4* -+-*— h I2a=  I2x. 

Réduifant  „ . . I = 

Hiv 
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Retranchant  de  part  & d’autre  la  quantité  commune  1 1 x 
il  reftera  pour  folution  du  Problème  , 

• 12  a = x. 


Cette  Ville  renfermoit  donc  dans  fon  enceinte  75"  6 
maifons. 

V.  Prob.  Trois  amis  que  je  défignerai,  l’un  par  B,  l’autre 
par  C,  & le  troifieme  par  Z),  ont  pris  en  commun  des  billets 
de  Loterie.  La  mife  de  B -4-  celle  de  C font  2 l€.  Ce  que 
B ScD  ont  mis  d’argent  fait  24*.  Les  deux  mifes  de  C & 
de  D font  27*.  Quelle  eft  la  mife  de  chacun  ? 

Je  fuppofe  a = 2 1 ...  c = 24  , . . /=  27  ; & j’ap- 
pelle x la  mife  de  Bj  donc  a — a:  eft  la  mife  de  C,  & e — x eft 
celle  de  D.  Or  l’énoncé  du  problème ' porte  que  ces  deux 
dernieres  mifes  font  27*.  Donc. a - — x e x =^f‘y 

d’où  je  tire  , 

a-\-e — / u 

* — - — 9 

1 


ce  qui  me  donne  12  & ijtf  pour  les  mifes  refpeétives  de 
C & de  D. 

I (jj.  Au  premier  apperçu  de  ce  problème  , il  paroiffoic 
indifpenfable  de  regarder  les  trois  mifes  comme  autant 
d’inconnues  différentes  : mais  en  y regardant  de  plus  près, 
on  a dû  voir  qu’une  feule  de  ces  miles  étant  déterminée  , 
les  deux  autres  ne  pouvoient  manquer  par-là  même  d erre 
déterminées  auftî.  D’où  nous  conclurons  que  le  nombre 
des  inconnues  ne  dépend  pas  du  nombre  des  queftions 
particulières  que  l’énoncé  d’un  problème  renferme  ; mais 
du  degré  de  liaifon,  qui  exifte  entre  les  conditions  du 
problème  propofé. 

Ce  n’eft  pas , au  refte , que  l’on  ne  fût  également  par- 
venu à la  folution  du  dernier,  en  inrroduifant  trois  in- 
connues dans  le  calcul.  On  en  verra  la  preuve  tout  à 
l’heure:  mais  en  général  il  faut  toujours  tendre  aux  folutions 
les  plus  fimples  y & c’eft  au  taét  particulier  de  chacun  qu’il 
appartient  uniquement  de  mettre  fur  la  voie  qui  mene  à 
ces  fortes  dç  (blutions.  Ni  Livres,  ni  Maîtres  ne  peuvent 


Digitized  by  Googl 


de  Mathématiques.  121 

donner  la  fagacicé  néceflaire  pour  démêler  dans  un  pro- 
blème , ce  qui  en  eft  le  principal , & ce  qui  n’en  eft  que 
l’accefloire.  Les  exemples  cependant  donnent  une  grande 
facilité  : c’eft  pourquoi  nous  en  ajouterons  encore  quel- 
ques-uns. 

VI.  Prob.  Par  le  teftament  qu’un  pere  a fait  avant  fa 
mort,  le  fils  aîné  doit  prélever  d’abord  IOOO  écus  fur  la 
mafle  des  biens , puis  prendre  le  fixieme  de  ce  qui  reftera. 
La  part  du  fécond  fils  doit  être  formée  ; 1 0 , de  2000  écus  ; 
i°  , du  fixieme  de  ce  qui  reftera.  La  part  du  troifieme 
doit  être  compofée  de  3000  écus  & du  fixieme  de  ce  qui 
reftera  , 6c  ainfi  de  fuite  jufqi.rau  dernier  , dont  la  part  fera 
le  refte  de  celles  de  fes  freres.  Les  difpofitions  du  reftamenc 
s’exécutent , &c  le  partage  de  chacun  des  enfants  fe  troüve 
égal  . . . On  demande  1°,  quel  eft  le  bien  du  pere?  i° , 
combien  il  y a d’enfants?  3 0 , quelle  eft  la  part  de  chacun  ? 

On  feroit  porté  à croire  qu’il  y a réellement  trois  incon- 
nues dans  ce  problème.  Cependant  avec  un  peu  de  réflexion 
on  verra  que  fi  le  bien  du  pere  étoit  connu , tout  le  refte 
le  feroit.  Efte&ivement  la  part  du  fils  aîné  réfultant 
de  la  fomme  de  1000  écus  -H  du  fixieme  de  ce  qui  refte- 
roit , on  n’auroit  qu’à  prélever  ces  mille  écus  fur  le  bien 
total,  fuppofé  connu,  &c  puis  on  ajouteroit  à ces  mille 
écus  , le  fixieme  du  refte  , pour  connoître  la  part  de  l’aîné. 
Mais  comme  par  l’énoncé  du  problème  toutes  les  parts 
doivent  être  égales  , il  fuffiroit  de  divifer  le  bien  du  pere 
par  la  portion  du  fils  aîné,  pour  connoître  le  nombre  des 
parts , Sc  par  conféquent  celui  des  enfants.  Cela  pofé  , 
occupons-nous  de  la  recherche  du  bien  du  pere. 

Je  l’appelle  x,  & pour  abréger  je  fais  a=  IOOO  écus. 
Après  quoi  je  raifonne  ainfi:  quand  l’aîné  aura  pris  mille 
écus,  le  refte  du  bien  fera  exprimé  par  x — a.  Il  doit 

\ prendre  le  fixieme  de  ce  refte , & ce  fixieme  eft  — — j fa 
part  fera  donc  g- ou  en  réduifant  au  même  dé- 
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nominatcur , Cette  part  doit  être  égale  à celle 

de  chacun  de  fes  freres  ; cherchons  donc,  par  exemple, 
la  valeur  algébrique  de  la  part  du  fécond  , afin  de  l'égaler 
à la  valeur  déjà  trouvée  pour  celle  de  l’aîné. 

Quand  du  bien  total  on  a fondrait  la  part  de  l'aîné , le  * 
„ , <aA-x  <x — f a n 

relie  eft  exprime  par  x — = — ‘ Sur  ce  relie, 

lé  fécond  fils  doit  prélever  2000  écus  = 2 fl  j il  ne  reliera 
donc  que  — - — 2a=^-~ -,  dont  il  faut  prendre 

le  lixieme  , qui  eft  Ajoutant  ce  lixieme  aux 

2000  écus  , on  aura  pour  la  part  du  fécond  fils  , 2 a -f* 
— — — = ■ Cela  pofé,  on  aura  pour  1 équation 

du  problème. 

Sa- 4-  x ssa  “+■  Sx 

7~  3 6 * 

Mais  aulîi-tbt  qu’un  problème  du  premier  degré  eft  mis 
en  équation  , il  n’y  a plus  de  difficulté.  On  trouve  tout  de 
fuite  la  valeur  de  l’inctmnue  en  la  taillant  feule  dans  un 
membre.  Ici , par  exemple  , en  multipliant  par  3 6 les 
deux  membres  de  l’équarion , on  ayra 

3 oa  4-  6x  = y y a y x. 

otant  de  part  & d’autre  les  quantités  communes  qui  fouc 
3 Oa  8c  fx , il  viendra  enfin  pour  la  valeur  du  bien  que  le 
pere  lailfe. . . .x=2fa  = 2$ooo  écus. 

Et  par  confisquent  la  part  de  chaque  fils  eft  d#  y 000  écus. 

Il  y avoit  donc  cinq  freres. 

VII.  A & B fe  font  mis  au  jeu  , ayant  autant  d’argent 
l’un  que  l’autre.  Ils  en  ont  perdu  une  partie  3 la  perte  de  A 
eft  de  I2tt,  celle  de  B eft  de  fj*,  5c  par-là  B n’a  plus 
que  le  quart  de  l’argent  qui  relie  à A.  Combien  avoienc-ils 
avant  le  jeu? 

Ils  avoient  x* , 5c  puifque  la  perte  de  A eft  de  I2tt, 
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il  lui  refte  x— - 12.  La  perce  de  £ eft  de  y7tt.  Ce  qui  lui 
refte  eft  donc  a:  — 57.  Or  la  condition  du  problème  eft 
que  pour  égaler  ces  deux  reftes , il  faut  quadrupler  le  der- 
nier } donc  l’équation,  cherchée  eft 

* — I2  = 4C*—  S7) 

donc  x = 72*. 

VIII.  Quel  eft  le  nombre  dont  le  tiers  & le  cinquième 
diffèrent  entre- eux  de  8 ? 


Soie  x ce  nombre  . . . Soir  a = 8 . . — = — . . . 

3 m 


11  _ xx  . a m n 

— = — . . . Un  aura  — k-  = a : donc  x = 

j n m n ’ n — m 

= 60  ; & en  effet  le  tiers  de  60  eft  20 , le  cinquième 
de  60  eft  12,  & 20 — 12  = 8. 

IX.  On  a divifé  un  nombre  par  6 , & le  quotient  s’efl 
trouvé  tel , qu’en  l’ajoutant  avec  le  divifeur  & le  dividende  , 
on  a eupourfomme  totale  6$.  Quel  eft  ce  nombre? 


Soit  a=  6 . . . b 
( b — a)a 
donc  x — , 

<z-+- 1 * 


= 69.  On  aura  x -h  ■■ * ■ 1 ■ a — b, 
8c  fubftituant  les  valeurs  de  a 8c  de 


b , on  trouvera  que  x=  yq..  > 

X.  Etant  données  la  fomme  8c  la  différence  de  deux 
quantités  , trouver  chacune  de  ces  quantités. 

Soit  a la  fomme  , b la  différence , x la  plus  grande  des 
deux  inconnues , y la  plus  pctice.  On  aura  les  deux  équa- 
tions fuivantes  j 

x-\-y—a  . . .x — y — b. 


Si  on  prend  la  valeur  de  x dans  la  première  équation,  on 
aura  x = a — y. 

Si  on  la  prend  dans  la  fécondé  , on  trouvera  x=b  -+-y. 
Or  ces  deux  valeurs  étant  néceffairemenc  égales,  on  aura 
a-*—  y = b-\-y\  équation  qui  ne  renfermant  plus  qu’une 
inconnue , fe  réfout  avec  la  plus  grande  facilité  par  une 
fimple  tranfpofition , en  difant  a — b = 2y  ; d’où  l’on  tire 

j $6.  Or  la  valeur  de  y étant  une  fois  connue , il  n’y  a 


1 
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plus  qu’à  la  fubftituer  dans  l’équation  x = a — y,  ou 

x=b  y t pour  trouver  x=~  (a-+~b)  =~  a-^-\b. 

On  peut  donc  dire  généralement  ( 6c  cette  généralité 
dans  les  réfultats  eft  encore  une  fois  un  des  plus  précieux 
avantages  de  l’Algèbre  ) que  toutes  les  fois  que  l’on  connote 
la  fomme  & la  différence  de  deux  quantités  , la  plus  grande 
fe  trouve  en  ajoutant  la  moitié  de  la  fomme  à la  moitié  de 
la  différence  ; que  la  plus  petite  efl  égale  à la  moitié  de 
la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Applications.  Deux  freres  ont  77  ans  à eux  deux; 
le  frere  aîné  a 7 ans  de  plus  que  le  cadet.  Quel  eft  1 âge 
de  chacun? 

La  moitié  de  la  fomme  eft  28  -j-;  la  moitié  de  la  diffé- 
rence eft  3 L’aîné  a donc  3 2 ans  ; le  cadet  n’en  a que 
27- 

Une  maifon  compofée  de  deux  étages  a 3 7 pieds  de 
haut.  Le  premier  étage  eft  de  4 pieds  plus  élevé  que  le 
fécond.  Quelle  eft  la  hauteur  des  deux  étages  ? 

a — 3 y . . . b = 4.  Donc  x—\a- 4-  \ b = 19  \ , 

Deux  poids  réunis  pefent  2878  livres,  le  moins  lourd 
pefe  156  livres  de  moins  que  l’autre.  Combien  pefent-ils 
chacun  ? 


4=2878. . ,b=  1 y 6. Donc  *=  1717. . ,y=.  1361. 

15)7.  Au  lieu  de  réfoudre  ce  petit  problème  en  com- 
parant les  deux  valeurs  de  x , on  eût  pu  ajouter  les  deux 
équations  . . • x-\-y  = a . . . x — y=  b , ,ce  qui  eût  fait 

a + S 


trouver  tout  de  fuite  la  valeur  de  x = 


& fi  on  eût 


fouftrait  la  fécondé  équation  de  la  première  , la  valeur  de 
y fe  feroit  trouvée  avec  la  même  promptitude.  Mais  cet 
abrégé  ne  fe  préfente  pas  toujours  d’une  maniéré  auflï 
facile. 

Un  pere , avons-nous  dit  ( page  1 16) , a fix  fois  autant 
d’âge  que  fon  fils , 6c  la  fomme  des  deux  âges  fait  9 1 ans. 
Ne  pourroit-on  pas  ramener  ce  problème  a ceux  qui  ont 
deux  inconnues? 
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Soit  x 1 âge  du  pere  , y 1 âge  du  fils.  On  aura 
x = 6y . . . x-+-y  = pr. 

Souftrayant  la  première  équation  de  la  fécondé  , on  trou- 
vera que 

y —9 1 — 6y.  Donc_yï=  13  , 

& par  conféquent  # = 78,  comme  nous  l’avions  trouva 
par  la  première  méthode , qui  eft  toujours  préférable  quand 
on  peut  l’employer. 

198.  Lorfqu’on  a plufieurs  inconnues  , il  faut  les  réduire 
fucceflîvement  aune  feule,  ou,  comme  l’on  dit,  il  faut 
les  éliminer  toutes , hors  une  derniere , qui  fe  trouvant 
enfin  en  égalité  avec  des  quantités  connues , ceffe  d’être 
inconnue. 

Cette  élimination  fe  fait  en  prenant  d’abord  la  valeur 
d’une  même  inconnue  dans  deux  équations  différentes , & 
en  égalant  ces  deux  valeurs  , pour  avoir  en  y , par  exem- 

Î»le  , la  valeur  de  x.  C’eft  ainfi  qu’après  avoir  trouvé  dans 
e dernier  problème  . . . x -Hjy  = a . . . x—y==b  , nous 
avons  d’abord  conclu  . . . x — a — y ...  x = b ~\-yt  & 1 

puis  fl-— y=sb-\-y. 

On  peut  auffi , après  avoir  pris  la  valeur  d’une  incon- 
nue, fubftituer  cette  valeur  par- tout  où  l’inconnue  fe  trou- 
ve j cela  revient  abfolument  au  même. 

199.  L’élimination  des  inconnues  ne  peut  donc  être 
pouffée  jufqu’au  bout , fi  011  n’a  pas  autant  d’équations  que 
d’inconnues.  Car  il  eft  bien  clair  que  fi  on  jpropofe  de  trou- 
ver deux  quantités  x 8c y dont  on  ne  connoit  que  la  fortune 
fl,  la  condition  unique  du  problème,  exprimée  par  l’équa- 
tion x -t-y—a>  ne  permet  pas  d’éliminer  aucune  des  deux 
inconnues:  en  prenant  en  effet  la  valeur  de  x , par  exem- 
ple , c’eft-à-dire , en  laiflant  x toute  feule  dans  un  mem- 
bre , on  n’apprend  autre  chtffe , finon  qu’elle  eft  égale  à 
une  quantité  a*— y,  aufîi  inconnue  quelle.  Ces  fortes 
de  problèmes  , dans  lefquels  il  y a plus  d’inconnues  que  de 
conditions , s’appellent  des  Problèmes  indéterminés,  Nous 
en  parlerons  dans  la  fuite. 
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, XI.  Une  perfonne  ayant  des  jetons  dans  fes  deux  mains 
en  prend  un  de  la  droite  pour  l’ajouter  à ceux  de  la 
gauche  , Sc  par-là  il  s’çn  trouve  autant  dans  une  main  que 
dans  l’autre.  Si  cette  même  perfonne  eût  fait  palier  deux 
jetons  de  la  gauche  dans  la  droite,  cette  derniere  main 
en  eût  contenu  le  double  de  ce  qui  feroit  refté  dans  l’autre. 
Là  deflus  on  demande  combien  de  jetons  il  y avoir  d’abord 
dans  chaque  main. 

Soit  x le  nombre  qu’il  y en  avoit  dans  la  droite } foit  y 
le  nombre  de  ceux  de  la  gauche.  On  aura  par  la  première 

condition x — l=jy-J-l. 

& par  la  fécondé  ....  #-4-2  = 2 (y  — 2). 

On  pourroit  prendre  dans  la  première  équation  la  valeur 
de  x , & la  fubftituer  dans  la  fécondé , pour  n’avoir  plus 
que  l’inconnue  y à évaluer  : mais  il  eft  plus  court  de  fouf- 
traire  cette  première  équation  de  la  fécondé.  Le  réfultat 
donneraj=8,  & par  conféquent  x=  10  ; nombres 
qui  fatisfont  aux  deux  conditions  du  problème. 

XII.  Un  Orfevre  a fait  payer  3 1 8tt  pour  3 onces  d’or 
& y onces  d’argent.  Il  a fait  payer  auffi  J22tt  pour  J onces 
d’or  & 7 onces  d’argent.  A quel  prix  eft  donc  l’once  d’or? 
A quel  prix  eft  l’once  d’argent? 

Soient  x & y les  valeurs  cherchées.  Soient  a = 3 1 8* . . . 
b=.  J22.  On  aura 

3 x -H  Sy  — a''  • Sx  ■+■  iy  — k 

Mais  à caufe  des  coefficients  différents  qui  affe&ent  les 
mêmes  inconnues , il  n’eft  pas  poffible  d’en  éliminer  aucune 
par  la  feule  addition  ©u  fonftradâon  des  deux  équations , 
comme  nous  l’avons  pratiqué  ci-deffus.  Il  faut  donc  tâcher 
de  donner  dans  ces  deux  équations  un  même  coefficient  à 
l’une  des  deux  inconnues  , pour  pouvoir  enfuite  l’éliminer 
par  cette  voie.  Or  pour  cela , il  fuffit  de  multiplier  la 
première  équation  par  le  coefficient  que  cette  inconnue 
a dans  la  fécondé , & de  multiplier  enfuite  la  fécondé 
équation  par  le  coefficient  que  cette  même  inconnue  a 
dans  la  1 première. 

Exempib,  Je  voudrois  éliminer  x des  deux  équations  pré- 
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cédentes  ....  je  multiplie  la  première  par  y (coefficient 
de  x dans  la  fécondé  ) , & la  fécondé  par  3 ( coefficient  de 
x dans  la  première).  Les  produits  font 

iy*  -H  2fy=  fa  . . . iy.v-f-  2iy—  ^b. 

Je  fouftrais  le  fécond  du  premier  ; le  refte  eft  4j  = y* 
3&.  -Donc y = 6*.  Je  fubftitue  cette  valeur  dans  l’une 
des  deux  équations  primitives,  & j’en  déduis  x — $ 6tt. 
Ces  deux  prix  remplirent  les  conditions  du  problème. 

On  eût  trouvé  les  memes  valeurs  parla  fubftitution,  mais 
le  calcul  eût  été  un  peu  plus  long.  Au  refte , pour  traiter 
ces  fortes  de  problèmes  avec  toute  la  généralité  dont  ils 
font  fufceptibles  , nous  réfoudrons  les  deux  équations  fui- 
vantes , . 

px-^r  qy—  & • • • rnx  -H  ny—b. 

En  multipliant  la  première  équation  par  m , & la  fécondé 
par  p , nous  aurons  , 

. mpx  -f-  mq y — am  . . . mpx  -4-  npy  — bp , 

8c  en  fouftrayant  la  fécondé  de  la  première , il  viendra 
mqy  — npy  = am  — bp 
donc  y ( mq  — r-  np  ) = am  — bp 

am  - bp 

8c  pat  confeqtient ....  y = • 

r ^ •'mq-np 

Refte  à fubftituer  cette  Valeur  dans  une  des  deux  équations 
générales,  pour  trouver  la  valeur  de  x. 

Subftitution  faite  , on  trouvera  que  x = ^ • 

* * mq-np 

Et  fi  on  donne  aux  lettres  m , n , p , q les  valeurs  refpe&ives 
quelles  ont  dans  l’énoncé  du  dernier  problème , on  verra 
que  x 8c  y feront  refpeétivement  p<5ft  8c  6* , comme 
ci-delfus.  11  y aura  même  cette  facilité  de  plus  , qu’en  va- 
riant tant  que  l’on  voudra  les  valeurs  des  données,  on  n’aura 
que  de  fimples  fubftitutions  à faire  dans  les  formules  des 
valeurs  de  x 8c  dey,  pour  réfoudre  tous  les  problèmes 
analogues  à celui-là.  Voilà  pourquoi  les  folutions  géné- 
rales font  préférables , à tous  égards,  aux  folutions  parti- 
culières. 
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XIII.  On  a acheté  trois  chevaux  dont  les  prix  font  tels 
que  le  prix  du  premier  plus  la  moitié  du  prix  du  fécond  8c 
du  troifieme  font  2 y louis.  Le  prix  du  fécond  plus  le  tiers 
du  prix  des  deux  autres  font  2 6 louis.  Le  prix  au  troifieme 
plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres  font  2 p louis. 
Quel  eft  le  prix  de  chaque  cheval  ? , 

En  appellant  x , y 8c  ■{  les  trois  prix  demandés  , on  auroit 
pour  équations  du  problème, 

& dans  ces  trois  équations  , après  avoir  fait  difparoître 
les  fra&ions  , on  élimineroit  fucceflïvement  deux  in- 
connues x 8c y , par  exemple,  afin  d’obtenir  une  derniere 
équation  où  il  n’y  eût  plus  que  l’inconnue  ■{.  Mais  cette 
voie  ,qui  a d’ailleurs  l’avantage  d’être  applicable  à tous  les 
cas  d’élimination , eft  plus  longue  que  la  voie  que  nous 
allons  fuivre. 

Et  d’abord  , pour  éviter  les  fra&ions  , foit  Sx  le  prix  du 
premier  cheval , foit  6y  le  prix  du  fécond , 8c  6%  le  prix  du 
troifietne.  Soit  enfuite  , pour  abréger  le  calcul , a=.  2J... 
b • ^ 2 S « • . c ~ 2p.  » 

Cela  pofé , on  aura  les  trois  équations  fuivantes , 

I.  6# -4 -3y-+*  3ï—a. 

II.  Sy  H-  2*  2£  = b. 

III.  6%-+-  Sx  -q-  3y  — c. 

Or  fi  on  ajoute  la  première  à la  troifieme , on  trouvera..; 

IV.  px  ~f-  -J-  p{  = u 4-  c 

Et  fi  on  multiplie  cette  derniere  équation  par  2 ( coeffi- 
cient de  x 8c  de  £ dans  l’équation  II)  il  viendra 

V.  1 8x  -+•  1 2jy  -4-  1 8?  — 2a  -+•  2 c. 

Comparant  ce  réfultat  au  produit  de  lcquation  II  multi- 

fliée  par  p ( coefficient  des  mêmes  inconnues  x 8c  % dans 
équation  IV),  on  verra  que  ces  deux  inconnues  y font 
affectées  du  même  coefficient.  Donc  en  fouftrayant  l’équa- 
tion 
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tion  IV  de  l’équation  V,  ces  deux  inconnues  feront  éli- 
minées du  même  coup. 

Souftraélion  faite  , il  reliera 

VI.  42jy==5)&—  2rt—  26. 

D’où  on  tire  tout  de  fuite , 

6y  = = , g ,ouiî. 

C’efl:  le  prix  du  fécond  cheval. 

- Pour  avoir  le  prix  du  premier,  je  fubllitue  la  valeur  de 
y dans  les  équations  I & II , ce  qui  les  change  en  celles- 

ci  f6x~ H 9-*-3Z  = a 

(_  2 *4-18*4-  2i=bj 

puis  je  multiplie  la  première  par  2 , & la  fécondé  par  3 
( coefficients  refpeétifs  de  3 ) 

&c  j’ai fi2x-t-iS-b6i  = 2a 

l 6.Y-t-5'4-i~<5?=^3&. 

Je  fouftrais  la  fécondé  de  la  première,  & il  vient . . . 

6-y  — 3 6 = 2 a — 3 b.  Donc  6x  = 8 louis , & 16. 

Les  trois  prix  demandés  font  donc  8 louis  pour  le  premier 
cheval,  18  pour  le  fécond,  8c  16  pour  le  troifieme.  Ces 
trois  nombres  fatisfont  aux  trois  conditions  du  problème  3 
comme  il  eft  aifé  de  le  vérifier , & il  n’y  en  a pas  d’autres 
qui  puiflent  y fatisfaire. 

La  réfolution  du  problème  V ( page  1 1 7 ) , où  il  s’agit 
de  trois  mifes,  fenlbloit  également  exiger  trois  inconnues; 
& dans  le  fait,  on  en  feroit  venu  à bout  très-facilement 
par  cette  méthode  , fi  la  première  n’eût  pas  été  encore  plus 
facile.  On  s’y  feroit  pris  de  la  maniéré  fuivante. 

Soient  x , y,  £ les  mifes  refpeélives  des  trois  amis.  Soit 
a =2  21  . . . . e = 24  . . . . f=  27  , comme  ci-deflus. 
On  aura  par  les  trois  conditions  du  problème  , 
x -+-J  — a . . . * *4-  ^ = e . . . y -4-  ? =/. 

Prenant  la  valeur  de  x dans  la  première  équation  , on 
aura  . . . x — a—+-  y;  & fubftiruant  Cette  valeur  dans  la 
fécondé  équation , afin  d’en  éliminer  x,  on  trouvera 

I 
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On  pourroit  enfuite  prendre  la  valeur  de  y dans  ce 
dernier  réfulcat,  Sc  lafubftituer  dans  la  rroifieme  équation 
du  problème  : mais  il  eft  plus  (impie  d’ajouter  cette  équa- 
tion qui  eft t à celle  que  l’on  vient  de  trouver, 
a — y -+-?  = £• 

Par  cette  addition  , l’inconnue  y eft  éliminée  , Sc  il 
refte a- (-2f  =/  -|-  e ; d’où  l’on  tire  1 = 

= — 1 = 15'. 

x i ' 

Or  la  valeur  de  \ étant  une  fois  connue,  celle  de  x fe 
déduit  de  l’équation  ■*•-+-  ^ = e j laquelle  , en  tranfpofant 
Sc  fubftituant  donne  *=<?*.  La  fubftitution  de  la  valeur 
de  x dans  l’équation  x -H  y = a , ou  celle  de  la  valeur 
de  \ dans  l’équation  y % = f , donne  aulli-tôt  y 
=12. 


Réfolution  des  Equations  du  fécond  degré. 

200.  Toute  équation  du  fécond  degré  peut  être  re- 
préfentée  par  cette  formule  . . . x 1 -{-px===q,  dans  la- 
quelle p Sc  q expriment  des  quantités  connues.  Celui-là 
donc  aura  réfolu  généralement  toutes  les  équations  du 
fécond  degré  , qui  aura  une  fois  trouvé  la  réfolution  de 
la  formule  propofée. 

Or  il  eft  évident  l°,  que  pour  obtenir  dans  ce  cas 
la  valeur  de  x , il  faut  extraire  la  racine  quarrée  de  l’é- 
quation x*  px  = q.  11  n’eft  pas  moins  évident  2°,  que 

h p = o,  cette  équation  fe  réduit  à celle-ci 

x1  = q;  d’où-  on  tire  x=-±Y^q. 

Cette  première  fuppofition  n’entraîne  donc  d’autre  dif- 
ficulté que  celle  de  l’extraéfcion  des  racines  numériques. 
Le  radical  eft  affeété  du  double  ligne,  à caufe  de  1» 
double  valeur  qui  en  réfulte  pour  l’inconnue  (267). 

201.  Mais  fi  p eft  une  quantité  réelle , comme  il  arrive 
le  plus  fouvent,  alors  il  fau t compléter  le  quarré  du  pre- 
mier membre  (142),  & ajouter  au  fécond  membre  la 
même  quantité  qu’on  aura  ajoutée  au  premier.  Or  pour 
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Compléter  ce  qui  manque  à la  quantité  x1  -\-px,  pour  en 

faire  un  quarré  parfait , il  faut  ajouter  ^ p1  $ donc 

Ar'-hpjr-t-ip1  = ^ -h-jp1. 

Maintenant,  lorfque  deux  quantités  font  égales , leurs 
racines  de  même  nom  font  égales  auflî  ; donc 

x1  -\-px-+-ip1J=Vr(ç[-t-^p1)  & par  conféquenr . . . 
xHrîp==±:  ^î-f-îP’);  d’où  l’on  tire, 
x = — \p  ± p1  ). 

202.  Toutes  les  fois  que  la  quantité  repféletitée  par  q% 
fera  pofitive , le  radical  affeétera  une  quantité  politive , 
puifque  * p1  eft  nécefiairement  pofitif  (122).  Ainfi  de 
deux  chofes  l’une } ou  la  fubftitution  des  valeurs  de  q Sc 
de  j p 1 produira  un  nombre  quarré  , auquel  cas  la  quantité 
foumife  au  radical  fera  commenfurable  ; ou  cette  fubftitu- 
tion  donnera  un  nombre  qui  ne  fera  point  fufceptible  d'ex- 
tradition de  racine  quarrée  exa&e  ; & dans  ce  cas,  la 
quantité  radicale  fêta  incommenfurable  j on  ne  pourra 
l’avoir  que  par  approximation , mais  au  moins  fera  t-elle 
réelle  dans  les  deux  cas. 

203.  Et  à caufe  de  l’ambiguité  du  ligne  ± , il  efl  évi- 
dent que  cette  quantité  réelle  peut  fe  prendre  également 
en  -Hou  en  — . Il  en  réfulte  donc  deux  valeurs  différentes 
pour  x j & comme  en  général  les  valeurs  de  l’inconnue 
s’appellent  les  racines  de  l’équation , on  doit  conclure  que 
toute  équation  du  fécond  degré  a deux  racines. 

L'une  eft  < * « p —H  ( q — H7P2  )• 

L’autre  eft  . ...  x— — 7 p — (ÿ-H^P2  )• 

204.  Mais  ces  racines  ne  font  pas  toujours  réelles  ; fou- 
irent elles  font  imaginaires  : or  voici  ce  que  l’on  entend 
par  des  quantités  imaginaires. 

Supposons  que  fous  le  figne  radical  qui  affede  ÿ-H-p*, 
la  quantité  q loit  négative.  Cette  fappofition  ne  peut  avoir 
que  trois  réfulcats.  Le  premier  , que  la  quantité  q foit 
moindre  que  ^ p*  *,  alors  le  pofitif  l’emportera  fur  le 
négatif,  & le  refté  de  la  fouftraétion  fera  réel. 

Le  fécond  réfultat  eft  celui  où  la  quantité  négative  q 
feroit  égale  à la  quantité  pofitive  ^p*.  Alors  le  radical  dif- 

li) 
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paroîtroit,  & la  double  valeur  de  x fe  réduiroit  à— -^p  y 

c’eft-à-dire  que  les  deux  racines  de  l’équation xx 

px  = q feraient  égales.  Nous  retrouverons  l’occafion  de 
parler  de  .ces  fortes  de  racines. 

Enfin  le  troifieme  réfultar  eft  celui  où  q étant  négatif, 
ferait  en  même-temps  plus  grand  que  p*.  Alors  la  quan- 
tité négative  fur  partant  la  quantité  pofitive  , le  refte  feroit 
négatif.  Le  ligne  radical  affecterait  donc  une  quantité 
négative. 

20  $.  Or  la  racine  quarrée  d’une  quantité  négative  ejl 
imaginaire , c'eft-à-dire , qu’il  n’eftpas  portible  de  trouver 
une  quantité  qui  multipliée  par  elle-même  donne  un  pro- 
duit négatif.  En  effet , ou  cette  quantité  feroit  pofitive,  ou 
elle  feroit  négative  ; il  n’y  a pas  de  milieu.  Or  dans  les 
deux  cas  fon  quarré  doit  être  pofitif  ( 122  ) donc  la  ra- 
cine quarrée  d’une  quantité  négative  eft  impoflible.  Ainfi 
y'  — 1 ...  y"  — 2 ...  y — 9 ...  y — a ..  . 
y — b 7 . . .y  — ( p*  - h 2 pq  q1)  font  autant  de  quan- 

tités chimériques,  ou  comme  l’on  dit  ordinairement , 
toutes  ces  quantités  font  autant  d’imaginaires.  Au  refte  , 
l’ufage  des  imaginaires  eft  fort  étendu  dans  les  calculs 
algébriques. 

206.  Après  avoir  parcouru  tous  les  cas  de  la  réfolution 
générale  des  équations  du  fécond  degré.,  il  nous  refte  à 
en  donner  quelques  applications  j c’eft  ce  que  nous  allons 
faire  dans  les  problèmes  fuivants. 

1.  Problème.  Trouver  un  nombre  tel  , qu’en  ajourant 
fept  fois  ce  nombre  à fon  quarré,  la  fomme  foit  144. 

J'appelle  .v  le  nombre  demandé  . . . fon  quarré  fera 
donc  x2  j 8c  la  condition  du  problème  fera  exprimée  par 
l’équation  . . . .v*  -+-  "/x  = 144. 

Complétant  le  quarré,  j’aurai  ...  a-2  -f-  jx  = 
144  -4-“-}  d’où  en  extrayant  la  racine  quarrée,  8c  tranf- 
pofanr , je  tirerai . . . x = — j ±y(  1 44  -+■  ~). 

Après  quoi  , réduifant  au  même  dénominateur  la  quan- 
tité qui  eft  fous  le  ligne  radical , je  trouverai  . . . x =cs 
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Or  la  racine  quarrée  de  --eft  Donc  x = — 7 ± -V-* 
Si  on  prend  le  figue  fupérieur  -4- , on  aura  x = — 
-h^r  — 9 • Si  on  prend  le  figne  inférieur,  on  aura  x = 
— 16.  Ainfi  le  problème  dont  il  s’agit  peut  être  rcfolu 
de  deux  maniérés  ; 8c  en  effet , fi  au  quarré  de  9 qui  eft 
Si  , on  ajoute  fept  fois  9 ou  63  , la  fomme  fera  144  ; 
comme  aulli  en  prenant  le  quarré  de  — 1 6 qui  eft  2 $6 , 
8c  ajoutant  fept  fois  le  nombre  — 16  ( ou  plutôt  fouf- 
trayant  fept  fois  1 6 ) on  trouvera  144.  Voilà  un  exemple 
de  la  double  folution  dont  les  équations  du  fécond  de- 
gré font  fufceptibles. 

207.  Au  lieu  de  faire  tout  au  long  le  calcul  de  ce  pro- 
blème , je  n’avois  qu’à  comparer  fon  équation  ...  a:1  -f- 
7-r=  144  avec  l’équation  générale  ( 200).. . x2~\~  px—q. 
J’aurois  eu  p = j ...  q=  144}  8c  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule  . . . x = — -j- p ± ( ? -+*  7 p1  ) » 

j’aurois  trouvé  tout  de  fuite  x — 9 8c  x = — 16.  Il  eft 
bon  de  s’accoutumer  à ces  fortes  de  comparaifons. 

II.  Prob.  Trouver  un  nombre  tel  qu’en  fouftrayant  2 
de  fon  quarré , le  refte  foit  1 . 

Si  on  ne  s’appercevoit  pas  d’abord  que  cela  eft  impofli- 
ble  , le  calcul  ne  tarderoit  pas  à en  faire  feutir  l’impoilî- 
bilité.  Commençons  par  mettre  le  problème  en  équation. 

Soit  x le  nombre  cherché  , & nous  aurons  . . . x1  — 2 


I \ d’où  en  tranfpofant  nous  conclurons  . . . ar1  = 3 , 
8c  en  extrayant . . . x = ^ j/"  3 . 

C’eft  donc  la  racine  quarrée  de  3 qui , prife  foit  en  -f-, 
foit  en  — , fatisferoità'la  condition  du  problème,  8c  don- 
neroit  les  deux  folutions.  Or  on  fait  que  cette  racine  eft 
inaftignable. 

Pour  rapporter  cet  exemple  à la  formule  x * -4-  px  = q, 
il  faudrait  faire  p = O . . . q = 3 , 8c  alors  l’équation . . . 
x = — rP  ± iSCq  -4-  7 P *)  donnerait  par  les  fubftitutions 
convenables  . . . x = ±:  3 , comme  ci-deftiis. 

III.  Partager  le  nombre  10  en  deux  parties  telles  que 
leur  produit  foit  100. 

Le  fimple  énoncé  de  ce  problème  fuffiroit  pour  en 

I üj 
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faire  fentir  l’impoilibilité  : mais  en  tout  cas  le  calcul  U 

démontrera. 

Soit  a=io. ..  b — 100 ...  x = une  des  parties  cher- 
chées , l'autre  fera  donc  a — x , 8c  leur  produit  fera 
ax — - x x.  On  aura  donc  pour  équation  du  problème... 
<z.r  — xx=^lry  8c  tranfpofant  les  deux  membres , afin  de 
rendre  le  quarré  — xx  pofitif , on  aura  . . . x 1 — ax= — b. 

Comparant  cette  équation  à la  formule , on  trou- 
vera p = — a ...  . q = — b.  Donc  en  fubftituanr , 

on  aura rfc  ^ “H  7 > & met“ 

tant  les  valeurs  de  a 8c  de  b , il  viendra 

x—5±  J/Ç  — 100  -h  2;  )==  y àzV'i  — 75  )•  Or  la 
racine  quarrée  de  toute  quantité  négative  eft  imaginai- 
re ( 205  ).  Donc  il  eft  impojlible  de  partager  10  en  deux 
parties  allez  grandes  , pour  que  leur  produit  donne  100. 

Voilà  comme  l’Algèbre  réfout  toutes  ces  queûions.  On 
eft  sûr  d’en  trouver  la  folution , quand  il  y en  a une , & 
quand  il  n’y  en  a point,  l’Algèbre  le  fait  connoîtrç  j que 
peut-on  défirer  de  plus? 

IV.  Plufieurs  perfonnes  voyageant  enfemble  prirent 
une  voiture  qui  devoir  les  conduire  à leur  deftination , 
moyennant  le  prix  convenu  de  342*.  Le  voyage  fait , trois 
de  ces  Voyageurs  s’échaperent  fans  payer  ; mais  ceux 

3ui  refterent , fuppléanr  à ce  qui  manquoit  par  la  fuite 
es  autres,  donnèrent  chacun  iptt  de  plus  qu’ils  n’auroient 
dû  donner.  On  demande  combien  il  y avoit  de  Voyageurs 
dans  cette  voiture. 

Avant  de  réfoudre  ce  problème,  nous  remarquerons  que 
fout  cet  échaffaudage  de  paroles  ne  fert  fouvent  qu’à  em- 
brouiller la  queftion.  Commençons  donc  par  la  réduire  à 
fes  véritables  termes. 

Un  nombre  x de  perfonnes  doivent  payer  par  égales  por- 
tions. la  femme  de  342*.  Trois  de  ces  perfonnes  ne  payant 
point  leur  quotepart , les  autres  payent  pour  elles , & il 
çn  coûte  » celles-ci  ip*  de  plus,  Quel  eft  ce  nombre  x} 
U fout  d’abord  mettre  le  ptoblème  en  équation  4 cç  qui 
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ne  fera  pas  difficile  pour  quiconque  réfléchira  un  peu  fur 
l’unique  condition  que  l’énoncé  renferme. 

La  fournie  de  342*,  dira-t-on  , doit  réfulter  de  tout  ce 
que  payent  les  Voyageurs  qui  relient.  Or  le  nombre  de 
ces  Voyageurs  eft  x — 3 ; la  part  de  chacun  n’eût  été  que  de 

— — > fl  tous  euflènt  payé  : mais  comme  trois  d’entre  eux 

ne  payent  point , la  part  des  autres  eft  augmentée  de 
1.9*5  ainfl  l’équation  du  problème  eft, 

C7 -4- !<>)(*  — 3)=342*. 

Faifant  fubir  à cette  équation  les  préparations  néceflaires  , 
on  trouvera  . . . a:1 — 3*==.f4>  & comparant  ce  ré- 
fultat  avec  la  formule  x1  -{-px  = q , on  aura  p = *—  3 . . . 
ç = 5'4;  d’où  on  tirera  . . . x = — \ P ) 

= Y ( y 4 -hf)  =s  i ±1r  — 9 ou  — 6*  La  première 

de  ces  deux  folutions  eft  évidemment  celle  que  l’on  cher- 
che. La  fécondé  indique  feulement  que  le  nombre  — 6 
rp.tisfa.it  auffi  à l’équation  . . . a:1  -4-3#  = y 4.  Il  y avoic 
donc  neuf  Voyageurs,  dont  flx,  payant  J7*  chacun,  ont 
formé  la  fomme  de  342*. 

V.  Un  Général  voudroit  difpofer  un  corps  de  troupes 
en  bataillon  quarré  : mais  par  fon  premier  arrangement, 
il  fe  trouve  avoir  1 24  hommes  de  trop.  Faifant  une  fécondé 
difpofition , il  eflaye  de  mettre  un  homme  de  plus  fur 
chaque  ligne , & alors  il  lui  manque  1 29  hommes , pour 
compléter  fon  bataillon  quarré.  Quel  eft  le  nombre  des 
troupes  qu’il  commande  ? 

Soit  a=  124  . . . b =.129  . . . Af=le  nombre 
des  foldats  placés  d’abord  fur  le  front  du  bataillon j on 
aura  a: -4- I = le  nombre  d’hommes  qui  par  le  fécond 
arrangement  forment  ce  meme  front.  En  élevant  au  quarré 
ces  deux  expreffions , on  aura  le  nombre  d’hommes  que 
ces  deux  bataillons  quarrés  contiendroient.  Mais  puifquc 
c’eft  avec  le  même  nombre  de  troupes  que  cette  double 
difpofltion  a été  faite , il  eft  clair  que  l’on  aura  les  deux 
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maniérés  faivances  d’exprimer  ce  nombre  , 8c  que  de  ces 
deux  ejcpreilions  réfultera  l’équation  du  problème  ; 

X — j—  CL  X -ff— 1 ) — b - X -J-  2X  — f-  I bm 

A la  première  infpeétion , on  croiroit  que  c’eft  un  pro- 
blème du  fécond  degré:  mais  fi  on  ôte  de  part  & d autre 
la  quantité  a;1  commune  aux  deux  membres  > on  ne  trou- 
vera plus  qu’une  équation  du  premier  degré  à réfoudre  f 

■ <2  *|  • b *~ 1 i « I 

8c  fa  réfolution  donnera  . . . x — > formule 

qui  par  de  fimples  fubOritutions  fera  connoître  l’inconnue 
dans  tous  les  cas  femblables.  Ici , par  exemple  3 on  trou- 
vera que  x = i 26  j d’où  on  conclura  que  *’=  17876 , 8c 
par  conféquenc  que  x’-H*,  ou  1787 6 H-  124=16000, 
Ce  Général  avoir  donc  16000  hommes  fous  fes  ordres. 

VI.  On  a divifé  le  nombre  230  en  deux  parties,  telles 
que  le  produit  de  quatre  fois  la  plus  grande  par  fix  fois  la 
plus  petite  donne  144000.  Quelles  font  ces  parties  ? 

Soita  = 230  . . . 6=144000  . . . 777  = 4 . . . 
7i  = 5 . Si  on  appelle  .v  l’une  des  deux  parties  , l’autre  fera 
exprimée  par  a — x , 8c  on  aura  pour  équation  générale  des 
problèmes  analogues  à celui-là  . . . 

m ( a — x ) (nx)  = b;  d’où  mnax  — mnx1  = b, 
Tranfpofant  les  deux  membres  , 8c  divifant  par  mn , on 

trouvera  . . . xz  — - ax  = — — j 8c  comparant  cette 

derniere  équation  avec  x1  -+-  px  = q , on  fera  p = — a... 
b 

q = — —j  puis  on  fubftituera  dans  la  veleur  générale 
de  x = — î/,±:V/rC?'+"7P1)>  ce  qui  donnera .... 

= (7 

d’où  x=  200 , ou  = 3 o. 

VII.  On  demande  s’il  y a deux  nombres  tels  que  le  double  de  leur 
fomme  foit  égal  au  triple  de  leur  produit , en  fuppofant  que  le  triple  de 
Jcur  produit  eft  lui-même  égal  à la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soi:  x , le  plus  grand  de  ces  deux  nombres  ; y , le  plus  petit.  Par  la 
premi  ere  condition , » ( x -fr-y  ) — } x y ; par  la  lecondc , 1 ( x y)  =; 
y‘. 
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De  cette  dernière  équation  on  déduit  x a=  y -f-  z , ce  qui  change  la 
précédente  en  4_y-t-4  = 3y  l-+-6y  î d’où  ( 101 J y=—TdcjV  1 3 , & 
x — Effectivement  le  double  de  ces  deux  nombres,  le  tri- 

ple de  leur  produit , & la  différence  de  leurs  quarrés  font  trois  quantités 
égales  , dont  chacune  eft  * 4- 1 »/ 1 j. 

208.  Les  folutions  précédentes  fuffiront  pour  trouver 
celles  des  problèmes  fuivants.  On  pourra  s’y  exercer,  quand 
on  n’aura  rien  de  mieux  à faire;  car  les  méthodes  une  fois 
comprifes  , il  ne  faut  pas  trop  infifter  fur  les  exemples , ni 
s’appefantir  fur  les  détails. 

On  demande  à un  homme  combien  il  a d’écus.  Il  ré- 
pond : fi  vous  ajoutez  enfemble  la  moitié , le  tiers  , 8c  le 
quart  de  ce  que  j’en  ai  , la  fomme  furpafiera  d’un  le  nom- 
bre que  vous  demandez. 

Un  pere  a yo  ans;  fon  fils  en  a I 2.  Quand  eft-ce  que 
l’âge  du  pere  ne  fera  que  le  triple  de  celui  du  fils  ? 

Une  perfonne  charitable  voulut  un  jour  faire  l’aumône 
à plufieurs  pauvres  , 8c  donner  également  à tous.  D’abord 
elle  avoir  projetté  de  donner  3 fous  à chacun , mais  il  lui 
, auroit  fallu  9 fous  de  plus  ; elle  ne  leur  en  donna  donc 
que  2,  & il  lui  en  refta  2.  Combien  y avoit-il  de  pau- 
vres ? combien  cette  perfonne  avoit-elle  de  fous? 

Un  ouvrier  n’avoir  plus  que  6*  lorfqu’on  lui  paya  cinq 
femaines  de  travail.  Quinze  jours  après  il  avoir  déjà  dé- 
penfé  les  trois  quarts  de  tout  fon  argent  : mais  ayant  reçu 
le  prix  de  fon  travail  pour  ces  quinze  jours , il  fe  trouva 
avoir  21*.  Que  gagnoit-il  par  femaine? 

Le  Teftament  d’un  oncle  porte  que  chacun  de  fes  ne- 
veux aura  12000*  , & chacune  de  fes  nièces  tpooo  fur  la 
femme  de  120000*  qu’il  leur  laide  après  fa  mort.  Par 
cette  difpofition  il  ne  refte  rien  de  cette  fomme.  Si  au 
contraire  chaque  nièce  eût  eu  12000*,  8c  chaque  neveu 
<jooo*  , il  feroic  refté  5)000*.  Trouver  le  nombre  des 
neveux  & celui  des  nièces. 

UnchalTeur  promet  à un  autre  de  lui  donner  une  fom-, 
me  b,  toutes  les  fois  qu’il  manquera  une  piece  de  gi- 
bier. Cet  autre  à fon  tour  s’engage  à payer  une  fomme  c, 
toutes  les  fois  qu’il  la  tuera.  Après  un  nombre  n de  coups 
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de  fufil , il  peut  arriver,  ou  que  les  deux  chalfeurs  ne  fe 
doivent  rien , ou  que  le  premier  Toit  redevable  au  fécond , 
ou  le  fécond  au  premier  d’une  quantité  d.  On  demande  une 
formule  qui  fade  connoître  dans  les  trois  cas  combien  il  y a 
eu  de  coups  manqués. 

Trouver  un  nombre  tel  qu’en  le  divifant  en  m parties 
égales , le  .produit  de  toutes  ces  parties  foit  égal  à celui  de 
m -H  I parties  égales  du  même  nombre  ; de  maniéré , 
par  exemple , que  le  produit  des  deux  moitiés  de  ce  nom- 
bre foit  égal  au  produit  de  fes  trois  tiers. 

Une  perfonne  ayant  doublé  au  jeu  l’argent  qu’elle  avoit 
avant  que  de  jouer  y donne  un  louis  à fes  domeftiques. 
Gagnant  une  fécondé  fois  de  quoi  doubler  l’argent  qui  lui 
refte , elle  met  à la  loterie  un  louis  qui  ne  lui  rapporte 
rien.  Entrant  au  jeu  pour  la  troifieme  fois , 8c  doublant 
fon  argent,  elle  11e  fe  trouve  plus  avoir  qu’un  louis  dans 
iâ  poche.  Combien  avoit-elle  d’argent  d’abord  ? 

A,  B & C ont  chacun  un  certain  nombre  d’écus  que 
l’on  11e  connoîr  pas.  Tout  ce  que  l’on  en  fait  fe  réduit  à 
ceci.  A diftribuant  de  fes  écus  à B ôc  à C , a doublé  les 
nombres  refpeétifs  qu’ils  en  avoient  déjà.  B diftribuant  à 
fon  tour  les  liens , a doublé  ceux  qui  reftoient  entre  les 
mains  de  A , 8c  ceux  que  C avoit  alors.  Enfin  C a doublé 
de  même  ceux  que  A 8c  B avoient  au  moment  de  fa  dif- 
tribution  ; & tout  cela  fair , chacun  s’eft  trouvé  en  avoir 
1 6.  Combien  en  avoient-ils  en  commençant? 

Avec  un  nombre  quelconque  a de  cartes , on  fait  un 
nombre  quelconque  b de  tas  , dont  chacun  contient  un 
égal  nombre  quelconque  c de  points.  On  a compté  cas 
points  de  maniéré  que  la  première  carte  de  chaque  tas  vaut 
onze  points  , fi  c’eft  un  as } dix  points  , fi  c’eft  une  67 
gure  , 8c  ainfi  de  fuite  : les  autres  cartes  du  même  tas  ne 
font  comptées  que  pour  un  point  chacune.  Quand  tous 
ces  tas  font  faits , on  vous  remet  le  nombre  d des  cartes 
qui  relient  ,8c  on  vous  propofe  de  deviner  la  fomme  da 
points  formée  par  les  feules  premières  cartes  de  tous  les 
tas?  Comment  la  devinerez- vous  ? 
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Etant  donné  le  produit  it  de  deux  poids,  & leur  différence 
S~  , chercher  combien  chacun  de  ces  poids-là  pefe. 

On  fuppofe  connues  la  fomme  de  deux  nombres  & la 
fomme  de  leurs  cubes  : trouver  ces  nombres. 

Quel  eft  le  nombre  dont  p fois  la  puiflance  m eft  égale 
à g fois  la  puilTance  m 2 ? 

Nous  traiterons  des  Equations  des  degrés  plus  élevés, 
après  avoir  explique  ce  qui  regarde  les  proportions. 


DE  S RAPPORTS  ET  DES  PROPORTIONS. 

20p.ETANT  données  deux  quantités  quelconques  , on 
peut  fouftraire  l’une  de  l’autre,  pour  favoir  quelle  eft  leur 
différence:  on  peut  aulli  divifer  l’une  par  l’autre,  pour 
connoître  leur  quotient. 

Le  réfultat  de  la  première  opération  eft  de  marquer  la 
quantité  dont  une  grandeur  furpalfe  l’autre  } le  réfultat  de  la 
fécondé  eft  de  marquer  le  nombre  de  fois  qu’une  grandeur 
en  contient  une  autre.  Le  premier  réfultat  s’appelle  le 
Rapport  ou  la  Raifort  Arithmétique  de  ces  quantités.  Le 
fécond  s’appelle  le  Rapport  ou  la  Raifort  Géométrique  de 
ces  mêmes  quantités  ; ( dénominations  affez  mal  imagi- 
nées , mais  que  l’ufage  a pourtant  confacrées). 

Comparant , par  ex.  39  avec  1 3 , pour  favoir  de  combien 
39  furpaffe  13  , j’écris  39  — 13=26,  & j*e  dis  que  la 
raifon  arithmétique  de  39  à 13  eft  2 6. 

En  comparant  ces  deux  mêmes  nombres  39  & 13  pour 
favoir  combien  de  fois  1 3 , par  exemple , eft  contenu  dans 
3 9 , je  divife  3 9 par  1 3 , Sc  le  quotient  3 exprime  la  raifot» 
géométrique  de  39  à 13. 

Si  on  eût  divifé  1 3 pat  39 , le  quotient  eût  été  \ (•  94 
Or  tien  n’oblige  à divifer  plutôt  la  première  quantité  par 
la  fécondé , que  la  fécondé  par  la  première.  Il  fuffira  donç 
de  prévenir  une  fois  pout  toutes , que  dans  Les  exemples 
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Suivants  nous  eftimerons  les  rapports  géométriques  en  di- 
visant la  Seconde  quantité  par  la  première. 

210.  Comme  toute  comparaison  SuppoSe  au  moins  deux 
termes  , on  eft  convenu  de  les  appeller  l’un  Y Antécédent  , 
l’autre  le  Conféquent  de  la  raiSon , Soit  arithmétique , foie 
géométrique  qui  en  réSulte.  Ainfi  tout  rapport  arithmétique 
amfijie  dans  la  différence  qu’il  y a entre  l’antécédent  £r  le 
conféquent  ; & tout  rapport  géométrique  s'exprime  par  le 
quotient  à' un  de  ces  deux  termes  divifé  par  l’autre. 

2 11.  LorSque  deux  quantités  ont  entr’elles  une  diffé- 

rence égale  à celle  qui  régné  entre  deux  autres  quantités  , 
on  dit  alors  que  ces  quatre  termes  font  en  proportion 
arithmétique.  Les  nombres  7 & 4 , par  exemple  , different 
entr’eux  de  la  même  quantité  3 , que  les  nombres  8 & y ; 
ainfi  ces  quatre  nombres  font  en  proportion  , & pour 
l’indiquer  on  eft  convenu  d’écrire 

7 . 4 : 8 . y , ou  7 . 4=  8 . y 
ce  qui  lignifie  7 eft  à 4 comme  8 eft  à y j ou  le  rapport 
arithmétique  de  7 à 4 eft  égal  au  rapport  arithmétique  de 
8 à y. 

Il  fuit  delà  que  deux  raifons  arithmétiques  égales  for- 
ment toujours  une  proportion  arithmétique.  Voici  quelques 
exemples  de  ces  fortes  de  proportions. 

24  . 12  : 60  . 48  ...  1002 . 1000  *.2.0 
i8|-.  14  ja=  1 1 . 6 ..  19-j-.  23  = 24 28  -î- 

212.  Lorlqu’il  régné  entre  deux  quantités  un  même 
quotient  qu’entre  deux  autres , ces  quatre  quantités  font 
en  proportion  géométrique.  Si  on  diviSe , par  exemple  ,12 
par  6 , le  quotient  eft  2 j & fi  on  divife  1 8.  par  9 , le 
quotient  eft  encore  2.  Ainfi  les  nombres  6 , 12 , 9 8c  18 
forment  une  proportion  géométrique  que  l’on  indique  de 
la  maniéré  Suivante. 

6:i2::9:l8...oué>:i2=9:  18,  ou  ^f  = ~. 

On  prononce  6 eft  à 12  comme  9 eft  à 1 8 , ou  ce  que  9 
eft  à 18. 

Concluons  donc  que  deux  raifons  géométriques  égales 
forment  toujours  une  proportion  géométrique . 
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213.  Le  premier  & le  dernier  terme  d’une  proportion 
s’appellent  les  extrêmes.  Le  fécond  & le  troilieme  s’ap- 
pellent les  moyens. 

Quand  on  compare  deux  raifons  géométriques  enfem- 
ble  , il  arrive  quelquefois  que  l’antécédent  de  la  première 
eft  à fon  conséquent , comme  le  conféquent  de  la  fécondé 
eft  à fon  antécédent  : on  dit  alors  que  ces  deux  derniers 
termes  font  en  raifon  inverfe  des  deux  premiers.  Les  quatre 
nombres  fuivants  font  dans  ce  cas- là  ...  13  ; 26  . . . 14;  7. 
Dans  les  cas  où  le  premier  antécédent  eft  à fon  conféquent 
comme  le  fécond  antécédent  eft  à fon  conféquent , on  dit 
que  les  deux  derniers  termes  font  en  raifon  direSe  des 
deux  premiers. 

214.  On  appelle  proportions  continues  toutes  celles  où 
le  conféquent  de  la  première  raifon  fert  d’antécédent  à la 
fécondé.  On  en  diftingue  de  deux  fortes  : les  proportions 
continues  arithmétiques,  &c  les  proportions  continues  géo- 
métriques. 

Exemple  des  premières  ....  10.18:18.26. 

Oa  écrit  pour  abréger  ....  -j-  10  . 18 . 26. 

Exemple  des  dernières 6:  24::  24:96. 

On  écrit -jf  6 : 24  : 96. 

Dans  les  deux  cas , le  fécond  terme  s’appelle  le  moyen 
proportionel.  Seulement  on  ajoute  le  mot  arithmétique  ou 
géométrique  , fuivanc  la  nature  des  rapports  dont  ce  terme 
fait  partie. 

21  p.  Quand  on  écrit  plufieurs  raifons  égales  de  fuite  * 
on  a un  certain  nombre  de  quantités  proportionnelles  en- 
tre elles  : mais  quand  le  conféquent  de  la  première  de  ces 
raifons  fert  d’antécédent  à la  fécondé,  & que  le  conféquent 
de  la  fécondé  fert  d’antécédent  à la  troilieme , & amli  des 
autres  , la  fuite  de  ces  raifons  égales , forme  une  pro- 
gre/Jion  , dont  l’efpece  fe  détermine  par  la  nature  des  raifons 
qui  la  compofent.  Voici,  par  exemple,  une  progrelîion 
arithmétique. 
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1.3  î : y. 7 ; 7 . 5> ; &c.  On  écrie.. .-j-i . 3 . 7 . ^ . &c. 

La  progreflion  fuivante  eft  géomérrique  j 
1:2:: a: 4 5:4:  8:: 8:  l6::&c.Onécrit-^-l:2:4:8:lf>:&c. 

216".  En  général,  on  appelle  progreflion  arithmétique 
toute  fuite  de  termes  qui  comparés  deux  à deux  fuccefli- 
vement  ont  entre  eux  une  même  différence  : & on  appelle 
progreflion  géométrique  toute  fuite  de  termes  tels  que  la 
divifion  fucceflive  de  l’un  par  l’autre  ramene  toujours  le 
même  quotient. 

Des  Proportions  Arithmétiques . 

217.  S’il  étoit  poflible  d’avoir  une  formule  générale  des 
progrefïions  arithmétiques , tout  ce  que  l’on  auroit  dé- 
moncré  relativement  à cette  formule , s’étendroit  géné- 
ralement à tous  les  cas  particuliers. 

Or  une  proportion  arithmétique , avons-nous  dit  (2 1 1) , 
ne  peut  être  formée  que  par  deux  raifons  arithmétiques 
égales  : donc  fl  nous  parvenons  à trouver  deux  de  ces  rai- 
fons exprimées  généralement  3 il  en  réfultera  l’exprefflon 
générale  des  proportions  arithmétiques.  • 

Pour  trouver  ces  deux  raifons , foir  a l’antécédent  de  la 
première  j foit  b fon  conféquent  ; foit  d la  différence  de 
ces  deux  termes.  On  aura  a — b = ± d,  fuivant  que  a. 
fera  plus  grand  ou  plus  petit  que  b\  & par  conféquent 
(192)  b — a + d.  Mais  011  peut  repréfenter  toute  raifon 
* arithmétique  par  celle  de  a . b } donc  en  fubftituant  la 
valeur  de  b , on  peut  aufli  repréfenter  toute  raifon 
arithmétique  par  celle  d e a . a + d. 

Cela  pofé  , toute  autre  raifon  arithmétique  pouvant  être 
repréfentée  par  celle  de  c ./,  il  faut  que  c — -f=  + d , 
pour  que  cette  raifon  foit  égale  à celle  de  a . b ( 210  ).  De 
l’équation  c — f=  ■+:  d,on  tirera  donc f=*c  ^ d : ainfi 
toute  raifon  arithmétique  égale  à celle  de  a . a ^Ç-d  peut  être 
repréfentée  par  celle  dec.c+i  Nous  avons  donc  l’ex- 
preflion  de  deux  raifons  arithmétiques  égales , Ôc  par  confé- 
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quent  la  formule  cherchée  pour  toutes  les  proportions 
arithmétiques.  Cette  formule  eft , 

a . a ^ d : c . c d. 

218.  Delà,  nous  conclurons  i° , que  dans  une  raifon 
arithmétique  quelconque  l’antécédent  diminué  ou  aug- 
menté de  la  différence  eft  égal  au  conféquent. 

2 15).  Nou»  conclurons  2°,  que  dam  toute  proportion 
arithmétique  la  fomme  des  extrêmes  eft  égale  à la  fomme  des 
moyens.  Car  fi  on  ajoute  les  extrêmes  de  la  formule 
précédente,  on  trouvera  a 4-  c ^ d j & fi  on  ajoute  les 
moyens,  on  retrouvera  les  mêmes  termes.  L’égalité  des 
extrêmes  & des  moyens  a donc  lieu  dans  la  formule  j Sc 
par  conféquent  elle  a lieu  dans  tous  les  cas  des  propor- 
tions arithmétiques.  C’eft  même  la  plus  utile  de  leurs  pro- 
priétés. Ainli  toutes  les  fois  que  l’on  aura . . . a . h : c . d , on 
en  inférera  . . . a -+-  d — b -+•  c. 

220.  Nous  conclurons  30,  que  fi  dans  une  proportion 
arithmétique , il  y a un  des  deux  extrêmes  inconnu , fa 
valeur  fe  trouvera  tout  de  fuite , en  fouftrayant  l’autre  ex- 
trême , de  la  fomme  des  moyens. 

Exemple  . . . On  demande  le  quatrième  terme  de  la 
proportion  . . . 17.25):  13  . * . . . On  a(2l5>)  17-t-; 
x = 29  ■+•  13  ; donc  x=  42 — 17  = 2y. 

Si  le  terme  inconnu  eft  un  des  deux  moyens,  on  voit 
bien  ce  qu’il  faut  faire  pour  avoir  fa  valeur. 

22  1. 40,  Dans  toute  proportion  arithmétique  continue, 
la  fomme  des  extrêmes  eft  double  du  terme  moyen-pro- 
portionnel. Car  alors  la  proportion  a ,b  : c . d,  fe  change 
en  celle-ci  . . . a . h : b . d\  d’où  on  tire  a-+-d=  2 b\ 

222.  y0.  Pour  trouver  le  moyen  proportionnel  arithmé- 
tique x entre  deux  termes  a &c  b , on  écrira  ...  a . x:  x . b. 

Puis  c’eft-à-dire,  que  le  moyen  proportionel 

arithmétique  entre  deux  quantités  données  eft  égal  à la  moitié 
de  la  fomme  de  ces  quantités. 

223. , Puifqu’une  progreflion  arithmétique  eft  tou- 
jours une  fuite  de  termes  entre  lefquels  il  régné  une  même 
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différence , on  doit  voir  que  la  formule  fuivante  convient 
à toutes  ces  progreffions  , parce  que  chaque  terme  y différé 
également  de  celui  qui  le  précédé. 

-r - a.  a ^ d.  a 2.A.  a ^d.a^Ç-  ^d.a^  fd.Scc. 
Le  figne  fupérieur  eft  pour  les  progrejjions  décroijjantes  ; 
le  figne  inférieur  eft  pour  les  progrejjions  croiJJ'antes. 

224.  70,  Ce  qui  eft  vrai  dans  cette  nouvelle  formule, 
doit  donc  trouver  fon  application  dans  toutes  les  progref- 
fiorts  arithmétiques.  Or  dans  cette  formule  3 la  fomme  des 
termes  également  éloignés  des  extrêmes  eft  toujours  conf- 
iante j c’eft- à-dire  quelle  eft  égale  à la  fomme  de  ces  ex- 
trêmes , ou  à la  fomme  des  moyens , ou  au  double  du 
moyen  , quand  il  y a un  nombre  impair  de  termes.  Pre- 
nons pour  exemple  le  fécond  terme  a.  + d. , &c  l’avant-der- 
nier a lr  4 d.  Leur  fomme  eft  2 a $d.  Les  extrêmes 

font  a &c  a + fd,  dont  la  fomme  eft  évidemment  la  même. 
Les  moyens  font  aF^d&a^F^d  dont  la  fomme  eft 
également  2 a yd. 

On  peut  vérifier  ces  réfultats  fur  les  nombres  fuivants  , 
par  exemple , 

-^7.  12.  17.22.  27. 32. 37. 42. 47. 

227.  8°  , On  a remarqué  dans  la  formule  des  progref- 
fions arithmétiques , qu’un  terme  quelconque  étoit  égal 
à la  fomme  du  premier  terme  a & du  produit  de  la  diffé- 
rence commune  d par  le  nombre  des  termes  précédents. 
Donc  on  peut  avoir  un  terme  quelconque  dans  une  pro- 
greftion  arithmétique  dont  on  connoît  le  premier  terme  a, 
la  différence  d , & le  nombre  n des  termes. 

Le  terme  cherché  étant  appelle  «,  on  aura  toujours 
u — a F1  d ( n — 1 ). 

22 6.  <?° , Dans  cette  même  formule,  on  a remarqué  que 
la  différence  du  premier  terme  a au  dernier  a + yd  eft 
égale  au  produit  de  la  différence  commune  d par  7 , nom- 
bre des  termes  moins  un  : & on  en  a conclu  que  dans 
toutes  les  progreffions  arithmétiques  croiffanres  on  devoit 
avoir  « — d (n-r-  I ) =3  dn  ■ d,  en  appcllant  u le 

dernier 
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dernier  terme,  a le  premier , à la  différence,  & n le  nom- 
bre des  termes.  C eft  ainfî  que  dans  la  progrelîîon  . . , 

*”•"  4 • 9 • I4  • J9  * 24  • 29  • 34  • 39> on  trouve  que  3^  — . 

4 — f (8—  1)  = y. 7 = 35-. 

Le  même  réfultat  a lieu  dans  les  progreflîons  décroif- 
fantes,  en  appellant  leur  premier  terme  » , & le  dernier  a. 
Exemple.  La  différence  des  deux  extrêmes  de  la  progref- 
fion 42  . 3 y . 28  . 2 1 . 14,  eft  28  =42--  14. 
*=  7 C S -7  1 ) = 7 • 4.  * 

227.  io0 , En  conlîdérant  de  nouveau  la  formule  géné- 
rale des  progreffions , on  a vu  que  la  fomme  de  tous  fes 
termes  étoit  égale  au  produit  des  deux  extrêmes  pat  la 
moitié  du  nombre  des  termes.  On  a vu , par  exemple  , 
que  la  fomme  des  extrêmes  ,a-{-a^b^dion2a^~pd 
multipliée  par  3 , jnoitié  du  nombre  des  termes , donnoic 
pour  produit  6a-bl$d.  Or  la  fomme  de  tous  les  termes 
“7-f  •«  -t-  d.a  =F  2d.a  q=  3**'.  a =F  4<f.a:q=y,i  donne 
auflî  6a  -b  If  d.  Donc  la  fomme  des  termes  d’une  progreffon 
arithmétique  quelconque  efi  égale  au  produit  de  la  fomme  des 
extrêmes  par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Appelant  donc  a 8c  « les  deux  extrêmes , s la  fomme 
des  termes  , n leur  nombre , on  aura  généralement 

, n an  -b  *n 

J = = . 

On  peut  donc  dire  aulli  que  la  fomme  des  termes  d’une 
progreffion  arithmétique  eft  toujours  égale  à la  moitié  du 
produit  de  la  fomme  des  extrêmes  par  le  nombre  des  ter- 
mes , ou  au  produit  du  terme  moyen,  ( fi  le  nombre  des 
termes  eft  impair  ) par  le  nombre  des  termes.  Tous  ces 
produits  font  égaux. 

11  eft  donc  bien  aifé  de  calculer  la  fomme  des  coups 
frappés  par  une  horloge,  à chaque  tour  du  cadran. 

228.  Après  tous  ces  détails,  on  ne  trouvera  point  de 
difficulté  dans  la  réfolution  des  deux  problèmes  fuivants. 

1.  Prob.  Etant  donnés  deux  termes  a & «,  comment 
inférer  entr’eux  un  nombre  m de  moyens  proportionels , 
de  maniéré  qu’il  en  réfulce  une  progreffion  arithmétique? 

K 
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Ce  problème  fera  réfolu  auflî-tôt  que  l’on  connoîtra  la 
differente  de  la  progreflîon  cherchée.  Or  on  fait  (226)  que 
u — a = d ( n — I ) , & on  voit  que  dans  ce  cas  , n — I 

m -h-  I ; donc  — - — = d.  Divifant  donc  la  différence 

des  deux  termes  donnés  par  le  nombre  m des  moyens  pro- 
portionels  , augmenté  d’une  unité , on  aura  toujours  pour 
quotient  la  différence  cherchée. 

Exemples.  On  voudroit  intercaler  fix  rermes  pro- 
portionels  - arithmétiques  entre  4 & 32  . . . Faites  a =* 

4.  . ..«  = 32..  . m =s  6 , 5c  vous  aurez  — - — =s 

“ J ’ m-+-i 

d.  Ainfi  la  progreflîon  demandée  fera  . . . * 
-f-  4 . 8 . 12%  16.20.24.28.32. 

Entre  13  & 7 on  voudroit  inférer  quatre  termes  qui 
filfent  une  progreflîon  arithmétique. 

Je  fais  te  = 13  . . . = 7 . . . 171  = 4,  & j’ai  d = 


**  7 = —,  Mais  comme  la  progreflîon  eft  décroifTante , 

il  faut  fouftraire  de  chaque  terme  la  différence  commune, 
Ainfî  la  progreflîon  fera-rj-  13  . Il  f . ioj-.ÿj.  8f,  7. 

, 22(j.  II.  Prob.  On  fuppofe  que  le  premier  terme  foie 

repréfenté  par  a , que  le  dernier  foit  repréfenté  par  «,  la 
différence  par  d , le  nombre  des  termes  par  n , 8c  leur 
fomme  par  s : 8c  on  demande  des  formules  qui  faffent 
eonnoître  immédiatement  la  valeur  de  deux  quelconques 
de  ces  quantités , les  trois  autres  étant  fuppofées  connues. 

Solution.  De  l’équation  a — a~d.n  — d,  on  tifera 
d’abord  quatre  formules  différentes  pour  les  valeurs  refpec- 
tives  de  a,  u,  d 8c  n.  (Mais  avant  que  d’entrer  dans  au- 
cun détail , il  eft  à propos  de  prévenir  le  Lefteur  que  ce 
problème  eft  rarement  utile.  On  peut  dotjc  en  négliger  la 
iolution , 8c  paffer  tout  de  fuite  aux  proportions  géomé- 
triques). Ces  quatre  formules  font. 


I.  a = u — dn  -f-  d . . . . III.  d = - — -, 

n — 1 

II.  — d IV.n=J  —j—»  ■ 

- - a 


« 
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De  l’équation  2s  = an  -f-  un  (227) , on  tirera  ces  quatre 
(autres  formules , 

VII.  W 


V.  a = — 

Tl 


-G)  è 


1S 


VI.  W = — — a » . . VIII.  S : 


a -+-» 
an+t»n 


Et  fi  dans  l'équation  2s  = an  -f-  i>n,  vous  fubftituez  la 
Valeur  de  w prife  dans  l’équation  u — a = dn — d , vous 

àurez 2s  = 2an  -+•  dnn  — dn , d’où  volts  cirerez 

les  quatre  formules  fuivantes , 

ix.é-.±.± ±i 

î d 

dnn  — dn 


ir  . ls  — lan  - • 

X.  d ....  XII.  $ - an  ■+- 

nn — n 


Subftituant  enfuite  dans  la  meme  équation  2s  = an  -+-• 
*>n  , la  valeur  de  a prife  dans  l’équation. . . w — a=:d'n — d , 
Vous  trouverez  . . . 2s  = 2a>n  — dnn  -f-  dn}  équation  qui 
vous  donnera  quatre  nouvelles  formules. 


' s dn-d 

XIII.  a»  = — H . 


n x 
iun - xs 


■xv-“=i+7+V(-7-H-4+£) 


■ . ...  ’ v....  d n*  dn 

XlV.  d~ ....  XVI.  s -un H , 

nn~n  x x 


Subftituant  enfin  dans  2s=  an-\-  un,  la  valeur  de  n prife 
dans  la  premiers  équation,  vous  aurez  ....  2s  = a -+-» 

fl  a t 

— - — , d’où  fe  tirent  les  quatre  dernieres  formules. 


XVII.  a — \ {-zds  ^ dx  -4-  ad  -+-  w1)...  XIX.  d - 


a1  — a1 


xs  - a - a 
a -f-  a . ai1  - a* 


XVIII.  a>--\d-±~\f(ids-\-\dt * ad-+- a'-)... XX. s-  . 

g xd 

Et  fi  l’on  veut  difpofer  ces  vingt  formules  de  maniéré  à 
reconnoître  dans  l’inftant  celle  qui  doit  donner  la  valeur 
demandée,  on  peut  les  arranger  de  la  maniéré  fuivante. 


Kij 
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FORMULES. 


\d-\-V  ( — tds  + $ dl  -i-  ad  -+-**■  ). 
s dn-\-d 


: — jd -h  V ( ids  ^ d1  — ad  -H  a1), 

s dn  — d 


M —J — wm 

'*-7-V'(ï+»-7+7> 
■‘+7  + ^C-7+*+7-î> 


dim  — dn 


2 

<&zn  -+-  dn 


I 


de  Mathématiques.  *45f 

Applications.  I.  On  fait  d’après  les  obfervations  de- 
Galilée  que  les  efpaces  parcourus  en  vertu  de  la  gravité 
par  un  corps  qui  defcend  du  repos , croiffent  fuivant  la 
progreffion  des  nombres  impairs  I > 3 j S , 7 &cjc’eft-àr 
dire  qu’un  corps  tombant  par  la  feule  impreffion  de  la 
gravité  parcourt  à peu-près  i y pieds  dans  la  première  fé- 
condé de  fa  chute,  45  pieds  dans  la  fécondé  fuivante,  SC 
ainfi  de  fuite.  On  demande  combien  il  aura  parcouru  de 
pieds  au  bout  de  fîx  fécondés. 

Ce  problème  fe  réduit  à trouver  la  fomme  d’une  pro- 
grefïïon  arithmétique  dont  le  premier  terme  a=.  i y pieds, 
dont  la  différence  d = 3 o , & dont  le  nombre  des  ter- 
mes n = 6. 

Je  prends  donc  pour  le  réfoudre  la  fécondé  formule 
des  valeurs  de  s , & j’ai 


( dn — d)n<  (180  — 

s — an-\ =5)0  H = 540. 

Ainfi  le  corps  dont  il  s’agit  aura  parcouru  540  pieds  après 
6"  de  chute. 

II.  Un  voyageur  voudroit  bien  arriver  en  4 jours  à fa 
deftination,  en  accélérant  chaque  jour  fa  marche  de 
lieues.  Pour  exécuter  fon  defTein  il  efl  obligé  de  faire  29 
lieues  £ le  dernier  jour.  On  demande  combien  il  a du 
faire  le  premier  jour. 

Ce  problème  fe  réfout  par  la  formule  qui  donne  la  va- 
leur de  a quand  on  connoit  a , d , n.  On  a donc  , 
a = u — dn  d = 20  7. 

Ce  Voyageur  doit  donc  faire  20  lieues  -j  le  premier  jour  , 

dnn  -+-  dn 

& par  la  formule  s = un — ? on  trouveroit  que 

la  route  qu’il  a faite  dans  ces  quatre  jours  efl  de  IOO 
lieues. 

111.  Si  on  eût  demandé  en  combien  de  jours  ce  Voya- 
geur auroit  parcouru  les  cent  lieues , en  faifant  20  lieues  ^ 
le  premier  jour,  3 de  plus  le  jour  fuivant,  8c  ainfi  de 
fuite  , on  fe  feroit  fervi  de  la  formule  qui  donne  la  valeur 
d en,  quand  a,  d,  s font  connus.  Cette  formule  eft , 

Kiij 
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n=T-7+V(  7“K“7"+"^)î 


«C  l’on  auroit  trouvé  n = 4, , après  avoir  fait  les  opération? 
convenables. 

IV.  Une  perfonne  a été  mife  à l’amende  pendant  pla- 
ceurs mois  de  fuite.  Elle  a payé  6*  pour  le  premier  mois  , 
5c  102*  pour  le  dernier.  Chaque  mois  l’amende  étoit  plus 
forte  de  I2*j  combien  de  mois  l’a-t  elle  payée? 

Ici  on  connoît  a = 6*  . . . = 10  2*  . . . d = 12  , 

& on  cherche  n.  On  prendra  donc  la  formule  fuivante. 


«1  — a loi 

»=H j = i H r 


& on  trouvera  que  l’amende  a dû  être  payée  pendant  neuf 


V.  Dans  un  amas  de  boulets  de  canon  difpofés  en  pro- 
greffion  arithmétique  croiflante  , je  fuppofe  l°  , qu’il  y ait 
1 8 rangs  dont  chacun  foit  formé  par  un  nombre  de  bou- 
lets plus  grand  de  2 que  le  rang  qui  le  précédé.  2° , qu’il 
y ait  en  tout  360  boulets;  5<  je  demande  combien  il  y en 
a dans  le  dernier  rang. 

Puifque  l’on  connoît  d , n,  r,  on  aura, 

s d(n—  t) 

«=  7-1 =20 H- ^7.^37. 

VL  Les  mêmes  chofes  étant  pofées,  combien  y a-t  il  de 
boulets  <^ans.  la  première  rangée  ? 

s d(,n  — 1 > 


....  . * 


20—17=3. 


DES  PROPORTIONS  GÉOMÉTRIQUES . 


430.  Soit  appelé  a,  l’antécédent  d’unç  raifon  géo- 
métrique quelconque  j foie  appelé  b le  conféquent  de 

cette  même  raifon.  On  aura  — pour  l’çxnrq  filon  générale 
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du  rapport  qu’il  y a entre  ces  deux  termes  ( Soit  q 

ce  rapport  ; on  aura  — = q , d’où  on  tirera  b = aq.. 

Ainh  par-tout  où  fera  b , on  pourra  fubfticuer  aq  } ce 
qui  change  la  raifon  de  a : b en  celle  de  a : aq.  Ou 
peut  donc  repréfenter  toute  raifon  géométrique  quel- 
conque par  celle  de  aiaq\  c’eft-à-dire  , que  dam  les  rai- 
fons  géométriques  le  conféquent  ejl  toujours  égal  à V antécé- 
dent multiplié  par  le  quotient  qui  exprime  le  rapport  de  ces 
deux  termes . 

231.  Soit  appelle  c l’antécédent  d’une  autre  raifon 
quelconque  : foit  d le  conféquent  de  cette  raifon.  On  aura 
d. 

- pour  l’exprelîîon  du  rapport  quife  trouvera  entre  ces  deux- 

.bd 

termes  ; & n ce  rapport  eft  égal  à celui  de  — , on  aura— = 

5 j d’où  on  tirera  d = c q.  On  pourra  donc  fubftituer  la 
raifon  de  c : cq,  à celle  de  c : d.  Ainfi  les  deux  rapports  que. 
l’on  fuppofe  égaux  entre  fl  & bt  & entre  c & d 3‘  peuvent 
être  remplacés  par  ceux  de  a 1 aq  , & de  c : cq. 

23  2.  Donc  toute  proportion  géométrique  ejl  généralement 
repréfentée  par  la  formule a :aq:ic:  cq.  Par  confé- 

quent les  propriétés  de  cette  formule  s’étendent  à toute» 
les  proportions  géométriques.  Or  dans  cette  formule  le 
produit  fl  cq  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  aqc  des 
moyens.  Donc  généralement , dans  toutes  les  proportions 
géométriques  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des ■ 
moyens.  Propofition  remarquable  par  l’ufage  continuel  que 
l’on  en  fait  dans  toutes  les  parties  des  Mathématiques. 

233.  Et  de  là  il  fuit  I0,.  qu’étant  donnés  trois  termes 
d’une  proportion  donc  on  ne  connoîc  pas  le  quatrième , il 
eft  fort  aifé  de  trouver  ce  quatrième  terme.  Car  s’il  eft  un 
des  extrêmes  > comme  dans  la  proportion ...  fl  :b::  cix% 
on  aura  tout  de  fuite , a x = b c , Sc  par  conféquent  x 

y ...  S’il  eft  un  des  moyens , comme  dans  1»  propor- 

Kiv 
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tion  . . I *:y  ::  c : d,  on  aura  tout  de  même,  a </=?  cyi 


234.  Donc  un  terme  quelconque  d'une  proportion  géomé- 
trique  ejl  égal , Ji  c’ejl  un  moyen , au  produit  des  extrêmes  , 
divifépar  l'autre  moyen  ; &*  fi  c'ejl  un  extrême , il  eft  égal  au 
produit  des  moyens , divifé  par  l'autre  extrême. 

Exemplbs.  On  demande  le  quatrième  terme  dé  la  pro- 
portion . . . 3 : 1 8 : : f : x. 

I g # y 

Faites  3>v=  18  . 7,  & coneluezque  x=s  — - — = 6.5* 

= 3°. 

On  demande  le  troifieme  terme  de  la  proportion  ; . : 
7 : 63  : : x : 18. 

Vous  aurez  ....  7 . 18  =6  3*;  donc  x=7’9 
g_2  / 0 > 7., 

233.  De  l’égalité  du  produit  des  extrêmes  à celui  des 
moyens  il  fuit  2 p,  que  de  toute  proportion  géométrique 
repréfentée  par  celle  de  a : b : : c : d , on  peut  toujours 
tirer  une  équation,  qui  efcad=be. 

23 6.  Réciproquement,  d'une  équation  quelconque  on 
peut  toujours  déduire  une  proportion  ; & comme  on  a fou- 
vent  befoin  de  ces  fortes  de  transformations , nous  en 
donnerons  ici  plufieurs  exemples. 

Si  on  amn=ipq  3 on  conclura  que  m:p  aq  : n \ pro- 
portion bien  jufte.,  puifque  le  produit  des  extrêmes  eft: 
égal  au  produit  des  moyens. 

Si  on  .avoit  a 1 — x*  = bx  — y'1 , on  en  déduiroio 
(126)  , . . a-+-  x:b-\-y:i  b — y : a — x. 

, Etant  donnée  l’cquation  l — = p , on  trouveroit 

I -d-  T <p  ; : 1 : 1 — • 

Enfin  de  l’équation  xy  = 1,  on  tireroit  la  proportion  fui- 
vante  x : 1 : : 1 : y , ou  ~ x : 1 : y , que  l’on  fait  (214) 
être  une  proportion  géométrique-continue. 

23  7.  Or  dans  toutes  les  proportions  de  cette  efpece  le 
produit  des  extrêmes  ejl  égal  au  quarré  du  moyen  propor- 
iiond.  Car  fî  dans  la  proportion  générale . . , a 1 b : : c : d> 
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on  fiippofe  e—b , on  aura  la  proportion  continue  . . . a : b : : 
b:d  qui  donne  a d=b *. 

Donc  pour  inférer  un  moyen-p'oportionnel-géométrique  x 
entre  deux  quantités  connues  a.  &*  d,  il  faut  extraire  la  ra- 
cine quarrée  du  produit  de  ces  deux  quantités.  C’eft  ainfi  que 
pour  trouver  le  moyen  proportionel  entre  3 & 12,  01» 
fraie  — 3 : x : 1 2 , & cpie  l’on  a x1  = 3 6 } ce  qui  donne 
x='6. 

23  8.  De  la  propriété  fondamentale  des  proportions  géo- 
métriques il  fuit  30,  que  l’on  peut  faire  fubir  à quatre 
grandeurs  proportionelles  tous  les  changements  qui  n’al- 
terent  pas  la  proportion.  On  peut  donc  mettre  les  extrême* 
à la  place  des  moyens  ( inverfion  que  l’on  trouve  annon- 
cée dans  plufieurs  Ouvrages  par  le  mot  invertendo  ) : 011 
peut  auffi  mettre  un  moyen  à la  place  de  l’autre , ou  un 
des  extrêmes  à la  place  de  l’autre  extrême  ' changement 
exprimé  par  le  mot  alternando  ) fans  détruire  la  propor- 
tion qui  fubfiftoit  auparavant  entre  ces  quatre  termes.  En 
un  mot , tous  les  changements  que  l’on  peut  faire  dans 
une  proportion  géométrique  , fans  détruire  l’égalité  du 
produit  des  moyens  au  produit  des  extrêmes  , laiflent 
fubfifter  la  proportion.  Si  on  a , par  exemple  , a : b : : c : dt 
aucune  des  inverfions  ou  permutations  fuivantes  11e  trou- 
blera l’égalifé  des  deux  rapports  ; 

b : a : : di c b : d : : a : c d: b : : c : a 

a : c : : b : d c : a : : d : b c : d : : a : b. 

Car  on  voit  que  toutes  ces  proportions  donnent  également 
a d = b c.  Si  l’on  veut  même  en  former  une  infinité  d’autres 
par  voie  d’addition  , de  fouftra&ion , de  multiplication , 
de  divifion  , & c.  on  le  pourra  toujours  s pourvu  que  Ton 
faiïè  les  mêmes  opérations  fur  deux  raifons  égales.  On  peut 
dire  , par  exemple , que  fi  a : b : : c : d , on  a 

a -4-  b 1 b : 1 c - 1-  d : dj  ou  a : a + b : : c : c d. 

a b \ a b ::c  -±:  d:  c + d ...  na  : b une  j d. 
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On  a auflî  am  i b"  : : cm:  dm  . . • . a m ; & " : : ç * : 4 * # 


Carpuifque  ad=bciontam  dm=bm  t.m,8c  a * d ” = bu  c •• 

239.  En  général , routei  les  fois  que  l’on  a d s quantités 
proporiionellts  entr’elles  , leurs  puijjances  de  même  nom 
font  proportioneiles  auflî.  Les  racines  n’étant  que  des  puif- 
fances  fraétionaires,  celles  de  même  nom  forment  toujours 
une  proportion. 

240.  Il  fuit  40,  que  fi  on  a deux  proportions  géomé- 
triques repréfentées. 

L’une  par  . . . . a : aq  : : c : cq  , 

L’autre  par  . . . . g : gp  : : h : hp. 

Leurs  produits,  terme  par  terme,  font  aufii  proportio- 
nels  y de  forte  que  l’on  aura , 


ag  : agpq  : : ch  : chpq. 

II  fuflît,  pour  s’en  convaincre,  de  comparer  le  produit 
des  extrêmes  avec  celui  des  moyens.  D’ailleurs  pq  eft  le 
quotient  des  deux  conféquents  divifés  par  leurs  antécé- 
dents ; donc  les  deux  raifons  font  égales.  Pareillement  fi 
on  divife  les  quatre  termes  d’une  proportion  par  les  quatre 
termes  d’une  autre  , les  quotients  feront  en  proportion. 

. 241.  q°,  Soit  une  fuite  de  termes  proportionels  re- 
préfentée  par  . . . a : aq  : : c : cq  : : e : eq  : : g : gq  on  a 
remarqué  qu’il  régnoir  un  même  quotient  q entre  la  fom- 
me  des  antécédents  a 4-  c-+-  e 4-  g de  cette  formule  Sc  la 
fomme  des  conféquents  aq-\-cq  4-  eq  4-  gq,  qu’entre  un  an- 
técédent quelconque  a &c  fon  conféquent  aq , ou  même 
qu’entre  un  nombre  quelconque  de  ces  antécédents  & le 
même  nombre  de  conféquents.  Et  de  cetre  remarque  on 
à conclu  que  dans  une  fuite  de  raifons  géométriques  égales  , 
quelles  quelles  foient,  la  fomme  des  antécédents  efl  à la  fomme 
des  conféquents  , comme  un  feul  antécédent  efl  à fon  confé- 
quent ; ou  comme  un  nombre  quelconque  d'antécédents  efl  au 
même  nombre  de  conféquents . 

On  pourroit  dire  auflî  que  cette  proportion  a lieu  géné- 
ralement dans  tous  les  cas  femblables , puifque  le  produit 
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des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens  dans  la  for-^ 
mule  fuivante  qui  peut  repréfenter  tous  les  cas  pareils  : 
a+c+e+g  : (a+c-he+g)q  : : a : aq  : : a-\-c  -t  e : (a-^-c-te]q. 

242.  Ici  nous  remarquerons  1°,  qu’étant  donnée  une 
raifon  géométrique  quelconque,  on  peut  en  lof  mer  une 
fuite  d’autres  qui  lui  feront  parfaitement  égales,  foit  en 
multipliait , fuit  en  divifant  fes  deux  termes  par  une  même 
quantiré.  Car  foit  a : aq  la  raifon  donnée  ; foit  m le  multi- 
plicateur de  fes  deux  termes  ; on  aura  pour  produits  am  SC 
amq  , qui  ont  viliblement  entr’eux  le  même  rapport  q qui 
exiftoit  entre  a Sc  aq. 

Si  on  eût  divifé  par  n ces  deux  termes , les  quotients 


•—  & auroient  eu  pareillement  le  même  rapport  q. 

Üne  raifon  géométrique  ne  change  donc  pas  de  valeur  , foit 
que  L'on  multiplie,  foit  que  L'^n  divife  fes  deux  termes  par 
une  même  quantité. 

Or  toute  fradion  peut  être  regardée  comme  une  raifon 
géométrique.  11  eft  donc  démontré  j]  ce  que  nous  n’avions 
pu  qu  infinuer  (45?)]  que  la  rqultiplication  ou  la  divifion 
des  deux  termes  d’une  traction  quelconque  par  une  même 
quantité  n’altere  jamais  la  valeur  de  cette  fradion. 

Et  de  là  il  fuit  évidemment  que  deux  quantités  quelcon- 
ques ont  entr'  elles  le  même  rapport , que  leurs  moitiés,  leurs 
tiers  y leurs  quarts , & toutes  leurs  parties  femblahles.  Ainfi 
on  a toujours, 

a : k : : •?  a : ~ h : ; a : h : : — a:  — b. 

* a 1 o *o  p p 


243 . Nous  remarquerons  2°,  que  l’on  appelle  en  géné- 
ral raifon  compofée  j le  rapport  des  produits  de  deux  ou  de 
plufieurs  raifons  géométriques  quelconques  , multipliées 
antécédent  par  antécédent , & conicquent  par  confisquent. 
Or  dit , par  exemple  , que  la  raifon  de  m tip  : q r s eft  une 
raifon  compofée  de  trois  raifons  fmple  s . . . m : q . . . n:  r... 
p : s qui  peuvent  être  mifes  aufïï  fous  cette  forme  . . . . 

m « p 
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Mais  quand  une  raifon  eft  compofée  de  deux  raifons 
égales  , on  dit  alors  que  c’eft  une  raifon  doublée.  Ainfi  la 
raifon  de  ab  : abqq  eft  la  raifon  doublée  des  raifons  fimples 
& égales  de  a : aq  & de  b : bq.  Quand  il  y a trois  raifons 
égales , le  rapport  des  produits  refpe&ifs  s’appelle  une 
raifon  triplée , 8cc. 

244.  Or  la  raifon  doublée  de  deux  autres  eft  égale  à 
celle  des  quarrés  d’une  quelconque  de  ces  raifons.  Et  la 
raifon  triplée  eft  la  même  que  celle  des  cubes  d’une  des 
trois  raifons  qui  lui  fervent  de  fadeurs.  Car  foient  les  deux 
raifons  égales ...  .a  : aq  & b : bq\  il  eft  évident  que  la  raifon 
doublée  ab  : abq'1  eft  exprimée  par  le  même  quotient  q 1 , 
que  la  raifon  des  quarrés  a*  : a1  q1  des  deux  premiers 
termes,  ou  celle  de  b 1 : b*  q* , quarrés  des  deux  derniers. 

Ce  qui  regarde  l’égalité  de  la  raifon  triplée  à celle  des 
cubes  d’une  des  trois  raifons  fimples,  fe  démontre  de  la 
même  maniéré. 

245’.  Cherchons  maintenant  les  propriétés  des  progref 
fions  géométriques  ; 8c  pour  les  trouver  d’une  maniéré 
générale , tâchons  de  les  déduire  d’une  formule  qui  re- 
préfente toutes  les  progreflions  de  cette  efpece. 

On  fait  (21  y)  qu’une  progreftion  géométrique  eft  une 
fuite  de  termes  qui  tous , à l’exception  du  premier  8c  du 
dernier,  font  alternativement  antécédents  8c  conféquents 
d’une  fuite  de  raifons  égales.  Or  l’égalité  de  ces  raifons  fe 
manifefte  par  l’identité  du  quotient  qui  les  exprime.  Donc 
la  formule  fuivante  peut  repréfenter  toute  progreilion  géo- 
métrique : 

~ a : aq  : aq 1 : aq'  : aq * : aq * : aq6 aq9. 

24 5.  6°,  Dans  cette  formule  on  voit  que  les  expofants 
de  q font  en  progreftion  arithmétique  , puifqu’à  caufe  de 
j°=  1 (174),  on  peut  y faire  ce  léger  changement  -y 

-li-  aq 0 : aq'  : aq1  : aq1  : aq * :aq'  ... . aqH. 

On  voit  auifi  qu’en  faifant  a — 1 , cette  derniere  formule 

devient -77-  q°  : q'  : qz  : q*  : q* q"  ; 8c  qu’alors 

elle  exprime  la  fuite  des  puiftfances  entières  d’une  quantité 
quelconque  q.  Ainfi  les  puiftances  fucceflfives  8c  entières 
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d’une  meme  quantité  forment  toujours  une  progreflîon 
géométrique.  Il  n’en  eft  pas  de  même  des  puiflances  fuc- 
ceflives  & fraétionaires , parce  que  leurs  expofants  7,7, 
~ &c.  ne  fonc  pas  en  progreflîon  arithmétique. 

En  général,  toutes  les  fois  que  les  expofants  de  diverfes 
puiffances  d'une  même  quantité  font  en  progrejfon  arithmé- 
tique , les  termes  affectés  de  'ces  expofants  font  en  progref- 
fon géométrique. 

Exemples.-^-  q1  : q\:  q*  : q"  : q'*8cc — b:  b1  : 

bs  : b7  : b 9 & c.  La  même  chofe  fe  démontre  généralement 
par  la  formule  ....  4r  aqm  : aqm*ld  : aqm*rld  : aqm*ld , 
&c,  dont  les  expofants  font  en  progreflîon  arithmétique 
quelconque  , & dont  les  termes  font  évidemment  en  pro- 
greflion  géométrique,  puifqu’il  régne  entr’eux  un  même 
quotient  qd. 

24 7.  7 Reprenant  la  formule  générale  . . . a : aq: 
aq1  : aq1  : aq*  écc , nous  obferverons  que  le  produit  de 
deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes  y eft  égal 
au  produit  des  extrêmes , lequel  à fon  tour  eft  égal  au  pro- 
duit des  moyens , fl  le  nombre  des  termes  eft  pair , ou 
au  quarré  du  moyen , fi  le  nombre  des  termes  eft  impair. 
Car  aq  x aq*  —aX  aq 4 = aq 1 x aq1 } donc  toutes  les  pro- 
greflions  géométriques  ont  la  même  propriété. 

248.  Et  puifque  les  proportions  continues  ne  font  que 
des  progreflions  de  trois  termes , nous  conclurons  généra- 
lement, comme  , nous  l’avons  déjà  fait  (23  7) , que  dans 
toute  proportion  géométrique-continue , le  produit  des  extrêmes 
ef  égal  au  quarré  du  moyen-proportionel. 

249.  8%  Confidérant  la  même  formule,  nous  obfer- 
verons auflî  que  fon  premier  terme  eft  au  troifieme , 
comme  le  quarré  du  premier  eft  au  quarré  du  fécond  j 
puifque  l’on  a . . . .a  : aq1  : : a1  : a1  q7  ...  . Cette  pro- 
priété a donc  lieu  dans  toutes  les  progreffions  géométri- 
ques. 

On  a pareillement a : aq 1 : : ai  : a'q 5.  Donc  le 

1 premier  terme  d’une  progreflîon  géométrique  quelconque 
' eft  au  quatrième , comme  le  cube  de  ce  premier  terme 
• eft  au  cube  du  fécond. 
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En  général  3 deux  termes  quelconques  de  cette  formule 
font  entr’eux  comme  le  premier  & le  fécond  élevés  à la 
puillance  marquée  par  l’intervalle  qui  fépare  les  deux  ter- 
mes don:  il  s’agit. 

ayo.  r)°,  Dans  la  formule  des  progressons,  on  voit 
qu’un  terme  quelconque  eft  égal  au  produit  du  premier 
par  le  quorient  élevé  à une  puifl'ance  marquée  par  le 
nombre  des  termes  précédents.  Le  fixieme  terme  , pat 
exemple  , aq' , n’eft  autre  chofe  qtfc  le  produit  du  premier 
terme  a par  le  quotient  q élevé  à la  cinquième  puillance. 
Appellant  donc  u le  terme  que  l’on  cherche , & défi- 
gnant  par  n le  nombre  de  tous  les  termes  de  la  pro- 
grelïion,  on  aura  généralement . ...  u = aq"'1  j formule 
qui  va  bientôt  nous  être  utile. 

2 j J.  De  ce  qui  précédé,  on  déduit  facilement  la  va- 
leur de  la  fomme  s des  termes  d’une  progrellion  géomé- 
trique quelconque  , dont  on  connoît  le  premier  terme  a , 
le  dernier  «,  & le  quotient  q.  Car  tous  les  termes  d’une 
progrellion  3 hors  le  dernier  , étant  antécédents  , on  peut 
repréfenter  la  fomme  des  antécédents  par  j — u } & tous 
les  termes  de  cette  même  progrellion  , hors  le  premier, 
étant  conféquents , la  fomme  des  conféquents  peut  être 
repréfentée  par  j — a.  Mais  nous  favons  (241)  que  dans 
une  fuite  de  raifons  géométriques  égales,  & par  confé- 
quent  dans  toute  progrellion  géométrique  la  fomme  des 
antécédents  eft  à la  fomme  des  conféquents,  comme  un 
antécédent  quelconque  eft  à fon  conféquent.  On  a donc . . . 
i- — u:s  — a::a:aq;  d’où  l’on  tire  d’abord  . ...  i 
saq—au>q  = sa — aa\  puis sq  — uj  = s—  a\ 

enfuitejÿ — s = uq — a ; enfin  .... 

Cette  formule,  jointe  avec  la  précédente,  va  nous 
fervir  à réfoudre  un  problème  analogue  à celui  que  nous 
avons  déjà  réfolu  (22c)  pour  les  ptogrellions  arithméti- 
ques : mais  pour  en  failir  tous  les  réfultars  , il  faut  avoir 
lu  auparavant  ce  qui  a rapport  aux  Logarithmes , & aux 
Equations  des  degrés  fupérieurs.  On  peut  donc  palier  tout 
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Je  fuite  au  Chapitre  fuivant,  quand  ôn  ne  connoîc  pas 
ces  deux  théories. 

2J2. 1.  Problème.  Etant  données  dans  une  progreflion 
géométrique  trois  des  quantités  fuivantes , a le  premier 
terme , » le  dernier , n le  nombre  des  termes  , j leur 
fomme , q le  quotient , trouver  immédiatement  l’une  des 
deux  autres. 

La  première  formule,  u=aqn',J  en  donne  trois  au- 
tres, de  forte  que  l’on  aj 


I,  u-acf1  . . . III.  n = i ■+• 

La  fécondé  formule  , s = — en  donne  trois  nou- 

? 1 

velles,  & l’on  a; 

TT  aq  — a.  TriT  s -h  a 

V.  s=  ...  VII.  « = s— . 

q—1  q 

VI. <z=  uq  — sq  «+•  s . . VIII.  q=  s j. 

Subftituant  dans  la  fécondé  la  valeur  de  u prife  dans  la  pre- 
mière équation  , on  trouvera  » 

— Xn-5<-T*+7-: '"«• 

Si  on  fubftitue  dans  la  même  formule  s = ^ , la  va- 

leur de  <z=  — — , on  aura  .... 

XIII.  . = f£ai)..jor.n=I4i 

q»-i\q  - j/  Lj 

XIV. .=<î-'(^)..XVI.j'-rf;{*-'+^=0. 

»•  X 

Enfin  fubftitution  faite  de  U valeur  de  q = — dans 


Digitized  by  Google 


1 


mules  feront , 


Leçons  Élémentaires 

»JL 
r 


160 

la  même  équation  s=  — * , les  quatre  derniefes  for- 


XVII.  s =. 


n-I 


— . . . XIX.  ff  — ai)*"*1  :=  (j—  a)an~1‘ 


..«-1 a»-t 


XVIII..  «=!-*. 


L»  - La 


...XX.( 

, L[s-a)-L(s-t») 

On  peut  maintenant  difpofer  ces  vingt  formules  en 
table,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  pour  les  progreilions 
arithmétiques.  Cet  arrangement  fera  plus  favorable  à la  ré- 
folution  des  problèmes  particuliers. 


Étant  , __ 
donnés  Trouvcr 


*»  ?»  « 

»,  s,n 
»,  q,  s 

q,  «,  * 


a,q,  n 
a,  s,  n 
«,  q,  s 

q,  n,s 


a,  »,n 
a,  n,s 
a,  »,s 

n,»,  s 


FORMULES. 


(s  — a ) = ») 

a = a q — s q -I-  s. 


a = aq” 

1 t 

(s  — »)u”-I  = (s  — a)an-1, 
s -ha 


»=■  s- 


■=‘*"Qf=Ù- 


~Vt 


a 

q” — q + — — I=o. 

a a 

s — a 


q = 

5» — ?"*H — s=s 

s — » s — » 


s — » 

s 


O. 


eor>iules 
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2.$%.  Applications.  I.  On  a tiré,  à cinq  reprifes  diffé- 
rentes , du  vin  d’un  tonneau , en  fuivant  une  progrellion 
géométrique  croilfante , dont  le  dernier  terme  eft  243 
pintes  , ôc  dont  le  quotient  eft  3.  Combien  de  pintes 
a-t-on  dû  tirer  la  première  fois  ? 

Soit  u = 243  . . . q=x  3 . . .n  =s  f : & on  aura  par  la 


première  des  vingt  formules  * a = — - = 


iti 

fk  j* 

= = 3 . C’eft-i-dire  que  l’on  a tiré  3 pintes  de  vin 

la  première  fois. 

II.  Une  perfonne  ayant  joué  à quitte-ou-double  contre 
une  autre  , a perdu  dix  fois  de  fuite.  Elle  avoit  joué  3*  la 
première  fois  : que  perd-elle  après  la  dixième  ? 

Les  données  font  . . . 0 = 3*  * . . ÿ ==  2 . . . 

4»  ==  10,  flc  on  cherche  «.  Je  trquve  la  valeur  de- 

L 
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mandée  , par  la  cinquième  formule  ...«  = aq"mt  = 3 
29  = 3.5-12=  1535. 

III.  On  fuppofe  que  la  population  d’un  pays  où  les  mœurs 
& la  liberté  régnent  avec  l’abondance , s’eft  accrue  uniformé- 
ment tous  les  ans  d’une  maniéré  fi  rapide  que  de  dix  mille 
âmes  qu’il  y avoir  d’abord,  il  s’en  eft  trouvé  14641  au 
bout  de  quatre  ans  ; fuivant  quelle  progrelîion  a dû  fe 
faire  cet  accroiflement  ? 

a = 1 OOOO  ...  a = 14641  . . . n = 5-  • & on 
demande  q.  Jertant  donc  les  yeux  fur  la  troifieme  café,  où 
toutes  les  valeurs  de  q font  réunies  , je  prends  la  formule 

rt-I 


9 — 1/  ~ & )’ai  î = 1^77^  = To*  L’accroiffement 
annuel  a donc  dû  être  de  7^. 

IV.  Pour  s’être  obftiné  à plaider,  il  en  a coûté  I2IOOC* 
à un  plaideur  forcené.  Le  premier  procès  ne  lui  coûte  que 
cent  piftole»,  mais  aullî  le  dernier  lui  a-t-il  coûté  81000*. 
On  fait  d’ailleurs  que  les  frais  des  autres  ont  été  moyens- 
proportionels  entre  ces  deux  extrêmes:  on  voudroit  favoir 
combien  ce  plaideur  a perdu  de  procès. 

Soit  a = icoo*  . . . m = 81000*  . . . s = 12 1000  ; 


on  trouvera  la  valeur  de  n par  la  formule  . . . n — 1 -4- 
La — La  L81000 — L tcoo 

L(s-a)—L(s—*y  ^U1  d°Ilne ” ~ 1 Li:oooo-£4oo°o 

, . Lit  4 

—l~+~L}^1~hL  3 ~ ‘ 

V.  Un  Oiilipatcur  a mangé  tout  fon  bien  en  cinq  mois 
de  temps  5 chaque  mois  il  quadruploic  fa  dépenfe  , & le 
premier  mois  il  avoir  dépenfé  cent  louis.  On  demande 
quel  étoit  fon  bien. 

<1  = 2400*  . . . q-=  4 . . . n = 5-  ; ainfi  la  valeur 
de  s fe  déduira  de  la  formule  . . . . s ^=a  (- ) = 

. . V?  — 

2400  Ç- — - — ==.  800 . 1023  = 818400*. 

Ces  applications  font  plus  que  fuffifantes  pour  diriger 
dans  tous  les  cas  le  choix  que  l’on  doit  frire  des  formules 
convenables. 
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25'4-  “•  Paob.  Inférer  un  nombre  m de  moyens- pro- 
portionels-géométriques  entre  deux  termes  donnés  a & 
Solution.  Si  m=  i , on  a auiri-tôc  — a:  x : « : donc 
x = jS  au. 

Si  m = 2 , on  aura  a : x :y  : u ; & pour  déterminer 
K , on  fe  rappellera  (249)  que  a : u : : a3  : x3 , & on  en 
conclura  qu eax}=afu  . . . . que  x3  = az  u . . . 

que  x = yr  aza>. 

La  valeur  de  x étant  une  fois  connue  , on  déterminera 

celle  de  y par  la  proportion  fuivante  . . . a : y''  a2u  ::y:u, 
dont  tous  les  termes  élevés  au  cube  donnent  a3  : aTu,  : : y3  : 

«3  ; & par  conféquent  a3  u3—a2uy3\  doncy~y"auz. 

Plus  généralement  : foit  m un  nombre  quelconque  j la 
queftion  fe  réduira  a déterminer  le  quotient  q d’une  pro- 
greflion  dont  on  commît  déjà  le  premier  terme  Æj  le 
dernier  « , 8c  le  nombre  des  termes  n , qui  dans  le  cas 
préfent  peut  être  repréfenté  par  m 4- 2.  Or  la  neuvième 

formule  donne  , q = y — j donc  q—y~,  Ainfi  la 
progreilion  cherchée  aura  la  forme  fuivante , 


W-2 

Cû  • • 


JLL.  a:  y"  ama  : y am~'uz  : y u 

Et  fi  r ’on  veut  en  faire  une  application  , en  inférant  quatre 
moyens-proportionels,  par  exemple,  entre  a & u , on 
n’aura  qu’à  fubftituer  4 au  lieu  de  m , on  trouvera . . . . 

, -fr  a : y a4  a : y a1  :j/V«5  : y eu*  : a. 

25'y.  III.  Prob.  Entre  les  ternies  confécutifs  d’une 
progreilion  géométrique  , inférer  un  nombre  p de  moyens- 
proportionels 

Soit  repréfentée  par-lé_  aq°  : aql  : aqz  : aq3  : a:*  : &c.  la 
progreilion  dont  il  s’agit.  Il  elt  évident  que  h veus  inférez 
entre  les  expofants  confécutifs  de  fes  termes  un  nombre  p 
de  moyens-proportionels-arithmétiques  , les  termes  af- 
fectés de  ces  expofants  feront  les  luoyens-proportioneis- 
géamétriques  que  l’on  demande  (24 6).  Âinii  pour  infe- 
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rec  cinq  de  ces  termes  dans  la  formule,  on  ec  rira} 
i i • i,  i 1 .Z.  JL 

4L  aq°  : aqT  : aq*  : aq6  : aÿ*  : aq6  : a?  : aq6  : a?6  : &c. 

Dans  le  calcul  des  Logarithmes  , on  peut  fe  fervir  de  cette 
efpece  d’interpolation. 

On  trouve  dans  les  Ouvrages  du  P.  Merfenne  un  exemple  connu  i 
des  Amateurs  de  la  Mufique.  Il  s'agifloit  de  partager  1 odtave  en 
douze  femi-tons  égaux , pour  former  ce  que  les  Muficicns  appel- 
lent raccord  égal  8c  pour  cela  il  falloir  inférer  onze  moyens  pro- 
portionels-géométriques  entre  i & ».  Le  P.  Merfenne  les  a calculés 
en  nombrel  par  la  formule  fuivante  que  l‘oa  trouve  auflï  dans  la 
Génération  Harmonique  de  M.  Rameau  , & dans  plufieurs  autres 
Ouvrages. 

i i i ♦ 

-IL  i ; 2 11 : 2 11 : 2 11  : 2 11  : 2 ' 1 : 2 ‘ 1 ...  2. 


DE  LA  REGLE  DE  TROIS, 

Et  de  quelques  autres  Réglés  qui  en  dépendent. 

Étant  donnés  trois  termes  , on  a fouvent  befoin 
d'en  connoître  un  quatrième  qui  leur  foit  proportionel } 
Sc  ce  quatrième  terme  fe  trouve,  comme  l’on  fait  (234)  , 
d’une  maniéré  bien  facile.  La  réglé  que  l’on  met  alors 
en  ufage  , s’appelle  la  Re°le  de  Trois  : ce  n’eft  qu’une  fim- 
ple  application  de  la  propriété  fondamentale  des  propor- 
tions géométriques  (232). 

L’ufage  eft  de  diftinguer  deux  fortes  de  réglés  de  T rois } 
l’une  que  l’on  appelle  direfle,  l’autre  que  l’on  appelle  inverfe. 

Soit  propoféj  par  exemple,  de  déterminer  le  prix  de 
25"  marcs  d’argent,  en  fuppofant  que  le  marc  coûte  5’2tt  . . . 

• 11  eft  évident  que  le  prix  inconnu  doit  être  au  prix  donné, 
dans  le  même  rapport  que  les  2 f marcs  font  à un  feul 
marc.  Appellant  donc  x le  prix  que  l’on  cherche  , on 

aura.  . . ljV:2^":  : j’2*  : xt  d’où  on  tirera  x= 

= 1300**, 
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Si  on  eût  propofé  de  trouver  le  prix  de  70  marc?  dans 
l’hypothefe  qu’il  en  eût  coûté  714*  pour  14  marcs,  on 
eût  dir . . . 14*:  joM  : : 714*  : Attj  & on  auroic  conclu 

que.r=- — ■~r-  = 3 5'70.  Ces  deux  exemples  font  du 

nombre  des  réglés  de  trois  directes. 

Mais  fi  on  propoioit  cette  queftion  . . . 3*7  Ouvriers 
ont  fait  un  certain  ouvrage  en  3 jours  j combien  faudroit- 
il  de  jours  à 15)  Ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage  ?... 
La  réglé  de  trois  feroit  inverfe  , parce  que  le  temps  nécef- 
faire  pour  achever  un  même  travail  eft  en  raifon  inverfe 
du  nombre  des  travailleurs.  Audi  difpoferoit-on  les  trois 
termes  connus  autrement  que  dans  les  réglés  de  trois 
directes  ; on  écriroit  par  exemple, ....  77 °nv#  : ip0uT-  : : 
x:  j1.  Et  on  trouveroit  x=  1 y ; c’eft-à-dire  qu’il  fau- 
droit  iy  jours  pour  que  19  Ouvriers  fiflent  le  même 
ouvrage  que  ^7  Ouvriers  auroient  fait  en  y jours. 

2j-7<  Remarquez  i°,  que  fi  l’un  des  deux  premiers 
rennes  d’une  réglé  de  trois  eft  multiple  de  l’autre , on 
peut  fimplifier  le  calcul , en  réduifanr  à la  plus  fimple 
exprelfion  l’efpece  de  fradlion  qui  en  réfulte.  Au  lieu 

. $1  x , . 

d ccnre,  . . . y 7 : 19  : : x î y , ou  — =;=  — , on  peut  écrire 

3 : I : : x : y j & en  général , toutes  les  fois  qu’il  y a 
moyen  d’introduire  l’unité  dans  une  proportion , il  ne 
faut  jamais  y manquer,  parce  qu’alors  le  terme  que  l’on 
cherche  , eft  le  produit  ou  le  quotient  des  deux  autres. 
Par  exemple , une  des  proportions  précédentes  , 14:70:: 
714:.*: eût  pu  fe  réduire  à une  beaucoup  plus  fimple, 
I : y : : 714  : x.  Et  quand  bien  même  on  ne  ramènerait 

{►as  à l’unité  un  des  termes  connus , il  fuffit  que  l’on  puifle 
e ramener  du  moins  à un  plus  petit  nombre  , pour  ne 
pas  lai  fier  échapper  cette  réduction. 

2y8.  Remarquez  2%  que  pour  difeerner  les  réglés  de 
trois  inverfes  on  n’a  qu’à  comparer  enfemble  les  termes 
qu’elles  renferment , afin  de  voir  fi  le  rapport  des  deux 
premiers  eft  l’inverfe  du  rapport  des  deux  autres.  La  moin- 
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dre  réflexion  fuliir  pour  connoître  l’ordre  dans  lequel  ces 
termes  doivent  erre  placés.  On  en  pourra  juger  par  les 
deux  exemples  fuivants. 

Six  Efcadrons  onr  confommé  un  Mngafin  de  fourage 
en  y 4 jours  ; en  combien  de  jours  l’euirent  confommé 
neuf  Efcadrons  ? 

Plus  il  y a de  chevaux,  Sc  moins  il  faut  de  temps  pour 
la  même  confommation.  La  réglé  eft  donc  inverfe.  Âinfî 

6e  : yiE  : : a'  : y 4'.  Donc  x = — ■■  = 36'. 

" 'Autrement.  2 X 3 : 3 X 3 : : x : y 4.  D’où  2 : 3 : : x : y4; 
& .v  = }.  y4  = 3<5. 

Si  pour  un  meuble  particulier  il  faut  6 aunes  d’une 
étoffe  large  de  - , combien  en  faut  il  d’une  étoffe  large 
de  ? ' 

Il  cft  clair  que  plus  l’étoffe  eft  large,  moins  il  en  faut. 
On  a donc  - : - : : x : 6 , & réduifant  au  même  dénomi- 
nateur , ~ ~ : x : 6.  D’où  , 8 : 9 : : x ; 6 , ou  bien  8 : x 
: : 9 : 6 , ou  encore  8 : x : : 3 : 2 , ce  qui  donne  .v  = — = 
yAu  H-  .7. 

2y<j.  Remarquez  30,  que  dans  une  réglé  de  trois  in- 
verfe , on  peut  placer  le  terme  inconnu  au  -quatrième 
rang;  il  ne  faut  que  changer  de  place  les  deux  premiers 
termes.  Ai  11  li , au  lieu  d’écrire  ...  57 : 19  ::  ar  : y , on 
peur  écrire  ....  19  : 57  ::  y : x.  Cela  revient  au  même. 
Au  refte , les  règles  de  trois  directes  font  prefque  les 
feules  dont  on  fa  lie  ufage  dans  les  différentes  parties  des 
Mathématiques. 

ado.Soit  propofé  maintenant  de  réfoudre  cetre  queftion. 
20 hommes  ont  fait  160  toifes  en  iy  jours;  combien  30 
hommes  en  feront-ils  en  12  jours? 

On  appelle  règles  de  trois  compnfées  ces  fortes  de  pro- 
blèmes où  il  encre  plus  de  trois  termes  connus.  Pour 
trouver  alors  le  terme  que  l’on  cherche  , on  réduit  la 
queftion  à des  réglés  de  trois  fimples.  O11  peut  dire  , par 
exemple;  fi  20  hommes  ont  fait  ido  toiles,  combien 
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30  hommes  en  feront-il  dans  le  même  temps? 

20  : 30  : : ido  : x 5 ou  .,  2 13  : : 160  : x = 240. 

Donc  en  1 5"  jours  30  hommes  feront  240  toifes.  Mais 
on  fuppofe  qu’ils  ne  doivent  travailler  que  pendant  12 
jours.  On  aura  donc  I y : 12::  240  : .r  -,  ou  , Ç : 4 : : 24O  : 
X , ou  même  , I : 4 : : 48  : a:  = 15) aT.  C’eft  le  nombre 
cherché. 

11  eût  etc  facile  de  le  trouver 
en  difpofant  ainfi  les  termes  ...  f 2Ch.  yc1*. 

& en  multipliant  20  par  1 y & 1 y '.  1 2’. 

3 O par  1 2.  Car  20  hommes  qui 
travaillent  I 5 jours  , font  300  journées  de  travail,  pendant 
que  30  hommes  qui  travailleront  12  jours  en  feront  360. 
Mais  fi  300  journées  de  travail  ont  produit  160 toifes,  il 
eft  clair  que  360  journées  en  produiront  192  \ par  ce  que 
300:3  60  , ou  3 o : 3 6 , ou  y : 6 : : J 60  : 192. 

O11  peut  même  réfoudre  cette  queftion  fans  employer  la 
réglé  de  trois,  en  difant;  160  toifes  en  iy  jours  font 

par  jour  , dont  la  vingtième  partie  , ou  eft 

l’ouvrage  que  fait  chaque  homme  par  jour.  30  hommes 

r 1 160  30X160 

feront  donc  30  x — —,  ou chaque  jour  : & par 

J ij  xio’  ijxao  ^ ’ 7 1 

-,  , -,  r II  . JO  . 160  Tl  . 1 . 8 

conlequent  en  12  jours  us  feront 
= 192. 


15 . 10 


1 . 1 


Nous  n’infifterons  pas  fur  des  chôfes  aulîi  aifées.  Quand 
op'a  un  peu  d’habitude  du  calcul  , ces  réglés  fe  préfentenc 
naturellement  à l’efprit  }>ou  on  en  imagine  d’autres  qui 
valent  quelquefois  mieux. 

La  réglé  de  trois  eft  du  plus  grand  ufage  dans  toutes 
les  parties  des  Mathématiques.  Elle  fert  beaucoup  aulîi 
dans  quelques  autres  que  nous  allons  parcourir. 

26 1.  Réglé  de  Compagnie.  Deux  Négociants  ont  mis 
l2COOtt  en  fociété  dans  le  commerce,  &c  ils  ont  gagné 
I3y0tt.  Ils  veulent  partager  ce  gain  à raifon  de  leurs 

L iv 
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mifes , qui  font  8ooott  pour  le  premier  Négociant  j & 

q.ooott  pour  le  fécond.  Que  doit  il  revenir  à chacun? 

La  réponfe  eft  aifée  ; caria  mife  totale  12000* , eft  au 
gain  total  comme  la  mife  de  chaque  Négociant 

eft  au  gain  qu’il  doit  faire.  On  a donc , 

1 2000  : 1 3 yo  : : 8000 : x ; ou  1 200 : 1 3 J : : 8000  : x\ 
ou  encore  j 400 : 45  ::  8ooO:x,  ou  bien  80 : p : : 8ooO:.ï; 
ou  enfin  , I : p : : IOO  : x = poott  j 
c’eft  le  gain  du  premier.  Ce  qui  refte  de  13  yott  eft  le 
gain  du  fécond.  Rien  n’eft  plus  facile. 

Trois  Amis  ont  fait  ,une  bourfe  commune  pour  le  jeu. 
Le  premier  a donné  1 17“;  le  fécond  72  ; le  troifieme  34. 
Ils  ont  perdu  £3*.  Quelle  eft  la  perte  de  chacun  ? 


117x95 


On  eût  pu  divifer  d’abord  les  deux  premiers  termes  par 
3 3 & divifer  enfuite  par  p le  quotient  du  premier  , & cha- 
cun des  troifiemes  termes,  en  difant: 


1 1 7 : x. 

72  : x. 

5 4 : *• 

13  ; *=44-4-1 

8 : x = 27  *+■  7 

6 : x =5  20  H-  7 


On  vérifie  ces  fortes  de  réglés  en  ajoutant  les  pertes  ou 
les  gains  de  tous  les  atfociés.  La  fournie  doit  toujours  «tre 
la  perte  totale  ou  le  gain  total. 

262.  Lorfqu’outre  Us  mifes  particulières  , il  y a encore 
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des  temps  différents , la  réglé  de  compagnie  s’appelle 
tompofêe. 

Exemple.  Aj  B & C ont  gagne  i66ott  I2r  avec  un 
fonds  qu’ils  avoient  mis  en  fociété.  Il  s’agir  de  partager  ce 
gain  ,en  raifon  des  mifes.  Celle  de  A eft  de  45; oott  pen- 
dant 6 mois;  celle  de  B eft  de  3000**  pendant  8 mois. 
C a mis  2270  pendant  dix  mois. 

Multipliez  d’abord  chaque  mife  par  le  temps  qu’elle  a 
été  employée  j & dites  enfuite:  la  fomme  de  tous  ces  pro- 
duits eft  au  gain  total  , comme  chaque  produit  en  par- 
ticulier eft  à la  partie  proportionelle  de  gain  que  je  cherche. 

4700  3000  22^0 

A.t.i  6 B . . . . 8 C ....  10 

27000  24000  2 2 j 00 

La  fomme  de  ces  produits  eft  73700;  d’ailleurs  I2f 
*=  de  livre.  J’ai  donc 

t ^27000:  *. 

73700: 1660  j 6::  <24000:*. 

, (22700:*. 

Ou  bien  , divifant  par  300  le  premier  terme  & chacun 
des  troifiemes. 

C$0  :*=  tflott 

247  ï 1660,6  : : < So  : *=  742  *+-™. 

^77^  = 708 

La  fraction  ^ feréduit  i66oH 

* - = 1 2f. 

263.  La  Réglé  d' Alliage  confifte  , ou  à trouver  le  prix 
moyen  d’un  mélange  formé  depluiïeurs  chofes  différentes  , 
dont  les  quantités  & les  prix  font  donnés  ; ou  à trouver 
dans  quelle  proportion  il  faut  prendre  de  chacune  de  ces 
chofes , lorfque  leurs  prix  & le  prix  moyen  font  connus. 

Premier  cas.  A quel  prix  faudroit-il  vendre  le  marc 
d’un  alliage,  formé  avec  6 marcs  d’argent  à 48** , & 12 
marcs  d’argent. à 36“,  pour  n’y  rie»  perdre,  ni  gagner  ? 
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Multipliez  chaque  partie  de  l’alliage  pat  Ton  prix  ref- 
peéfif , & divifez  la  fomme  des  produirs  par  celle  des  quan- 
tités mêlées  ; le  quotient  fera  le  prix  moyen. 

6 x 48“  = 288  720  = 40*  , prix  cherché. 

12  x 36  = 432  18 

1 8 720 

Cette  méthode  eft  fondée  fur  la  régie  de  trois  que 
voici.  La  fomme  des  marcs  eft  à celle  de  leurs  prix,  comme 
un  feul  marc  de  l’alliage  eft  au  prix  moyen.  Cette  pro- 
portion qui  eft  évidemment  jufte  , donne  18  : 720  : : 

1 :-v  = TT  = 4°-  . 

On  vérifie  le  premier  cas  de  la  réglé  d’alliage  , en  éva- 
luant tout  le  mélange  au  prix  -moyen. 

Il  eût  été  facile  de  trouver  une  formule  algébrique  qui 
eût  indiqué  la  méthode  dont  nous  venons  de  nous  fervir. 

Second  cas.  Le  prix  moyen  & celui  de  ghaque  partie 
ce  l’alliage  étant  connus,  il  peut  arriver  i°,  qu’aucune  des 
quantités  dont  le  mélange  doit  être  formé , ne  foie  fixée  j 
2°,  qu’il  y eu  ait  une  qui  le  foit  ; 30,  que  l’on  foit  reftreinc 
à une  certaine  quantité  d’alliage.  Les  exemples  vont  éclair- 
cir tout  cela. 

l°,  Un  Marchand  de  vin  voudrait  mêler  du  vin  à iyrla 
pinte  avec  du  vin  à 8f,  pour  en  avoir  qu’il  pôr  vendre  1 2e  la 
pinte.  Combien  doit-il  prendre  de  chaque  efpece  pour  faire 
ce  mélange? 

Après  avoir  ainfi  difpofé  les  trois  prix  ...  12 
je  prends  la  différence  3 de  1 2 à 17,  & je 
la  mets  vis-à-vis  8.  Je  place  réciproquement  vis-à  vis  I y la 
différence  4 de  12  à 8,  & je  conclus  que  trois  pintes  de 
vin  à 8f  mêlées  avec  quatre  pintes  de  vin  à 1 y feront  du  vin 
à 1 2f.  Cela  eft  évident  par  la  compenfation  qui  fe  fait  des 
deux  prix  , l’un  fupérieur  , l’autre  inférieur  au  prix  moyen. 

264.  11  ne  faut  pas  cependant  conclure  de  cetre  com- 
penfation , que  les  nombres  4 & 3 foienc  les  feuls  qui  fa- 


{ 


if 

8 


4 

3 
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tisfaffent  aux  conditions  du  problème.  Car  c’efl:  ici  une 
queftion  indéterminée  qui  a une  infinité  de  folutions, 
même  en  nombres  entiers.  Il  fufiit , pour  les  trouver  , de 
prendre  deux  nombres  qui  foient  dans  le  même  rapport 
que  4 &c  3 j ficpour  cela,  il  n’y  a qu’à  les  doubler,  tripler, 
&c. 

Si  le  mélange  devoit  être  fait  avec  du  vin  à 1 yf,  à 1 a 2c 
à 8 , pour  avoir  encore  du  vin  à 1 2 , on  s’y  prendroit  1 
peu-près  de  la  même  maniéré.  C’eft-à-dire  , qu’nprès  avoir 
compare  1 y & 8 avec  le  prix  moyen  1 2 , ik  difpofé  ré- 
ciproquement les  différences  3 & 4 , on  compareroit  1 £ 
& IO  avec  le  même  prix  moyen  I 2 , & on  difpoferoic 
réciproquement  aulfi  leurs  diffcrencc-3  3 & 2.  Voyez 
l’exemple. 

Six  pintes  de  vin  à 15"  fous , 

3 pintes  de  vin  à iof,  & 3 
pintes  à 8 , mêlées  enfemble 
teroienr  donc  12  pintes  de 
vin  à 1 2r.  S’il  devoir  entrer 
dans  le  mélange  quatre  , cinq  , ou  fix  fortes  de  vin  i 
différents  prix  , on  les  compareroit  fucceffivement  deux  à 
deux  avec  le  prix  moyen  , en  obfervant;  de  ne  compa- 
rer à la  fois  que  deux  prix  , l’un  plus  fort , l’autre  plus 
foible  que  le  prix  moyen. 

2°,  Dans  un  temps  de  difette  un  Boulanger  veut  faire 
du  pain  avec  de  l’orge,  du  feigle  & du  froment,  & le 
vendre  4 fous  la  livre.  Il  a 8 boiffeaux  & demi  de  fro- 
ment qui  feroient  du  pain  à yr  la  livre.  Le  pain  fait  avec 
le  feigle  feul  reviendroit  à 3f,  8d.  Celui  qu’il  feroit  avec 
l’orge  coùteroit  ir  6d.  On  demande  combien  il  doit  mcler 
de  feigle  & d’orge  avec  ces  8 boifTeaux&  demi  de  froment, 
pour  faire  du  pain  à 4r la  livre? 

Le  prix  moyen  eft  ici  48“*. 

J’en  prends  les  différences  avec  4^ 
les  autres  prix  , comme  dans 
l’exemple  précédent,  &c  je  dis  : 

Pour  faire  du  pain  à 4e  la  livre  avec  les  prix  marqués  , 


60  . . 30  . . 4 
44  . . 1 2 
18  . . 12 
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on  pourroit  donc  prendre  34  boifTeaux  de  froment  avec 
1 2 boifTeaux  de  feigle  & 1 2 boifTeaux  d’orge.  Mais  puif- 
que  la  quantité  de  froment  eft  fixée , il  eft  clair  que  s’il 
faut  12  boifTeaux  de  feigle  & 12  d’orge  fur  34  de  fro- 
ment , il  en  faudra  fur  8 ~ une  quantité  proportionelle  que 
je  déterminerai  par  cette  réglé  de  trois , 


» 

34:  8 


1 2 : x = 3 boifTeaux 


Il  en  eft  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  de  chofes  à 
mêler  , quand  on  connoît  leurs  prix  Sc  la  quantité  de 
l’une  d’entre  elles. 

3°,  On  a trois  fortes  de  café.  La  livre  du  premier  vaut 
celle  du  fécond  en  vaut  38  , celle  du  troifieme  24. 
Trouver  dans  quelle  proportion  il  faut  les  mêler  pour  en 
faire  6 4 livresque  Ton  puiffe  vendre  3c/? 

Prenez  les  différences  comme  ci-defïus , &•  apres  les 
avoir  ajoutées , dites  : la  fomme  des  différences  eft  à la 
quantité  de  mélange  que  Ton  veut  faire  , comme  chaque 
différence  en  particulier  eft  à la  quantité  qu’il  faut  pren- 
dre de  tel  ou  tel  café. 


yo  . . 6 

f 6 : x = pf. 

3 8 ...  6 

40  : 6^4  : : s 6 : x = pf. 

24..  20.8 

(28  : x=  447. 

40 

64 

2.6 y.  La  règle  de  faujfe  position  fert  à trouver  un  nom- 
bre inconnu  par  le  moyen  d’un  nombre  fuppofé.  Soit  pro- 
pofé  , par  exemple  , de  trouver  un  nombre  dont  la  moitié, 
le  quart  Sc  le  cinquième  fartent  4 y<5. 

Je  fuppofe  que  ce  nombre  eft  20.  Mais  il  eft  clair  que 
la  moitié , le  quart  & le  cinquième  de  20  ne  font  que  19. 
Ma  fuppofition  eft  donc  faufTe.  Elle  n’en  fervira  pas  moins 
cependant  à me  faire  connoître  le  nombre  demandé.  Car 
puilque  deux  quantités  font  toujours  entre  elles  comme 
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leurs  parties  femblables  ( 242  ) , on  peut  les  regarder  l’un» 
comme  la  fomme  des  antécédents  d’une  fuite  de  termes  pro- 
portionels  , l’autre  comme  la  fomme  des  conféquents,  Or 
ces  deux  fommes  font  entre  elles  (241.)  , comme  un 
nombre  quelconque  d’antécédents  eft  au  même  nombre 
de  conféquents  , & réciproquement  ; donc  la  moitié  plus 
le  quart , plus  le  cinquième  de  20  , font  à la  moitié  j plus 
au  quart,  plus  au  cinquième  du  nombre  que  je  cherche, 
comme  le  nombre  20  lui-même  eft  au  nombre  cherché. 
J’ai  donc,  15)  : 456  : : 20  : * = 480. 

Trois  Négociants  ont  perdu  2400*  en  fociété.  Cette 
perte  devant  être  répartie  à proportion  des  mifes } & la 
mife  du  premier  Négociant  étant  égale  à la  fomme  des 
deux  autres , pendant  que  celle  du  fécond  eft  double  de 
celle  du  rroifieme,  on  demande  quelle  doit  être  la  perte 
de  chacun  ? 

Si  je  fuppofe  que  la  mife  du  troifieme  eft  de  3 41 , celle  du 
fécond  doit  être  de  6 , & celle  du  premier,  de  D’où  je 
conclus  que 

( 3 1 x = 400. 

1 8 : 2400  j ou  3 : 400  : : /*£>  : x = 800. 

£ 9 : x = 1200. 

Une  infinité  d’autres  nombres  formés  fuivarrt  les  mêmes 
conditions  que  18,  auraient  donné  le  même  réfultat. 

Combien  faudroit-il  de  temps  pour  remplir  un  balfin, 
en  ouvrant  tout  à la  fois  quatre  robinets , donc  le  premier 
feul  le  remplirait  en  2 heures  , le  fécond  en  3 , le  troi- 
fieme en  y , & le  quatrième  en  6 ? 

Suppofons  qu’il  fallût  une  heure , & voyons  fi  le  baflin  fe 
trouverait  rempli.  Il  eft  clair  que  dans  cet  intervalle  le  pre- 
mier robinet  en  remplirait  la  moitié , que  le  fécond  en  rem- 
plicoit  le  tiers,  &c  ; & qu’ainfi  les  quatre  à la  fois  fourni- 
raient dans  une  heure  de  quoi  remplir  -j-fou  7 du  ballin.  Il 
ne  faut  donc  pas  une  heure.  Pour  déterminer  au  jufte  ce 
qu’il  faut,  on  dira 

ou  6 : J : : ih  : x = -jh=^  JO*. 
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2 66.  11  arrive  fouvent  qu’une  première  fuppolitibn  ne 
fuffit  pas  pour  réfoudre  ces  petits  problèmes  : on  en  faic 
alors  une  fécondé.  C’eft  ce  que  l’on  appelle  la  réglé  de 
d uble  faujjc  pojition. 

Exemple.  On  demande  deux  nombres  dont  la  diffé- 
rence foit  8 , 5c  dont  la  fomme  foit  1 6. 

Suppofons  que  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres  foit 
I ; nous  aurons  (j  pour  le  plus  grand  , Sc  i O pour  leur 
fomme.  Mais  nous  devons  avoir  16  pour  leur  fomme  j 
nous  fommes  donc  en  erreur  de  6. 

Suppofons  maintenant  que  le  plus  petitdes  deux  nombres 
cherchés  foit  3 , ce  qui  donnera  1 1 pour  le  plus  grand.  On 
aura  14  pour  .leur  fomme,  5c  2 pour  erreur. 

Mais  nous  favons  d’ailleurs  (196)  que  le  plus  petit 
nombre  cherché  doit  être  4 , 5c  nous  voyons  que  la  pre- 
mière erreur  ejl  à la  fécondé , comme  la  différence  entre 
le  premier  nombre  fuppofé  &*  le  nombre  cherché , efl  à la 
différence  entre  le  fécond  nombre  fuppofé , & le  même  nombre 
cherché , puifqu’on  a ...  6 : 2 : : 3 : I . Refte  donc  à trouver 
une  méthode  qui  faffe  connoître  le  nombre  cherché  , 
dans  tous  les  cas  où  il  y a proportion  entre  les  erreurs 
5c  les  différences , dont  nous  venons  de  parler. 

267.  Soit  donc  x le  nombre  cherché  ; foit  a le  pre- 
mier nombre  fuppofé,  b le  fécond  , c la  première  erreur, 
d la  fécondé.  Il  eft  clair  que  routes  les  fois  qu’il  y aura 
proportion  entre  les  erreurs  5c  les  différences  indiquées, 
on  aura  . . . c : d::  x — a : x — b , 5c  que  par  conféquent. . . 

bc  — ad 


Donc  pour  trouver , par  la  réglé  de  double  fauffe  pojition  , 
le  nombre  cherché , il  faut  multiplier  chaque  nombre  Jup- 
pofé  par,  l’erreur  qui  répond  à Vautre  nombre  fuppofé , 
divifer  la  différence  de  ces  deux  produits  , par  la  différence 
des  deux  erreurs. 

Nous  avons  fuppofé  dans  l’exemple  qui  précédé  , que 
les  deux  erreurs  éroient  de  même  ligne.  Si  elles  euffenr 
été  de  lignes  contraires,  ils  eut  fallu  alors  divifer  la  Jomme 
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des  memes  produits  , par  la  forme  des  erreurs  ; puis- 
que d,  par  exemple,  étant  une  quantité  négative,  la 

formule  devient  x ' = — v'-r-.  Donc  la  formule  générale 


fera 


c±d 
bc  -+-  ad 


268.  Tontes  les  fois  que  les  deux  nombres  fuppofés 
ne  fatisferont  point  à l’énoncé  du  problème  , on  voit 
bien  qu’il  fuffiroit  de  ramener  l’un  des  deux  au  nombre 
cherché  , par  une  correétion  convenable.  Soit  donc  y 
cette  correétion  \ foit  d la  plus  petite  erreur  ; foit  b le 
nombre  qui  l’a  produite,  & le  rc-fte,  comme  ci-delTus. 

11  eft  clair  que  li  i e(l  plus  petit  que  x , on  aura  . . . 

bc—ad  . (b — 

b + v = x = — d ■ j ce  qui  donnera  . . ,y  = — g . 

Mais  fi  b eft  plus  grand  que  x , alors  b — y—  x — 
b c — ad  (a  — b ) d 

■ 7-  y d ou  ou  tire  ...  y — 3 — # C eit- a-dire 

c — d * J c — d 

que  dans  les  deux  cas  , il  faut  multiplier  la  différence  des 

deux  nombres  fuppofés  par  la  plus  petite  erreur  , 

divifer  ce  produit  par  la  différence  des  erreurs,  lorfqu’elles 

ont  le  meme  ligne,  ou  par  leur  fomme , quand  elles  ont 

des  figues  différents.  Le  quotient  eft  toujours  la  correétion 

cherchée. 

2 6p.  Rapprochons  maintenant  les  diverfes  opérations  de 
la  réglé  de  double  faufte  pofition.  Elles  confiftenr  à fuppo- 
fer  un  nombre  que  l’on  aifujétit  aux  conditions  du  problè- 
me. S’il  y latisfait , comme  cela  arrive  quelquefois , le  pro- 
blème eft  réfolu.  S’il  n’y  fatisfait  pas , on  marque  l’erreur  foie 
pofitive,  foit  négative,  & on  fuppofe  un  autre  nombre, 
que  l’on  applique  de  même  aux  conditions  du  problème. 
S’il  en  réfulte  une  nouvelle  erreur,  on  la  marque,  comme 
la  précédente.  Enfuite,  on  multiplie  la  première  erreur  par 
le  fécond  nombre  , & la  fécondé  erreur  par  le  premier. 
Cela  fait , on  di vijfe *la  fomme  des  deux  produits  par  celle 
des  deux  erreurs , lorfque  les  lignes  de  ces  erreurs  font 
différents.  S’ils  font  les  mêmes  , c’eft  la  différence  des  pro- 
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duits  qu’il  faut  divifer  par  la  différence  des  erreurs.  Le 

quotient  eft  le  nombre  cherché. 

Exemple.  Pour  engager  un  ouvrier  pareffeux  à travailler , 
on  lui  promet  un  écu  par  jour,  à condition  que  les  jours 
où  il  11e  travaillera  pas  , il  ne  recevra  rien  , de  qu’il  perdra 
au  contraire  24f  chaque  fois.  Au  bout  de  1 y jours  l’ou- 
vrier ne  reçoit  que  24*.  Combien  de  jours  a-t-il  travaillé  ? 

Je  fuppofe  qu’il  a travaillé  pendant  6 ; mais  je  vois  que 
dans  cette  fuppofïcion  il  n’auroit  dû  recevoir  que  7“  4e.  Il 
en  a cependant  reçu  24.  Je  fuis  donc  en  erreur  de  1 6tt  1 6f, 
ou  de  1 6 , en  moins  ; d’où  je  conclus  que  cet  ouvrier  a 
travaillé  plus  de  6 jours. 

Suppofons  donc  qu’il  ait  travaillé  pendant  1 2 jours , 
Sc  voyons  quel  en  fera  le  réfultat.  L’ouvrier  auroit  dû  rece- 
voir 32*  8f  : il  n’en  a pourtant  reçu  que  24.  L’erreur 
eft  donc  de  8tt  8f,  c’eft-à-dire  8 , 4*  en  plus. 

Je  difpofe  ainfi  les  deux  nombres  fuppofés  & les  erreurs 
correfpondantes } 

6}  12' 

— 16,8  8,4 

Puis  je  multiplie  le  premier  nombre  par  la  fécondé  er- 
reur , & le  fécond  nombre  par  la  première.  Les  produits 
font  50,4  & 201,5.  Je  les  ajoute  , & divifant  leur 
fournie  2 y 2 par  celle  des  erreurs  ( qui  eft  2 y, 2 ) je  trouve 
10  pour  quotient.  C’eft  le  nombre  cherché. 

Si  les  deux  nombres  fuppofés  avoient  donné  deux  er- 
reurs de  même  ligne,  j’aurois  divifé  feulement  la  diffé- 
rence des  produits  par  celle  des  erreurs. 

Ex.  Après  avoir  trouvé,  par  la  première  fuppofîtion  , que 
cet  ouvrier  a travaillé  pendant  plus  de  6 jours  , je  fuppofe 
qu’il  a travaillé  pendant  p.  L’erreur  fera  encore  en  moins, 
de  4**  4f  = 4,2*.  J’ai  donc  . . .~i 

— i5,8 


Puis, 
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Puis,  6x4,2  = 2f,2....$X  1 6,8  =s  1 j 1,2 iyijS  ■ — 

2f,2=  126  ....  1,6,8 4j2=  12,6 Sc  J~6~  10, 

comme  ci-delTiis. 


La  formule  de  la  correction  s’applique  âifément  à ces 
petits  problèmes.  Ici,  par  exemple,  on  auroitj  = -~ 

= lz’  6 — I ; ce  qui  indique  que  le  fécond  nombre  fep- 


pofé  , 5»  , doit  être  augmenté  d’une  unité  , pour  être  égal 
au  nombre  que  l’on  cherche. 

La  plupart  des  problèmes  du  premier  degré,  qui  eut 
déjà  été  réfolus  ou  propofés  ( 15)7  & 2C8  ) peuvent  le 
réfoudre  facilement  par  la  réglé  de  double  fauffe  pofi- 
tion , qui  ne  paroît  d’abord  fondée  que  fur  un  limple 
tâtonnement,  mais  qui  n’en  eft  pas  moins  ingénieufe , ni 
moins  utile , aux  yeux  des  Géomètres  , & furtout  ues 


Aftronomes. 


270.  IV.  La  réglé  d'intérêt  a pour  but  de  fixer  la  fomme 
due  pour  de  l’argent  prêté  fous  certaines  conditions. 

On  peut  les  varier  à l'infini , & c’eft  ce  qui  rend  allez 
complique  le  calcul  néceiraire  en  plufieurs  cas.  Nous  nous 
bornerons  à ceux  qui  font  le  plus  en  ufage;  8c  lailfant  à 
chacun  le  foin  de  réfoudre  par  la  réglé  de  trois , ceux 
qui  en  font  fufceptibles , nous  confidérerons  la  chofe  un 
peu  plus  généralement. 

l°.  Si  un  Ufurier  a prêté  lj'Ôoott  à 8 pourcent  par 
an  , quelle  fomme  faudra-t-il  lui  donner  dans  cinq  ans  pour 
le  rembourfer , 8c  lui  payer  en  même  temps  l’intérêt  de 
fon  argent  ? 

Soit  p = 15600“,  que  l’on  appelle  le  Principal,  ou 
le  Fonds  , ou  le  Capital.  Soit  t — y ans , ou  le  temps  pen- 
dant lequel  l’intérêt  court.  Soit  r = ce  que  rapporre 
dans  un  an  , ou  «n  général  dans  le  temps  que  Iootf  en 
rapportent  8.  (On  trouve  la  valeur  de  r en  dilant... 
fi  lOOtt  en  rapportent  8 , que  rapportera  Itt  dans  le  même 

temps  ? IOO  : 8 : : I : r ==  o,o8  ).  Soit  enfin  s = la 

fomme  due,  tant  pour  le  fonds  que  pour  les  intérêts. 


I 
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Cela  polé,  nous  aurons  ltt  : r : : p*  ; x =pr=  l’intérêt 
du  principal  pour  un  an.  Mais  fi  au  bout  d un  an  l'intérêt 
eft  pr  , il  fera  prt  au  bout  d’un  retnps  t : car  I : pr  : : 
t:x  = prt.  Réunifiant  donc  le  principal  (p)  & l’intérêt 
(.prt),  on  aura  généralement  la  fomme  demandée  (s)  = 


■ prt  ; d’où  l’on  tire  ; p ■ 

S—P 
pr  ‘ 


rt  -+-  I 


s — P 
P* 


Subftituons  leS  valeurs,  & nous  trouverons  ;=  iyé> 00 
i)6oo  x 0,08  x y — 21840“. 

Si  la  queftion  eût  etc  énoncée  de  cette  maniéré.  Au 
bout  de  cinq  ans  il  a été  payé  tant  pour  le  fonds  que 
pour  les  intérêts  à 8 pour  cent,  la  fomme  de  21840“. 
Quel  étoit  le  fonds?  On  eût  fubftitué  ces  valeurs  dans 

la  tormule  p = ^ — , qui  eût  donné  1 y 600“.  On  trou- 

veroit  de  même  le  temps  ou  l’intérêt. 

271.  2°.  lin  Commerçant  doit  payer  cent  piftoles  cha- 
que année  à un  de  fes  confrères  ; mais  comme  il  a befoin 
de  fon  argent , il  le  prie  de  ne  pas  en  exiger  pendanc 
8 ans , promettant  de  payer  à cette  époque  tous  les 
arrérages  avec  les  intérêts  à y pour  100. 

J’appelle  a ce  qui  eft  dû  chaque  année  , foit  Rente , ou 
Annuité , foit  Pen/ion  , &c.  J'appelle  r l’intérêt  de  1*  pen- 
dant un  an  ; t le  temps  après  lequel  feront  payés  les  intérêts 
& arrérages  , dont  je  défigne  la  fomme  par  s ; & je  dis  . .. 
La  rente  ne  doit  être  payée  qu’à  la  fin  de  l’année.  Le  Com- 
merçant 11e  devra  donc  aucun  intérêt  pour  la  première 
année.  Mais  à la  fin  de  la  fécondé  il  devra  ar  d’intérêt; 
à la  fin  de  la  troifieme  , 2 « r ; & ainfi  de  fuite  jufqu  a 
la  fin  de  la  derniere  , où  les  intérêts  dûs  feront  exprimés 
par  ar  (t  — 1). 

Or  ces  intérêts  forment  une  progrelîîon  arithmétique  , 
donc  le  premier  terme  eft  zéro  , le  dernier  = a r ( t — 1), 
6c  le  nombre  des  termes  = t.  Leur  fomme  eft  donc  ( 227  ) 
t t - 1 t ar  . , . , . • A 

p* — i Si  cette  iamme  reunie  a ce  qui  eft  du  pour  U 
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fente  , doit  former  la  fomme  des  arrérages  8c  des  intérêts. 

(f-0  , „ , at 

L/onc  j = ar  t — |-«r=(rfr  — 1 ) r+-  2 ) — j ce 


qui  donne a = 7 — 7 — r—  • • 


x s-zat 
at(t-i) 


r-  t 

« 

ir 


Subfticuant  les  valeurs  , on  trouvera  s = 0,05x7-1-1  X 
—^==-5)400*.  Et  fi  on  connoilfoit  s , r , t , on  trouveroit 

a par  la  formule  . , . a = 7—7 — *4 r-  ; 8cc  , ôcc. 

272.  Ces  fortes  de  queftions  appartiennent  à ce  que  l’on 
appelle  réglé  d’intérêt  Jîmple.  Les  deux  fuivantes  lé  rcfol- 
vent  par  la  réglé  d’intérêt  compofé.  On  appelle  ainû  l’in- 
térêt qui  provienr  du  fonds  8c  des  intérêts  de  ce  fonds. 

30 , Une  partie  des  biens  d’un  Pupille  confifte  dans  une 
fomme  de  20000*  que  fon  Tuteur  a placée  à y pour  100, 
Ail  bout  d’un  an  la  perfonne  qui  avoit  emprunté  cecre 
fomme,  la  rembourfe  8c  en  paye  l’intérêt  convenu.  Le  Tu- 
teur trouvant  auffi-tôt  une  oceafion  de  placer-cet  argent  au 
même  intérêt , forme  un  nouveau  capital  de  la  fomme  des 
20000*  8c  de  l’intérêt  qu’elle-a  produit  pendant  un  an,  & 
place  ce  capital.  Il  place  de  même  à la  fin  de  la  troi- 
fieme  année  le  fonds , 8c  l’intérêt  delà  fécondé,  8c  ainfi 
de  fuite  pendant  fix  ans.  Que  doit- il  à fon  Pupille  pour 
cerre  partie  de  fon  adminiftration  ? 

Soit  p =20000*  qui  font  ici  le  principal  ; foît  t=r(J 
ans  j s = la  fotntne  due  par  le  Tuteur  j.  r = l’intérêt  finfrple 
d’une  livre  j q = 1 -J-  r = une  livre  plus  fon  intérêt.  On 
trouve  q par  cette  proportion.  Si  100*  en  produifent  loy 
au  bouc  d’un  an  , que  produira  I*  ?-ou  . . .100  : 107  : : 


l:q=  1,0;. 

II  efl:  clair  maintenant  que  fi  l*  produit  q dans  un  an , q 
produira  la  fécondé  année  q2  ; car  I : q t uq  : q*.  La  femme 
due  pour  ltt  &pour  fon  inrérêc  pendant  deux  ans  fera  donc 
q2.  Elle  fera  q ’ pour  trois  ans , 8c  qr  pour  un  nombre  r 
d’années.  Mais  puifque  iu  proditit  q*  dans  un  temps  r, 

M ij 
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p*  produiront  pi*  dans  le  même  temps.  On  aura  donc  s 
— pq‘  = 20000  X I , oy6  = 20000  X I , 340  1 =5 
26 8u2tt  dont  le  Tuteur  eft  redevable  à quatre  ou  cinq 
fous  de  moins. 


La  formule  s — pq‘  donne  . 
L s ->  L p 

OU  L q = 


S 

?' 

Ls-Lp 


= V f_  > 

P 

Les  Loga- 

t Lq 

rithmes  abrègent  beaucoup  le  calcul , dans  les  problèmes  de  ce  genre. 

273.  40,  Un  Banquier  perçoit  en  1783  une  rente  de 
24.0O*  , 8c  il  place  ce  revenu  à quatre  pour  100 , en  1784. 
11  recevra  donc  A la  fin  de  1784,  la  fomme  de  2400* 
pour  fa  rente  8c  pour  i’intérct  de  celle  qu’il  avoir 
perçue  en  1783.  Son  projet  eft  de  placer  ainlî  tous  les 
ans  jufqu’en  1791  la  rente  de  l’année  précédente  avec 
les  intérêts  des  autres  années.  On  demande  combien  il 
recevroit  d’argent  , fi  à la  fin  de  l’J^O  les  perfonnes 
qui  lui  ont  emprunté  , le  rembourfoient  toutes  à la  fois  ? 

Soit  a = 2400*  . . . t sa-8  ans  . r =0,04  = 
l’intérêt  annuel  d’une  livre  . . . q = ltt-+-r  =:  1,04  . . . 
s = la  fomme  demandée  ; & nous  aurons  a = ce  qui  eft 
dûau  Banquier  en  1783  ; 2a  -+•  ar  — a 4-  aq  = ce  qui 
lui  eft  dû  en  1784;  a aq  -+-  aq1  = ce  qui  lui  eft  dû  en 
1785"  ; 8c  ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  qui  lui  fera  dû  à la  fin 
d’un  nombre  t d’années;  l’exprefiion  de  cette  dette  eft  a -4- 
aq  | - txq  ....  I Æç  . 

Or  la  fomme  de  cette  progreflion  eft  ( 2f  2 ) 
q va*-»1-!  • <f-  « à 

- — - xa  = X a.  La  fomme  due  apres  un  nom- 

q — r . f 

bre  l d’années  eft  donc  généralement  exprimée  par  s = 
— x a;  formule  qui  donne  ici  s 2400 


2?  140*,  à très  peu  de  chofe  près 

' frs 


Elle  donne  aufG  a = — . . 

, q*- 1 


-f-  1 


y..Lt-v= 


s - a 


, en  fubflituant  q — i au  lieu  de  r.  Or  cette  dernierc  équation 
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donnera  au  moins  une  valeur  approchée  pour  q , fi  elle  n’a  pas  de  divi- 
feur  commeufurable.  On  pourra  donc  en  déduire  la  valeur  de  r,  qui 
■étant  multipliée  par  < od  , fera  connoître  le  taux  de  l’intérêt , toutes  les 
fois  que  t , s , fit  a.  feront  connus. 

Quelques  notions  fur  les  Séries. 

27 q..  On  appelle  Série  ou  Suite  un  aftemblage  de  ter- 
mes qui  pris  consécutivement  croiftent  ou  décroiflent  fui- 
vanc  une  même  loi  : telles  font  les  progrellions  arithméti- 
ques j géométriques,  8cc. 

On  appell e faite  finie  celle  dont  le  no  ( re  des  termes  eft 
limité  8 c fuite  infi nie  celle  que  l’on  fupp  ma  ontinuée  jufqua 
l’infini.  °Ee  c 

Les  fuites  dont  les  termes  vont  en  augmentant  de  gran- 
deur, s’appellent  divergentes , 8c  celles  dont  les  termes 
décroilTent  de  grandeur,  s’appellent  convergentes.  Une  luite 
diverge  , ou  converge  d’autant  plus  rapidement , que  cha- 
que terme  croît  ou  décroît  plus  fenûblement , à l’égard  de 
celui  qui  le  précédé. 

Voyons  d’abord  de  quel  ufage  eft  pour  le  calcul  des 
fériés , la  Méthode  des  coefficients  indéterminés. 

On  appelle  ainfi  une  méthode  fort  connue  des  Géo- 
mètres , par  la  grande  utilité  dont  elle  eft , 8c  par  l’efprir 
d’invention  qui  y régne.  Cette  méthode  a pour  but  de 
faire  connoître  la  fuite  des  termes  que  l’on  peut  déduire 
de  certaines  quantités  algébriques.  Mais  pour  la  rendre  bien 
intelligible  , il  .faut  l’appliquer  à quelques  exemples. 

27  j.  Supposons  donc  que  Ton  veuille  réduire  éii  férié  la 

quantité  . On  le  pourroir  fans  doute  , foit  par  le  feul 

procédé  de  la  divifion , foit  par  la  formule  du  binôme, 
mais  on  le  pèut  auffi  par  la  méthode  Suivante. 

Soient  A , B , C , D , E , &c.  des  quantités  telles  que  Ton 
ait  Icquation.  ; 

— — — — A “l-  Bjc  “4"*  C x1  -J-  D a*  -4-  E a**  -j-  &c. 

p H-  * 

Cette  fuppofition  eft  très-permife , puifque  les  quan- 
tités A , B , C , ôcc.  font  fufceptibles  da  toutes  les  va- 
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leurs  que  pourra  exiger  la  fuite  du  calcul,  & que  la  quan- 
tité x fe  trouve  fuoceflivement  élevée  à toutes  fes  puiffan- 
ces.  L’efTentiel  eft  de  déterminer  les  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients : or  pour  cela,  on  a imaginé  d’abord  de  multiplier 
le  fécond  membre  de  l’équation  par  le  dénominateur  p -4- x 
de  la  première  , & on  en  a tiré , en  ordonnant .... 

{A p -f-  Bpx  -\r  Cpx*  -H  D px1  -f-  Epar4  -+-  &c. 
Ax  Bx*  -4- Cx3  -4- Dx4  &c. 

Puis  en  tranfpofant  9 , on  a eu..  ... 

f A/j-4- B/jx-4- C/>x2 -4- D/jx3  -hEpx4-f-  &c 

f-- Ax  -|-  Bx2  — p-  Cx3  -f*  Dx4  q~&c, 


Après  quoi  on  a dit  . . . Puifque  le  fécond  membre  fe 
réduit  à zéro  , il  n’y  a qu’à  fuppofer  que  les  quantités  indé- 
terminées A , B,  G &c  , opèrent  cette  réduction,  de  ma- 
niéré que  tout  fe  détruife  , colonne  par  colonne  : car  alors 
on  aura  autant  dcquations  que  d’inconnues , ce  qui  fera 
connoître  les  valeurs  de  ces  quantités. 

On  a donc  ....  A/j  — 9 = 0....  B/jx-J-  Ax=  o . . . . 
C px1  -4-  Bx1  = o . D/jx3  Cx3  = o . . . Epx4  -f-  Dx4 

= o . . , &c , ,&c f 

La  première  équation  donne  A p = 9 • d’où  l’on  tire 

A=r  — , . . 0,n  fubftitue  cette  valeur  dans  la  fécondé 
P 


cquation  , & on  trouve  B = — ~ . . . .•  On  fubfiitue 
de  même  la  valeur  de  B dans  la  troifieme  équation  , & on 
trouve  que  C = — . Enfin  tout  calcul  fait , on  a — : — = 

1 pi  ’ p -h  x 

<p  a x ax*  çxl  <t>x*  ....  . 

— -4 — — - H — &c  ; & la  loi  de  la 

p : p * pZ  pi,  pi  _ 

férié  eft  fi  manifefte , que  l’on  peut  aifémcnt  pouffer  le 
calcul  aufli  loin  que  l’on  voudra. 

. » . ••  • • V » • 

• / " • 4 • 

Soitpropofé  maintenant  de  réduire  en  férié  — 

1 * a'-ï-iax—xx , 
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Je  fuppofe  que  — =A4-Bx4-Cxl4-Dx34- 

&cc.  J’ai  donc  x*=:'ai4-2*x-xi  .(A4-Bx4-CxJ4-Dx34-&:c) 
s’A  + ii2  Bx-t-a*  Cx^-t-a*  DxJ- 


r-r&c  i 

:3-t-&c  V 


ou  a*  = <*  4-  2aAx-+-  2a  B cJ4-  Cx3 

— A 1 — Bx3  ■ 
d'où  je  .conclus  a‘=  a1  A , & par  conféquent  A = 1 ; en- 

fuite  a*  B 4-  2a A = o , qui  donne  B = — -j.  Le  meme 
procédé  me  fait  trouver  C = j;  . . . D = — ^7,  &c  j 

• 5.  » « 

d’i 


ou 


1 = 1—  -H-  ^-7  — -T-,  &c. 

— a.  ' a*  /ij  • 


û1 


iixî 


— x1  ~ a ‘ a1  al 

276.  Quand  il  y a deux  termes  dans  le  numérateur, 
on  les  égale  refpe&ivement  aux  deux  termes  homogènes  de 
la  férié  déjà  multipliée  par  le  dénominateur.  Ainfipour  avoir 

I “4—  ? X 

la  fuite  que  donne  - — ^ j on  fuppoferoit  d’abord  I 4-2X 

= ( 1 — x — r ) ( A + Bx  4-  Cx1  4-  Sic  ) ; on  effec- 
tueroit  enfuite  la  multiplication  , & après  avoir  trouvé  A = 
1 , & B = 3 , on  détermineroit  à l’ordinaire  C , D,  &c  j 

N , . 1 iX 

dou  relulteroir  7^7—  ==■  14-3X4-4X  4-  7x34-  1 ix4 

4-  1 8x5, férié  bien  aifée  à continuer,  puifque  chaque  coeffi- 
cient eft  la  fomme  des  deux  coefficients  qui  précédent  , 
& que  x eft  élevée  fucceflivement  à toutes  fes  puiftànces. 
Cette  férié  eft  du  nombre  de  celles  que  l’on  appelle  Récur- 
rentes , parce  que  pour  former  chaque  terme , il  faut  avoir 
recours  à ceux  qui  le  précédent. 

277.  Soit  propofé  d’extraire  la  racine  quarrée  de  a1 
— x1,  que  nous  connoilfons  déjà  (180)  . . . Suppofez 
|/"  (a1  — x1  ) = A 4-  Bx1  4-  Cx4  4-  Dxtf  4-  &c  , qui 
donne  d’abord  ; 

i , f A14-2ABxt  4-  B1  x4  4-  2APxlf4~&c  . 
a X l 4-2ACx44-2BCx*4-&c; 

enfuite  A1  =a*  . . . 2ABX1  == — x1  ;d’oùA=a  . . . 

D=  -z- 


B = — — j ce  qui  donne  C = ■ 


T 

Tâÿ 


M iv 
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; enforte  que  la  férié  ....  A -4-  B.v'"  C.v4  -t-  Dx* 

X * ^4  ^ 4 

-+■  Ôcc , devient  a — — — — — , &c.  On  calcu- 

ia  8 a)  1 6a> 

lcra  de  même  E,  F 3 &cc.  fi  l’on  veur  un  plus  grand  nombre 
de  termes. 


178.  Il  y a trois  principales  fuites  de  nombres.  Celles  des  nom- 
bres figurés  ou  de  differents  ordres , celles  des  nombres  polygones , 
& celles  des  puiffanecs. 

I.  Les  fuites  des  nombres  figurés  commencent  ainfi 


2 

o 

& 

tr« 

M 

V» 


^ Confiants  ou  du  premier  ordre 

z Naturels  ou  du  fécond  ordre 

1 Triangulaires  ou  du  3e  ordre 

Pyramidaux  ou  du  4e  ordre 


1,1,  1,  i,  1,  r,  Sic. 

3*  4.  I»  Sic. 
M,  6,10,15,11,  &c. 
i^.io.îo.j;,;^  &c. 


La  loi  des  fuites  des  nombres  figurés  cft,  que  chacun  de  leurs 
termes  doit  être  la  femme  des  termes  correfpondants  de  la  fuite  pré- 
cédente. Ainfi  la  fécondé  fuite  eft  formée  par  l’addition  continuelle 
des  unités  ; les  termes  de  la  troifieme  fuite  font  formés  par  l'ad- 
dition continuelle  de  la  fécondé.  Par  exemple  t -+-  i = 3 . . . 
1 -f-  x -4-  3 = 6 . . . i+i-f-3~f-4  = io  ...  1 + 1 + 3 + 
4 5 — ifi  &c. 

II.  Les  nombres  polvgoncs  font  des  nombres  formés  parlafomme 
des  termes  confccutifs  d’une  progrcflîon  arithmétique  qui  commence 

Iiar  r.  Et  ce  s nombres  s'appellent  triangulaires,  quarrés  , pentagones  , 
texagoncs,  &c  , felouque  la  différence  qui  règne  dans  la  progref- 
fion  cft  1 , i , 3,4,  &c. 

Progreflions  Arithmétiques.  Nombres  Polygones. 

1,1,3,  5,  & c.  Diff.  . 1 1,3,  6,10,15  &c.  Triangulaires. 

1,3,5,  7,  9,  &c.  Diff. . 1,4,  9,1 6,1)  Sic.  Quarrés. 

1,4,7,10,13,  &c.  Diff..  3 1,5,1  î,u, 35  &c.  Pentagones. 

1,5,9,13,17,  &c.  Diff.. 4 1,6,15,18,45  8cc.  Hexagones. 

On  les  appelle  Polygones , parce  ou’ils  expriment  les  divers  nom- 
bres dont  on  peut  difpofer  les  unités  en  triangle  , ou  en  quarré , 
ou  en  quelque  autre  Polygone  régulier.  Par  exemple , la  fuite  des 
nombres  triangulaires  1,3,6,10,15  Sic,  tire  fa  dénomination  de  ce 
que  3 unités,  ou  6;  ou  10,  ou  15  ou  n Sic,  peuvent  être  arran- 
gées eu  triangle,  de  la  maniéré  fuivante. 
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La  fuite  des  nombres  quarrés  1,4,9.16  &c.  éft  ainfi  appelle  , parce 
que  l’on  peut  donner  une  forme  quarrée  aux  unités  qu'il  contiennent  ; 
on  peut  les  difpofer  , par  exemple , de  la  maniéré  fuivante 


Il  en  eft  de  même  pour  les  nombres  pentagonaux  & ceux  qui 
font  au-dclfus.  Pluficurs  Auteurs  des  deux  derniers  liccles  ont  beau- 
coup travaillé  fur  ces  nombres  ; mais  ce  genre  de  travail  eft  fi 
ingrat , que  l'on  a jugé  à propos  de  l’abandonner  prcfquc  touc-à-fait. 

179.  III.  La  troineme  cfpece  de  fuites  comprend  celles  des  diverfes 
puiflances  des  nombres  naturels,  t , 1 , ? , 4 , j tcc.  Or  l'opération 
principale  qu’il  y ait  à faire  fur  1<*  fuites , confifte  à trouver  leur 
fournie , & nous  allons  voir  comment  on  peut  la  déterminer,  dans 
quelques  cas. 


/ 


De  la  Jommation  des  Séries. 

280.  On  peut  faire  fur  les  fuites  toutes  les  opérations  de 
l’Arithmétique;  mais  la  plus  utile  de  toutes  ,&  en  même 
temps  la  plus  difficile,  confifte  à les fommer,  c’eft-à-dire  , 
à réduire  en  ane  feule  expreffion  finie  tous  les  termes  d’une 
fuite  donnée.  C’eft  ordinairement  en  cette  expreffion  que 
confifte  la  folution  des  Problèmes  dans  lefquels  les  fuites 
entrent,  & ces  problèmes  font  nombreux. 

Nous  ne  pouvons  pas  entrer  dans  un  grand  détail  fur 
ce  fujer,  qui  fait  une  des  plus  confidérables  parties  de  l’Ana- 
lyfe;  nous  expliquerons  feulement  la  maniéré  de  fommer 
quelques  fuites  principales. 
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L’art  de  fommer  les  faites  , fe  borne  , pour  ainfi  dire , 
à trouver  la  méthode  d’en  fommer  quelques-unes  qui  fervent 
de  formules , auxquelles  on  ramene , s’il  eft  polfible  , les 
fuites  que  l’on  veut  fommer.  Par  exemple  j ayant  trouvé 
une  formule  pour  former  une  progrellion  géométrique  dé- 
croilfante  à l’infini  , on  pourra  toujours  fommer  les  fuites 
que  l’on  décompofera  en  plufieurs  autres  dont  les  termes 
feront  en  progrelfion  géométrique  décroiffante.  ( On  défi- 

gne  infini  par  ce  ligne,  oo  j d’où  — , — , &c.  font  des 
infiniment  petits.  ) 

„ d d d d d d r 

_ So“  ~ il”’  pr°sref' 

iion  infinie  décroiilance  (en  fuppofant  q plus  grand  que 

l’unité  Si  on  l’écrit  dans  un  ordre  renverfé  ::  : 

d d d ; d d #/t% 

ïq+  'ïq*  1 bïf  ren^ra  croiûance , & en  y ap- 

pliquant  la  formule  . . . s=  * (2fi),  dans  laquelle  * = 


dq 


d 

b 


011  aUfa  J = ' 


V 


?- 1 


négligeant 


~o  o 


enfuite  le  terme  infiniment 

dq 


Petlc  bP 


, 8c  réduifant  , on 


trouvera  j formule  propre  à donner  la  fomme  de 

toute  progrellion  géométrique  décroisante  à l’infini. 

281.  Exemple.  On  a vu  ( 94)  que  la  fradion  j pouvoir  être 
transformée  par  approximation  en  celle-ci ...  O,  j 3 3 &c  > 
mais  que  pour  rendre  cette  transformation  rtgoureufe  , il 
faudroit  poulfer  l’approximation  jufqu’ù  l’infini.  La  preuve 
en  eft  que  la  fomme  de  la  progrellion  -rr-fj  ’•  rrr  : TsVr  • • • 

qui  èn  réfulte  , eft  véritablement  j . Car  fi  on  écrit 
d’abord  cette  progrellion , de  maniéré  à la  rendre  croiftante, 
on  aura  ~ : ,-f.  =t?  i & fi  on  fait  enfuite  les  fub- 
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ifitutions  convenables  dans  la  formule  s 


iS7 


dq 


vera  que  s = — = j. Donc  la  fomme  de  o,ppppp  &c 

eft  I j comme  la  formule  le  donne. 

Soie  propofé  maintenant  de  trouver  en  fraction  ordi- 
naire la  valeur  de  0,181818  à l’infini ....  je  fais  d.  =* 
lS...b=  ioo..,q  = iOD,  Sc  je  trouve...  j = l0.'0V" 

L , 1800  î 

""spoo  ““TT* 

Soit  o,  142877  142877  142877  tkc,  fraction  périodi- 
que infinie  dont  on  demande  la  valeur  en  fraétion  ordi- 
naire . . . je  fais  d = 142877.  . . b = 1000000  = q ; 

& je  trouve  que  la  formule  s = ^ fe  réduit  à comme 

nous  le  favions  déjà  (p6). 

282.  Cherchons  à préfent  le  moyen  de  fommer  une 
fuite  de  fractions  dont  les  numérateurs  foient  en  progref- 
fion  arithmétique, & les  dénominateurs  en  progrefiion  géo- 
, . „ r.  n a a-+-da-hida-h$d 

métrique.  Certe  luite  eft  y,  ■>  "^7  , > &c. 

ü <a  d a 

"T 'Tq+liï'h1*- 

d J_ 

bq!~^~.bqs 

De-là  , vous  pourrez  déduire  les  fériés  fuivantes  , qui 
ne  font  que  des  progreiïions  géométriques. 

— &c-  la  fomme  eftI —b' 

T : 7 — : 7—7  '•  &c.  la  fomme  eft  7 7. 

bq  bq  bq 1 oj - d 

— 7-7:7—::  &c.  la  fomme  eft  7-7-7-  • 

bq  bq’  bqi-bq 

——  : &c.  la  fomme  eft  7-7-7—  • 

bq>  bq  -bq1 

Or  ces  fommes (excepté  la  première  ) forment  la  pro- 


bq-b 


> on  trou- 


Mettez-la  d’abord  fous  cette  forme 
d d a d d d 
bq 1 ^ bq 1 * bq • ^ bq ’ " ^ Æ/.*  C 


greflion  -vr  7-7 


bq-b  * bq'-bq  * bq>-bq 


- : Sec,  dont  la  fomme 
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dq 


iq1  zbq  ■+■  b > ^ donc  on  y ajoute,  la  première  fomme 


aq 


aqq  - dq  -h  dq 


^ on  aura  Pour  f°mrne  ‘les  femmes  ^ 

c’eft-à-dire  , pour  la  fomme  de  toute  la  férié  propofee.  Ec- 
ccjl  une  formule  générale  pour  fommer  toutes  Les  Juites  de 
frattions  , dont  les  numérateurs  font  en  progreffon  arithmé- 
tique , & les  dénominateurs  en  pro^reffon  géométr  que. 

Remarque.  Lorfqu’on  ne  peut  fommer  en  termes  finis 
une  fuite  infinie,  il  faut  tâdier  de  la  mettre' fous  une 
forme  rapidement  convergente;  car  , lorsqu'une  juiie  con- 
verge tris-t  îte  , il  J'ujfit  de  fommer  quelques-uns  de  fis  pre- 
miers termes  ; on  peut  enfuite  négliger  les  autres  fans  erreur 
finfible. 

Par  exemple,  dans  ( a a-\-  xx  ) plus  la  valeur  de  x 

x x x"^ 

fera  petite  à l’égard  de  a,  plus  la  fuite  a — — — 


6 A 

’l6a~  — &c  , convergera  vite , parce  que  les  numérateurs 

deviennent  très  petits  , à l’égard  des  dénominateurs.  Soit 
a — io  , 6c  x—  i , alors  ior  = io-Htt — 77V7-H 
TïfilTZ  '■>  ou  l’on  voit  que  le  quatrième  terme  eft  déjà  com- 
me infiniment  petit  , 8c  que  par  conféquent  les  trois  pre- 
miers termes  fulfifent  3 pour  avoir , à tres-peu  près , la 
racine  de  10 1. 


î8j.  Soit  propofé  de  trouver  d'une  maniéré  générale  la  fomtne 
d'un  nombre  quelconque  de  termes , dans  une  progreflion  quelcon- 
que des  puiffances  des  nombres  naturels 

Je  prends  pour  exemple  d'une  fuite  quelconque  de  ces  nombres, 
la  progreflion  arithmétique  4.  a . h . c . d . a,  dont  je  fuppofe  que  le 
premier  terme  a repréfentc  le  premier  terme  de  la  fuite  donnée  , 
pendant  que  a reprétente  le  dernier  , & que  b , c , d.  tiennent  lieu  des 
termes  intermédiaires.  Cela  pofé,  j’aurai  dor.cai  = rf-Hi  ....  . 
d = c -4-  1 ....  c = b -+■  1 . . . . b = a 4-  1 ,•  & fi  j’éleve 
routes  ces  équations  à une  puiffance  quelconque  m , j’aurai  ( 148  J. 


1®.  om 
i«.  dm 


— dm  + md,n-''-+- 
= -+■ 


mm-  1 
a 

m.m-  I 


dmml 


m.m  - l .m  - a . 

H dm->  -+-  &C. 

1 • ? 

. m.m  - I m - 1 _ . , 

-h r — r cw-»-t-ôcc. 


» *3 
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3°.  cm  =r.bm  -ï-mbm-‘  -h  ^L-l 

Z 

4”.  6m—am-i-  mam-  ' ~ 1 


w. ,-n  - i ,m  - t 
* î 

mre-l.m-X 
1 • 3 


é'"**  -J-&C. 

a'"'5  -h&c. 


Mais  fi  j'ajoute  toutes  ces  puiflances  cnfcmblc , je  t couverai  en  té- 
duiiant , que 


V.  1 • 3 


(d'n.i_hcn,.i_h 


Et  remarquant  que  eft  la  fomme  des 

puiirances  m — i de  tous  les  termes  excepté  le  dernier  , je  conclus 
que  fi  j'appelle  j m * ‘ la  fomme  de  toutes  ces  puiflances,  j’aurai 

.d™-1 cm-' bm'' am-' =sm-' a01-’. 

Par  la  même  raifon , il  vi.ndra 

i°. . . im  -l  -+-  c"”1  -h  6m-1  -f-  am-'  = sm-'  — um-*. 

3“. . . dmmi  -+ -a"-i fm-> ammK 

Ainfi  la  férié  précédente  fe  changera  en  celle-ci  , 


772.  m l.m-b 


Et  c’eft-là  l’exprcflion  générale  de  la  fomme  cherchée,  puifquede  Amples 
fubftitutions  de  la  valeur  de  m donneront  immédiatement  la  fomme  s 
de  tant  de  nombres  naturels  que  l’on  voudra,  la  fomme  s1  de  leurs 
quarres , la  fomme  s}  de  leurs  cubes , & ainfi  de  fuite. 

Car  fi  on  fait  d’abord  m — i , la  formule  fc  réduira  à ...»  = a -f- 
s° — »"  ; d’où  l’on  tire  s°-=zu — a • ; c’eft- à-dire,  que  la  fomme 
des  puiflances  \éro  d’une  fuite  de  nombres  naturels  eft  égale  à la  ditté- 
rence  du  premier  au  dernier  terme  , augmentée  d’une  unité. 

Exemple.  Soit  j—  30.  40.  j°.  <5°;  la  fomme  eft  vifiblement4,  8c 
c’cft  ce  que  donne  l’équation  j°  = « — a -j-  1—6  — 3-f-i. 

Si  on  fait/?  = 1 , la  formule  deviendra  ai1  — a1  -t-  i (s — *)  -f- 
î . 1 ' 

-p  (s°  — »°  ) = a1  -f-  i s — ia  ■+■  s°  — a°.  Or  s°  — = u — a 

dans  tous  les  cas  femblables  ; donc  **  = a1-*-!  s — a — a ; & par 

n <2 2 -f-  CL 

confequent  s = 1 — a ) . . . 

Exemple.  Soit  —3.9.10.11.11.13,  dont  il  faille  trouver  la 
fomme  .....  on  aura  s — 1 3 . 7 -f- 4 f — 7 ^=^63. 

Si  on  fait  m — 3 , on  aura*1  — <zs  -t- } ( s 1 — a*  ) -h  3 ( s — a ) 
-4-  s°  — w°  = ai  -+-  3X1 — ?0p»  -+■  3J  — la  — a ; & fi  on  fubftitue 
dans  cette  équation  la  valeur  déjà  trouvée  pour  s , on  aura  en  rranf- 
pofant ...  x1  4 -f-j#1 -Hi  » — 7 a.'  +jfl*  — Ja;  expreflion 

que  l’on  peut  réduire  à cellc-ci  . . . tx  = j a ( -J-  3»  1 ) — 
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$a(ia2 — 3^-t-i)  . . . Exemple.  Soit  la  fuite  des  quarrés  i1 . 3*  . 
4*  . 51 . 62 , dont  on  cherche  la  fournie  . . . On  aura  s 1 = 90. 

En  faifant  m --  4 , & en  fubftituant  les  valeurs  trouvées  pour  s 
& pour  s1,  on  aura  = £ a'  -t-  f a1  -4-  5 a2  — je’  -4-  { a>  — 

323: 4 a*1  —f*  I J ■ — ^ <3l  fû1  — 2. J — f-  I J. 

On  trouvera  de  même  que  s*  — - { a>*  -+-4  ^ a — 

y a'  -4- -‘<2 ♦ — 4-  <z!  -f-  -fa , Si  ainfi  des  autres. 

Si  on  vouloit  chercher  la  lomme  des  puiflanccs  m d’une  infi- 
nité de  termes  de  la  fuite  des  nombres  naturels  , alors  le  der- 
nier terme  « feroit  infini  ; on  auroir  donc  «=oo  , & par  confis- 
quent les  puifiancesco  m~l  , oo'"-1,  cam~i  Sic  feroient  infiniment 
petites  par  rapport  à 00  m j elles  s’évanouiroient  donc  ; ce  qui  chan- 
geait la  formule  générale  en  celle-ci.  -» 


m . m - 1 


: ms 


m.m  - I . m - 1 

r; 3 ' 


&c. 


Or  sm'2,  sm-i , sm -4 , Sic.  font  autant  de  quantités  infiniment  petites 
par  Tapport  à sm~l  ; car  il  eft  évident , par  exemple  , que  la  fomme 
des  quarrés  qui  eft  dans  ce  cas  là 4 00 5 , eft  infiniment  petite  par 
rapport  à la  fomme  des  cubes , qui  eft  ^ 00  *.  Donc  en  négligeant 
tous  ces  termes , l’équation  précédente  deviendra  ...  00"*  = msm~‘  ; 

d’on  l’on  tire  sm~'  = — ; ainfi  fuppofant  m — 1 = n , on  aura  f,= 

m 

— ; c’eft-à-dire  que  la  fomme  des  puiflances  n d’une  infinité  de 

termes  pris  dans  la  fuite  ^des  nombres  naturels  eft  égale  au  produit  de 
la  puiflance  »"  du  dernier  terme  multipliée  par  ie  nombre  de  tous 
les  termes,  & divifée  par  n-f- 1. 

Au  refte  , on  voit  bien  que  cette  formule  s’étend  à tous  les  cas  des 
puiflanccs  fractionaires  , comme  à ceux  des  puiflanccs  entières,  puis- 
que n peut  également  exprimer  toutes  fortes  d’expofants.  Le  problème 
eft  donc  réfolu  d'une  maniéré  générale , & fi  on  vouloit  en  imiter 
la  folution  pour  trouver  la  fomme  des  puiflances  d’un  nombre  quel- 
conque de  termes,  foit  fini,  foit  infini,  pris  dans  une  progreflion 
arithmétique  quelconque,  on  n’auroit  qu’a  prendre  S'  pour  la  dif- 
férence, de  ces  termes  , ce  qui  donneroit  a — d-\-  S~ . . » dx=  c -+- 
i'  Sic  ; après  quoi  oa  achcveroit  le  calcul , comme  ci-deAus. 


De  la  Méthode  inverfe  des  Séries. 

284. Étant  donnée  une  équation  de  cette  forme x==  aym  -4- 

bym’*n  -f-  cyWJr'n-\-  dy’n*‘'nS-  &c,  on  demande  la  valeur  dey  ....  T. a 
méthode  qui  apprend  à la  trouver,  s’appelle  méthode  inverfe  des  fé- 
riés , ou  retour  des  fuites  ; parce  que  l’on  ne  parvient  à cette  valeur 
que  par  une  férié  inverfe  des  puiflanccs  de  x.  Voici  en  quoi  cette  mé- 
thode confifte. 
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I.  Soit  pris  d’abord  le  cas  le  plus  fimple  , qui  eft  celui  où 

m = n—  i.  L’équation  propofée  fc  changera  en  celle-ci 

x = ay  - 4-  by1  -+-  cy'  -4-  dy*  &c.  Il  s’agit  de  trouver  la  valeur 
deyen  x.  Pour  cela,  je  fuppofey=^Ax-t-ExJ-4-  Cx>  -4-Dx4-4-  &c. 


ry  — 


Donc  i°, 


A1  x1»*-  i AB*!  + BJx* 
-+-  i AC 

A 4 


&c. 

&c. 

&c. 


Donc  i°,  x = 


= aAx  -+- 


aBx1 

A:i 


-4-  aCx * -H-  aDx4  &c 
-f-  îABi  B2i  &c 
-4-  lACi 

A*c  -4-  jA^Bc&c 
A4ù  &c. 
&c. 


Or  cette  dernierc  équation  donne  (176)  x = Aax,  d’où  1=  Aa,  8c  A-= 

— . Elle  donne  auffi  aB  -+-  A1  b =-.  o ; donc  B = . Enfuitc  , aC 

® 1 b1  - ac  . a* 

•+•  tABi  -4-  A’c  = o;  d’où  C , Scainfi  des  autres.  Cela 

a 5 

pofé  nous  aurons  la  formule  fuivante  pour  changer  une  férié  des  puif- 
lances  fucccffives  de  y,  en  une  autre  férié  compolee  des  mêmes  puif- 
fances  de  x.  1 1 n’y  aura  q u’à  fubftituer  les  valeurs  des  coefficients  a,  b, 
c,  d & c.  que  l’on  fuppofe  connus. 

Je  dis  donc  que  fi  x = ay  -4-  by 1 -4-cy*  5cc , on  a dans  tous  les  cas 

- . , , . I b zbl-ac  , c abc-a'd.  1b1 

femblables  . . . y = — x x1  H , x!  -4-  — x4 

a a J a’ 

.J  .> 


1 4^4  - liai1  c-4-  6a1  iù-4-  3a1  c1  - a*e 


8tc. 


Applications,  x =-=y — y1  -4-yJ  — y*-4-y5 — y't-4-&c.  Quelle 

eft  la  valeur  de  y exprimée  en  x I On  a ici  a = 1 , i = — 1, 

c=  1 , d= — 1 , e—  1 , &c.  Donc  y = x-f-x’  -4-  x!  -4-  x’  &c. 

y1  yJ  y4  y* 

Si  on  avoit  x =y  -4-  - — (-é — 4-  é — 4-  &c,  alors  a feroit  = 1 , 

* 3 4 5 

l = c — \,  ù = i,  &y=x—  -Hîx*  — ^ x4-+-TfjX’', 

x1  X*  X4  xs 

8cc  = x 1 1 Scc. 

1 1.}  1 . Î .4  1 • 3 ■ 4 • J 

X4  X5  r 


•8tc,  on  trouvera  — 
a 


X x‘  x!  ^ 

* a z a1  3a1  4a4  jas 

x1  ?*  y4 

= H f-  — 1 &c. 

i i . 3 1.3.4  , 3 

18  c.  II.  Si  nous  fuppofons  m =1  ,$c  n— i,  la  férié  propofée  n’aura 
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que  dés  puiflances  impaires,  & l’équation  deviendra  x = ay  4-  byi  4- 
cy 5 -j-  dy1  &c.  Pour  avoir  une  formule  dans  te  cas-là , 


On  aura  x° 


Soit  y — Ax  4-  Bx!  4-  Cx'  -1-  Dx7  &c. 

AJ  4-j  A1  B-+- }A3C  &c. 
4-  3AB1 

A5  4-  jA'îB  &c. 
A7  &c. 


oit  y = 
(>  = 

k 


ay  = dAx  4-  ûBx5  4-  aCx5  -4-  </Dx7  &c. 

byi  = AJé  -H3A3Bi-t-  $A26C 

J 4-  jAB!£ 

1 = )cys  = A'c  4-  jA-îBc 

<ty7  = A7<é 

.&c.  &c. 


De  cette  dernière  équation  je  tire  x = A ax  , ou  A=  


— b . 3 A1  - <jc 

4B  -f-  A'i  = o , ou  B = — - ; puis  C =r — D = 

, a 1 a1 

8abc  - a'd- \xb'  , r „ 1 b 

, &c;  cniorte  que  la  formule  elty  = — x—  — x‘ 


*bx-ac  , Sab;  - a2d  - îzb* 

1 . 


Sec. 


Applic.  Exprimer  en  r la  valeur  de  t dans  l’équation  r=t  — 

t'  r5  r7  ^ . . 

1 — (-&c? . . . On  a ici 

1.J.4.ÎP+  i-3-4-5-6-7/,‘ 

. 1 1 , 

1,  b — r , c = , d = — &c , t = y , 


1 . I .p 
a 


2 . 3/>- 


r = x j & fubftituant  , on  trouvera  r = r -f-  r 5 4- 

2.  ]p2 

[— ! r’  4-&c.  = r-i — r>  4- 

3 .4p+  1 . 3 .4. <p* J ' ’ 1 ”* 


. J -4 P+  l-3*4-£P 

r*  ,» 


*•3? 


1 • 4 • J P 


r 7 &c. 


2 . 4 . 6 . 7^e 

286.  III.  Suppofons  maintenant  que  m Sc  n foient  des  nombres  quel- 
conques , entiers  ou  fraétionaircs  ; & cherchons  une  formule  pour  ce 

cas  qui  contient  les  deux  autres.  Je  fais  u = — ...  .y  = u ~m  4- 
i-t-x  1 1-  2»  j a-  3»  <2  f 

B«  * + Ct  m -J-  Dtf  m &c  , 8c  divifant  par  a la  férié 

propoféc 
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pfôpoffe  x es  ay"1  -f-  by  nr+n  -+-  cym*u>  -f-  &c , j’ai  — =e  u s=  y*  ■+■ 

A r a. 


— vm+n 


-+-  — &C. 


m*r  n 


a + mBu  m -f-  fn  Cu  m 8cc 


m . m - i 


m -**»« 


B1  u m 


l nr+-n  dm-m 

— Xk1”  -+-  («  4-«)Ba  m &C 
« 


“■xa 

«. 

b 

m a ‘ 


&c, 


Donc  m B H = o , ce  qüi  donhe  B ==« ; donc  aulTi  mC  + 

m.m-l  a c ma  . 

Bi  -+.  ( m 4-  n ) 1 =i  o , cc  qm  donne  C |=s 

x a a 

(m-M4-in)  b1- imac  . > , /■  . r . 

■ G , & ainfî  des  autres  ; enforte  que  la  Formule 


1 + 
m 


, , , . —•  b (m  -f- 1 -f-  an)  - imac 

générale  eu  y = u u m 4 — j « 

Ma  * im  a 

[(im1  -i-ymn-^-yn1  -h im-+-6n-+-l) b*  {m-\-^n-^-\)bc  d “J 

6mial  m1  <tl  rn  a J 


»-t-  3n 

X « m > & ainli  de  fuite. 


r»  •*  > v^.  aiuu  uv  iunv« 

Applic.  Soit  = 4”  T y*  4"  £ y4  4-  &c.  On  demande  la  va- 

leur dey  en  x.  J’ai  d’abord  a = { t b = f,  c — ~ ym=.  i ,n~  i h 
» | 

U = IX.  Puis ,y  = ul-\B-bjzu  1 

Soit  encore  * — y—  > *-\\y  * — £y  * — ^ y * — ^y  T &c. 
/ On  aura  i°,  u = i,  £ = — ct= — J,  &cu=x,  m = — j,n  = u 


t i i 

_ 

gébre  de  M.  Emerson. 


y = — H -=  — — &c.  Voyez  le  fayant  Traité  d’^- 

x*  x+  xs  x * 


A 


N 
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Des  Logarithmes. 

287.  Les  Géomètres  fe  plaignoient  depuis  long-temps 
de  la  lenteur  du  calcul , dans  la  multiplication  & dans  la 
divifion  des  nombres  confidérables,  & fur-tout  dans  l’ex- 
tra&ion  des  racines  un  peu  élevées,  lorfqu’enfin  un  Baron 
Ecolfois,  (il  s’appelloit  Nepperj  imagina  un  moyen  de  re- 
médier à cet  inconvénient. 

Il  vint  à bout  de  réduire  les  multiplications  à de 
(impies  additions,  les  divifions  à de  (impies  fouftraéfcions , 
les  formations  des  pui (Tances  à des  multiplications  tou- 
jours fort  courtes , & les  extradions  des  racines  aux  di- 
vifions les  plus  faciles.  Nous  regrettons  de  ne  pouvoir 
faire  connoitre  à nos  Ledeurs  toute  la  beauté  de  cette 
découverte  : pour  la  bien  fentir , il  faut  être  plus  avancé 
dans  l’étude  des  Mathématiques.  Nous  n’avons  pour  objet 
. dans  ce  chapitre  , que  le  développement  des  premiers 
principes  d’une  théorie  aufli  utile.  , 

288.  Soit  donc  une  progrefiien  géométrique  quelcon- 
que -~-a°  : a1  : a1  : a3  : a4  : a5  : ôccj  on  fait  (127)  que 
pour  multiplier  l’un  par  l’autre  deux  termes  de  cette  for- 
mule , il  fuffit  d’écrire  une  feule  fois  la  quantité  a , en  lui 
donnant  pour  expofant  la  fomme  des  deux  expofants  des 
termes  que  l’on  multiplie.  On  fait  par  exemple , que  a 1 x a* 
= a2*3  = as  y & que  a7  x a9  — a7*9  = a'6.  Ainfi  le 
produit  de  deux  termes  quelconques  d’une  progreffon  géomé- 
trique ejl  toujours  égal  au  terme  qui  dans  la  mûmeprogrejjion  a 
pour  expofant  la  fomme  des  expofants  de  ces  deux  termes. 

28p.  On  fait  aufii  (1255)  que  le  quotient  de  deux  ter- 
mes quelconques  d’une  progreflion  géométrique  eft  le 
terme  qui  a pour  expofant  la  différence  des  expofants 
de  ces  deux  termes:  a4,  par  exemple,  divifé  par  a*  eft 
égal  à a6~ 1 = a4.  Donc  pour  avoir  le  quotient  de  deux  de 
ces  termes , il  faut  prendre  la  différence  de  leurs  expofants , 
& en  faire,  V expofant  du  quotient  que  Von  cherche. 
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Or  ces  expofants  font  ce  que  l’on  appelle  des  Loga- 
rithmes. Enforte  que  fi  a=  io,  la  formule  devenant  alors 
41-  io°  : IO1  : ifT  : IO3  : IO*:  &c.  ou,-ff  1 : 10:  lOOt 
1000  : 10000  : &c,  l’expofant  o eft  le  logarithme  de  l’a- 
hité;  Pexpofant  1 eft  le  logarithme  de  10  $ 2 eft  le  loga- 
rithme de  100 , &c. 

Mais  parce  que  ces  expofants  ne  donnent  que  les  lo- 
garithmes des  nombres  qui  font  dans  la  progreiïion  décu- 
ple — I : 10  : 100  : 1000  : &c , & que  l’on  a très-fou- 
vent  befoin  des  logarithmes  des  nombres  intermédiaires, 
2 , 3 > 4 , J > 6»  7-»  &>P>  1 1 > ainfi  que  des  lo- 
garithmes des  fractions , voici  comment  on  s’y  eft  pris 
pour  trouver  tous  ces  logarithmes. 

On  a ajouté  plufieurs  zéros  en  forme  de  décimales  l 
chacun  des  expofants  de  la  formule , ce  qui  la  changéo 
en  celle-ci , en  n’y  mettant  que  fept  zéros. 


— 10 


.2*0  OOOOOO  # 


■ 5,0000000  # « 


Puis  on  a remarqué  qu’en  inférant  dans  cette  formule 
des  expofants  qui  fuflenr  en  progreiïion  arithmétique  , les 
valeurs  du  nombre  10  élevées  aux  puiflances  qu’ils  défi- 
gnent,  feroient  des  nombres  en  progreflion  géométrique , 
& que  ces  mêmes  expofants  feroient  les  logarithmes  de 
ces  nombres.  Donc  en  faifant  croître  ces  décimales  confé- 


cutivemenc  de  — » ou  , ce  qui  revient  au  même , en 
inférant  5>5>PPP5>9  moyens  proportionnels-arithmétiques 
entre  deux  quelconques  des  exp&fits  de  la  progreflion 
(228),  on  a dû  avoir  une  nouvelle  progreiïion  géo- 
métrique dont  les  premiers  termes  font, 

**  jqOjOOOOOOO  *10  * 0,0  00000,«J  O0*000  006  *'|Q0*0  O 00  O ô J # Qçç 


Et  les  valeurs  corcefpondantes  de  chacun  de  ces  termes 
font  des  nombres  qui  vont  en  croiflant  fort  lentement; 
puifque  le  premier  terme  vaut  1 , & que  le  dix-million- 
uniume  ne  vaut  que  1 o. 

Parmi  ces  termes  inférés , il  y en  a donc  un  qui  vaut 
2 , un  autre  qui  vaut  3 , un  autre  qui  vaut  4 , ou  du 
moins  qui  en  different  très-peu  , &c.  On  a trouvé,  par 

N ij 
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exemple , que  2 étoic  à peu-près  la  valeur  du  terme 
1 o0’*010503 , que  3 étoic  à peu-près  = io0-411,,l,)  que  4 
*==  1 o0’4310*30  , &c  ; Sc  on  a regardé  ces  gxpofants  comme 
les  logarithmes  de  2 , de  3 , de  4 , Scc. 

290.  Par  des  calculs  fondés  fur  cette  idée , mais  dont 
les  détails  font  immenfes , on  a conftruit  des  Tables  de 
Logarithmes  pour  tous  les  nombres  depuis  1 jufqu’à 
J 00000  , Sc  qui  fervent  à trouver  ceux  des  nombres 
plus  grands.  Il  y a de  ces  Tables  où  pour  une  plus  grande 
précifion,  les  Logarithmes  ont  dix,  quinze,  vingt  déci- 
males : mais  les  cinq  premières  fuffifent  ordinairement. 
Quant  à la  maaiere  de  s’en  fervir,  on  peut  la  voir  affez 
détaillée  dans  la  derniere  édition  des  Tables  de  loga- 
rithmes avec  lix  décimales  (chez  Defaint  1781  car 
pour  en  bien  comprendre  l’ufage*  il  faut  avoir  des  Tables 
entre  les  mains. 

291.  On  peut  concevoir  cependant,  fans  y avoir  re- 
cours, l°,  que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  com- 
pris entre  1 & 10  doivent  commencer  par  o;  que  ceux 
de  tous  les  nombres  qui  font  entre  10  Sc  IOO  com- 
mencent par  1 ; que  le  premier  chiffre  des  logarithmes 
des  nombres  compris  entre  100  & 1000  eft  2 , Scc . 
Ce  premier  chiffre  s’appelle  la  CaraElériJliqut  du  loga- 
rithme , parce  qu’il  fert  à faire  connoître  de  combien 
de  cara&eres  eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à un  lo- 
garithme donné;  car,*|  eft  évident  que  ce  nombre  doit 
avoir  un  chiffre  de  pfus  que  la  caradériftique  ne  contient 
d’unités.  Ainfi  je  vois  tout  d’un  coup  que  ce  logarithme 
4,814750  appartient  à un  nombre  de  cinq  chiffres, 
parce  que  fa  caradériftique  eft  4. 

25)2.  2°,  Que  le  produit  de  deux  nombres  répond  à la 
fomme  de  leurs  logarithmes  , Sc  que  leur  quotient  répond 
à la  différence  de  leurs  logarithmes.  Ainfi , pour  multiplier 
48  par  166 , j’ajoute  leurs  logarithmes,  qui  font  1,68 1241 
& 2,220108  ; la  fomme  eft  3,901349  : c’eft  un  loga- 
rithme qui  répond  dans  les  Tables  au  nombre  7 968  , le- 
quel eft  le  produit  de  48  X 1 66.  Pour  divifer733tf  par 


f 
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y 6,  il  faut  retrancher  le  logarithme  de  y 6 , qui  eft 
1,748  188,  du  logarithme  de  73  3 6 , qui  eft  3^654 59 , 
& la  différence  2,1 17271  eft  un  logarithme,  qui  répond 
danslesTables  à 13  I.  Donc  13  1 eft  le  quotient  de  7336 
divifé  par  y 6. 

2 5)3.  30,  Que  pour  faire  une  réglé  de  trois  par  les  lo- 
garithmes, il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes  des  termes 
qu’il  eut  fallu  multiplier,  £r  de  la  fomme  retrancher  le  lo- 
garithme du  nombre  par  lequel  il  eût  fallu  divifer  le  produit  ; 
le  rejle  eft  le  logarithme  du  terme  cherché.  Par  exemple  , 
foit  la  proportion  284.3  : 8529  ::  3147  : x.  Il  faudrait 
pour  avoir  la  valeur  de  x,  multiplier  3147  par  8 y 29, 
& divifer  leur  produit  26840763  par  2843;  mais  par 
les  logarithmes  , il  fuffit  d’ajouter  enfemble  ceux  de 
8529  & de  3147,  qui  font  3,5)305)0  & 3,45)75)0,  & 
d’ôter  3,45378  logarithme  de  2843  , de  la  fomme 
7,42880  ; le  refte  3,97502  eft  le  logarithme  de  x , 
lequel  répond  dans  les  tables  à 9441. 

294.  40  , Que  pour  élever  une  quantité  à une  puijfance 
quelconque , il  faut  en  ajouter  le  logarithme  à lui-même 
autant  de  fois  qu’on  auroit  multiplié  cette  quantité  ; c’eft- 
à-dire  , qu 'il  faut  multiplier  fon  Logarithme  par  Vexpofant 
de  la  puijfance.  Ainfi  pour  élever  8 à la  quatrième  puif- 
fancej  il  faut  multiplier  fon  logarithme  0,90309  par 
4,  & le  produit  3,61236  eft  le  logarithme  de  4096* 
quatrième  puiffance  de  8. 

295.  Qu’enfin , fi  on  divife  le  logarithme  d’une  quan- 

tité donnée  par  l’expofant  de  la  racine  qu’on  en  veut  ex- 
traire, le  quotient  fera  le  logarithme  de  cette  racine  j ainlt 
pour  extraire  la  racine  cubique  de  68j"5>  , divifez  fon 
logarithme  3,83626  par  3 & le  quotient  1,27875; 

fera  le  logarithme  de  19  , qui  eft  la  racine  cherchée. 
Mais  on  peut  démontrer  généralement  toutes  ces  pro- 
priétés du  calcul  logarithmique  : & c’eft  ce  que  nous  allons 
faire  dans  le  Chapitre  fuivanr. 

* %T 

N uj 
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Des  propriétés  des  Logarithmes  en  général. 

2.96.  Soit  a un  nombre  plus  grand  que  l’anité;  foie  m 
l’expofant  de  la  puifTance  à laquelle  il  faut  clever  a pour 
avoir  un  nombre  donné  b , enforce  que  Ton  air  am=b . 
On  eft  convenu  d’appeller  m le  logarithme  de  b , & de 
l’écrire  ai nfi,*m=sIF. 

Suppofant,  par  exemple  a=  10,  Sc  b = ICO  , il  faut 
que  m=z2  pour  que  l’on  ait  ams=b  , & pour  que  2 foie 
dans  cetre  fuppofition,  le  logarithme  de  ico.  Tel  eft, 
comme  on  l’a  vu  (289),  le  fyftême  des  Tables  ordi- 
naires. 

297.  Il  fuit  de-là  que  les  logarithmes  ordinaires  font 
les  expofants  des  pui fiances  auxquelles  ilfaudroit  élever  10, 
pour  avoir  les  nombres  qui  répondent  à ces  logarithmes. 

Et  puifque  d’un  côté,  tous  les  nombres  peuvent  être  re- 
gardés comme  étant  différentes  puiffances  de  10,  & que 
de  l’autre  le  produit  ou  le  quotient  des  puiftances  fe  trouve 
en  ajoutant  ou  en  fouftrayant  leurs  expofants,  il  eft  clair 
que  la  lomme  ou  la  différence  des  logarithmes  de  deux 
nombres  doit  répondre  dans  les  Tables  au  nombre  qui  eft 
le  produit  ou  le  quotient  des  deux  autres.  Nous  avons  déjà 
déduit  de  ce  principe  les  propriétés  du  calcul  logarithmi- 
que , dans  le  difeours  qui  eft  à la  fuite  des  Tables  déjà  ci- 
tées. Voici  une  autre  maniéré  de  les  démontrer. 

298.  Sia"  = b,  il  eft  évident  que  Lam=Lb,Sc  fi  <s*=r 
on  aura  de  même  Lun  = Le  \ donc  bc  =e  a®  x aM=a.n+H,  Sc 
Lbc  =*  La.m*K  =;m-\-n=:Lb  -+-  Le.  C’eft-à-dire  , que  le 
logarithme  d’un  produit  quelconque  réfuite  de  la  fomme 
des  logarithmes  de  fes  faéfeurs.  Voilà  donc  toutes  les 
multiplications  réduites  à de  fimples  additions. 

Soit  p le  produit  ; F,/  les  fadeurs  , «Sc  nous  aurons  gé- 
néralement Lp  = LF-h  4/>  d’où  LF—  Lp  L/;  c’eft- 
àd:re  , qu’étant  donnés  le  produit  & un  de  fes  fadeurs, 
on  trouver*  iç  logarithme  de  l’autre  fadeur , en  ôtant  Is 
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logarithme  du  faéteur  connu  de  celui  du  produit  ; ce 
qui  ramene  toutes  les  divisons  à de  (impies  fouf- 
traélions. 

De  ce  que  Lp—LF-{~  Lf,  il  fuit  que  dans  le  cas  où 
F =■/,  on  a Lp  = LF*  = 2 LF,  Sc  par  conféquent  LF* 
= ^LF,  LF+=4LF,  ou  en  général,  LFm  — mLF. 
Donc  pour  élever  un  nombre  à une  puiflance  quelconque  , 
il  fuffit  de  multiplier  le  logarithme  de  ce  nombre  par  l’ex- 
pofant  de  la  puiflance  propofée.  Le  logarithme  qui  en 
réfulre  eft  celui  de  la  puiflance  que  l’on  cherche. 

Et  comme  les  racines  ne  font  qiie  des  puiflances  frac- 
tionnaires ( ijp  ),  il  eft  clair  qu’en  multipliant  le  loga- 
rithme d’un  nombre  par  la  fraétion  indiquée , ou  ce  qui 
revient  au  même  , en  divifant  ce  logarithme  par  l’expo^ 
fant  de  la  racine  , on  aura  toujours  le  logarithme  de 
cette  racine.  Voici  quelques  exemples  des  cas  les  plus  - 
ordinaires. 


Lab  = La~+-Lb  .....  L~  — La  — Lb . 

b 

Lam = m La La~  = — m La . 

La"  =-La  ....  La~^=  — -La. 
n n 

Labcd  Scc  La  d-  Lb  — {—  Le  -4“  Ld  -4*  &c. 

L~  = La-{-Lb-bLc — Ld—Lc. 

de 

Lam  bF  c1  = ih  La  -4-  p Lb  -4-  q Le, 


CLXn 

L — — — La- f-  nLx  — ■ ?Lr. 

ri  1 

ab-t-bc 

L ^^-  = ^-4-LCa-f-0- 


L (m  *4-*  n). 


L\S(xir+y')  = ±L(xi  -H/). 

L 7Zrx=rLia'^~x)  — L(a-x'). 

L (a  ■ jt2)  L fa  -4—  .v)  4—  L fa  — * a?). 

L]/  (az  — x1)=^L(a’jrx)-\-jL(a-—x), 

N iv 
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, * * r 

i ; > + i Lt  = L (t > v>  f*  ). 

L !>(«*_. x)+-L(a'+-jx+x'). 

fi  n 

\/ 

1 (777j-i==T£(a  — *)  — iL(a-»-jf). 

L 3a1  -h  la4  = 6L^a  = L(^a)s. 

Du  Calcul  des  Logarithmes  par  les  Séries. 


199.  Les  premiers  Calculateurs  des  Tables  avoient  déjà  fini  leurs 
calculs , lorfqu’on  inventa  des  méthodes  pour  les  Amplifier.  Mais  fi 
ces  méthodes  vinrent  un  peu  tard  , elles  ne  méritèrent  pas  moins  d'être  * 
accueillies  pour  la  rapidité  de  leur  marche.  On  en  jugera  mieux  par 
les  détails  qui  fuivent. 

Etant  donné  un  nombre  quelconque  , trouver  fon  logarithme. 
Solution.  Soit  1 x le  nombre  donné  ....  foit  ( 1 -f-*)”*  = 

1 -+-  £ Soit  enfin  L ( 1 ~f-  r ) = Ax  -f-  B*1  «f-  CxJ  -+-  Dx4 

-f-  &c  j on  aura  donc  aufii  L ( 1 -f-  r ) = A^-l-  Bç*  Cç*  -+-  Dç4 
•+•  Scc.  Mais  comme  on  a d’un  côté  l’équation  ( H-  x )m  = 1 -f-  ç ,* 

,,  m ,m  - 1 ' , m.m-i.m-z, 

qui  donne  r = mx  H x H 1 *’  -f-  &c 

i 1.3 

& que  l’on  a d’un  autre  côté , m 1 -+-*)  = £(  1 -f-ç),  on  trou- 
vera que ....... 

mAx  -f-  mlix1  -f-  rpCx1  ■+-  &c  = Af  ■ -f-  Br1  -f-  Cç'  -f-  &c. 
Subftituant  donc  la  valeur  de  ç dans  le  fécond  membre  , l’équation 
deviendra  ....... 

a _u.  b CmAx-b”^^  Ax'  '-1—  Ax5  -f-  Sec. 

mAx  -f-  mBr  -f-  J x 1.3 

m C x*  -f-  Sic  = J -3-  mA  Bx*  •+-  ml . m - 1 . Bx5  Scc. 

C *+-  ot*  C x1  -+-  Scc. 


Réduifant  & comparant  les  termes  homogènes  (xjf)  vous  aurez  i°  . . . 
B =:  — ± A . . . i°  . . . C = \ A . . . '.  ..D  = — 5 A ; & ainfi  des 

autres  , enforte  que  toute  réduction  faite  , vous  trouverez  que 
Z ( 1 -+■  x ) = A ( x — ~ x*  -+-  j xî  — + — jrf  + &c). 

300.  Remarquez  maintenant  que  la  quantité  A eft  indéterminée  , Sc 
que  par  conféquent  le  même  nombre  I -H  x peut  avoir  une  infinité 
de  logarithmes  differents.  Mais  comme  le  plus  fimplc  & le  plus  natu- 
rel de  tous  les  (yftêmes  logarithmiques,  eft  celui  où  l’on  fuppofe 
À = 1 , on  a donne  le  nom  de  logarithmes  naturels  à ceui  qui  ont 
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été  calculés  d’après  cette  fuppofîtion.  Ce  fut  fur  cette  efpece  de  lo- 
garithmes que  tomba  d’abord  le  Géomètre  Écofiois  , quoiqu’en  fui- 
vant  une  route  bien  différente.  On  peut  voir  dans  fon  Ouvrage  ( Miri « 
fici  Logarithmorum  Canonis  Defcriptio  ) comment  il  y parvint.  Ces 
Logarithmes  s’appellent  auffi  Logarithmes  Hyperboliques  , à caufe  du 
rapport  qu’ils  ont  avec  l’ Hyperbole  Equilatére , comme  nous  le  dirons 
en  fon  lieu. 

joi.  Cela  pofé  , il  eft  évident  que  tous  les  fyftêmes  polTibles  de  lo- 
garithmes peuvent  être  ramenés  à celui  des  logarithmes  naturels, 
puifque  dans  tout  fyftème  , le  logarithme  de  t x eft  égal  au  pro- 
duit de  fon  logarithme  naturel  par  la  quantité  confiante  À que  l’on 
appelle  le  Module , & que  nous  déterminerons  bientôt.  Ainfi  toute  la 
difficulté  du  calcul  des  logarithmes  fe  réduit  à calculer  les  loga- 
rithmes naturels  ou-hyperboliques.  Or  voici  comment  on  peut  faciliter 
le  calcul  de  ces  derniers. 

301.  Reprenons  l’équation  L ( 1 -\-x  ) = A ( x — y x1  -t-  j x5  — ■ 
5 x*  -f-  &c  ) qui  en  fuppofant  A = 1 , devient  L[  r •+•  x)  ==  x — ~ x1 
•+-  j x5 — &c  ; & ajoutons  de  part  & d’autre  La  , nous  aurons 
L [a -bax)  =x  La  + x — } x*  -f*  j x 5 — &c.  Soit  ax  =■  y , ou 

y* 

-f-  &C. 

lai 


* = — ; on  aura  L (<a  -f- y ) = Ia  + - — 

- za 


Faifant  donc  y négative  , nous  aurons  L ( a — y)  = La  — — — 


— &c.  Donc  L ( a -f-  y ) — L ( a — y)  ou 

“(‘-±1  ) = 2 ( . + £ + + 4 + Sc  ) , CMe 

\a — y/  a \ 54+  7 a s 

toujours  convergente , parce  qu’il  faut  quey  foit  plus  petite  que  a pour 

que  — foit  une  quantité  pofitive. 
a — y 

303.  Appliquons  maintenant  cette  férié  au  calcul  des  logarithmes, 
& pour  cela  fuppofons  que 


a -b  y m y 

= . Nous  aurons  — < 

a — y m - t a 


- — 5t  L ( -m- ou Lm-L(m-  1)  = — - — ( 1 -I 

i-i  * \m- 1/  im-i  \ 3( im-i)1 

t 1 1 \ 

-4-  &c  1 # Donc  Lm  — L ( m - 1 ) -+- 

&c  Mais  lorfqu’on 


S^m- 1)+ 
•n-  t V 


7(1  m-  i)4 
1 


zm-  t V j(im-i)*  y(im-i)4 

cherche  le  logarithme  du  nombre  m , on  eft  cenfé  avoir  celui  de 
m - 1 ; on  aura  donc  celui  de  m par  une  férié  très-convergente , dans 
les  cas  fur-tout  où  m fera  un  nombre  un  peu  grand.  On  peur  en 
juger  par  le  cas  le  moins  favorable , en  calculant  le  logarithme  hy- 


% 
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perbolique  de  i ? On  aura  m = x , & par  conféquent  L x = f 

(iH - 1 1 - h &c  ) = 0,69314718  &c.  Pour 

?-3*  S-}*  7-1*  ' 

avoir  enfuite  le  logarithme  de  5 , il  n’y  aura  qu’à  fubftituer  5 au  lieu 
de  m dans  l’équation  Z,  m = L ( m — 1)4- &c,  &on  aura  L $ 

=1  L x -+-£  ( 1 H ^—4 h &c  ) = 1, (>0943791. 

V *•?  f-94  ^ 

11  eft  donc  aifé  de  trouver  par  cette  méthode  les  logarithmes  des 
nombres  premiers.  Or  ceux-ci  une  fois  calculés , il  cft  trcs-facile  de 
trouver  ceux  de  tous  les  autres  nombres.  Par  exemple , étant  donnés 
les  logarithmes  de  x Sc  de  3 , leur  fomme  donnera  le  logarithme  de 
6,  (198  ).  Celui  de  4 fera  le  double  de  celui  de  1 , comme  celui 
de  4 fera  le  double  du  logarithme  de  3 ; & ainfi  des  autres. 

304.  Déterminons  à préfent  le  module  A pour  un  autre  fyftême 
logarithmique,  pour  celui  des  Tables , par  exemple  , dans  lequel  a = 
10  , & dans  lequel  par  confcquent  L 10  = 1 , car  le  logarithme 
de  la  bafe  logarithmique  eft:  toujours  l’unité. 

Il  faudra  d'abord  prendre  le  logarithme  hyperbolique  de  ro  ea 
ajoutant  ceux  de  5 & de  x;  on  aura  1,30158509.  Enfuite  (301),  loga- 
rithme ordinaire  de  10  , ou  1 =c  A ( 1,30158509  & c ) ; d’où  l’on 

tire  aullï-tôt  A = - = 0,43419448  &c.  C'eft  la  va - 

1.30158509  &c. 
leur  du.  module  des  Tables. 

Il  fuit  de-là , que  pour  ramener  les  logarithmes  hyperboliques  aux 
logarithmes  tabulaires  , il  faut  multiplier  les  premiers  par  la  frac- 
tion 0,43419448  &c. 

Et  réciproquement , pour  changer  les  logarithmes  des  Tables  en 
logarithmes  hyperboliques  3 il  faut  multiplier  les  premiers  par 
1,30x58509.  Si  on  les  multiplioit  par  3,3119177  , on  auroit  des  lo- 
garithmes correfpondants  à la  fupj)ofition  a = 1. 

305.  On  détermineroit  de  la  meme  maniéré  le  module  A dans  tout 
autre  fyftême.  Celui  des  Tables  (autrement  appellé  celui  de  Briggs, 
parce  que  Briggs  en  calcula  le  premier  les  logarithmes  ) fert  pour 
les  calculs  de  ta  Trigonométrie.  Celui  des  logarithmes  hyperboliques 
eft  d’  un  grand  ufage  dans  le  calcul  intégral. 

Le  nombre  déterminé  a eft  la  bafe  logarithmique  de  chaque  fyf- 
téme.  Ainlî  10  cft  la  bafe  du  fyftême  ordinaire.  Celle  du  fyftême 
de  Neppcr  eft  1,71818183  , comme  nous  le  verrons  bientôt. 

En  généra!  , la  bafe  d'un  fvflcme  quelconque  de  logarithmes  cft 
toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  cft  1. 

30 6.  Etant  donné  un  logarithme  , trouver  à quel  nombre  il  répond. 
Solution.  Si  le  logarithme  donné  eft  du  nombre  des  logarithmes 
ordinaires , on  commence  par  le  réduire  aux  hyperboliques , après 
quoi  la  difficulté  ne  conlîftc  plus  qu’à  trouver  le  nombre  qui  répond 
à un  logarithme  hyperbolique  donné. 
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Soit  donc  1 ce  logarithme  , foit  1 -f-  x le  nombre  cherché  , & on 
aura  par  ce  qui  précède  , r = * _ i -+-  1 xi  _ 1 *4  &c.  Il 

#'  n rr . . Ja  »vm<<iAr  / . O . \ 1 - T _ 1 


i 1 . j 
Donc  enfin  1 - 


• • X ==  Al  -f-  Bç1  -t-  CçS  -f-  Dj4 

Ç Aj  -P-  Bj*  Cy*  -f-  D?+ 

Scc 

1 — |A4  — AB  — y B* 

Scc 

t=<  —AC 

1 -HA'  + A^ 

&c 

(.  — - A4 

Sic 

f....  C = i....D  = -^j,&C5  donc  x =s 

î5 


5-4  1 - 3 • 4 • ï 


&c5 


.1  .r 

jc,  ou  le  nombre  cherché  = 1 -+-  r -+-  *•  4 — i— 
t 1 x x.3 

H Scc.  En  général,  un  nombre  quelconque  n = 1 -}-  La 

Lxn  L'n  L*n  . 

H 1 1 Sic , (cric  convergente  dans  tous  les  cas , 

x x.3  2.3.4 

Si  par  conféquent  propre  à refoudre  généralement  la  queftion  pro- 
pose. 

307.  Appliquons-la  à la  recherche  de  la  bafe  des  logarithmes  hy- 
perboliques , c’cft  à-dire , cherchons  quel  cft  le  nombre  dont  le  lo- 
garithme hyperbolique  eft  1.  Ici  n—  1 4-  1 ■+-  - — 1 î 1 — 

x x x . 3 x . 3 . 4 

H ■+■  &c ; donc  r = 1,71  818 1 8 3.  Ce  nombre  fert  tres-fou- 

x.3.4.3 

vent  dans  le  calcul  intégral.  Le  voilà  calculé  d’avance. 

De  Vujage  des  Logarithmes  dans  la  réfolution  de  plujieurs 

Equations. 

;c8.  Souvint  il  arrive  qu’une  équation  échappe  à toutes  les  réglés 
de  l’Algèbre  ordinaire,  & qu’elle  fc  réfout  avec  la  plus  grande  facilité 
parle  moyen  des  logarithmes.  En  voici  plufieurs  exemples  avec  quel- 
ques applications. 

I.  Soit  propofé  de  trouver  la  valeur  de  x dans  l’équation  ax  =.  b, 

I ■ b 

On  a (1518)  Lax  ou  x I.a-=Lb  , donc  x — - — , 

gtnx  b.  a 

Soit  = c.  On  aura  m x La  -h(i  — rcv)  Lb  =Lc , donc 

b”x'1  Lc 

mx  La  — nx  Lb  — Le  — Lb;  S:  x ==  — — -, 

frnix-n  mLa-nLb  * 

Soit  encore  a”  = Ici  , x L a = m x L b — n Lb  -m 

* 
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5*  Le  ; d’où  x = mlb_qLc_La  ~ Um  _Lcf_  La  ~ L(b « : ac*)* 
Enfin  foie  l’équation  b"  x 3=  Nous  aurons  d’abord,  n Lb  —•* 


ï-Lb  — mx  Lc  = x L /—  p Lf;  puis (mLc  4-  Lf)  x% 

— ( nLb  -4- p Lf)x  = — a T.  b,  ou  x'Lcm f-xLb*fe=  — 
L b*,  qui  Te  réfout  par  la  méthode  du  fécond  degré  ( loi ). 

309.  II.  Suppofons  qu’il  y ait  cent  mille  habitans  dans  une  province, 
& que  la  population  y augmente  tous  les  ans  de  la  trentième  partie  ; on 
demande  quel  fera  le  nombre  des  habitans  de  cette  province  au 
bout  d'un  fiede  ? Ce  problème  & les  fuivants  font  tirés  d’un  des  meil- 
leurs  Ouvrages  que  nous  connoiffions.  Il  a pour  titre  IntroduHio in 
Analyftn  infinitorum  , & pour  Au:eur , M.  Euler  , ce  Géomètre  fi  fa- 
▼ant  & fi  modeftel 

Soit  rr=  1 00000.  Cefl  le  nombre  donné  des  habitants , lequel  par 
ta  condition  du  problème  fera  n-t-j^n , ou  n ( 1 -H  xs)  à la  fin  de  la 
première  année.  Il  deviendra  n (jÈ)*  à la  fin  de  la  fécondé;  n ffïJ5 
a la  fin  de  la  rroificme  , & ainfi  de  fuite  jufqu’au  bout  du  fieele 
où  fon  expreflion  fera  n ( ^ )' °° , ou  1 00000  (#)' 0 °.  On  aura  donc 
100000  ( Q)'  ° ° = x , nombre  que  l’on  cherche. 

Mais  s’il  falloir  élever  à la  centième  puiflance  par  des  multiplica- 
tions fuccelfives,  on  fent  bien  que  le  calcul  feroit  d’une  extreme  lon- 
gueur : au  lieu  qu’en  fc  fervant  des  logarithmes , on  aura  tout  de 
fuite  100000  -f-  100  Ljs~Lx;  P^*s  ■ • • • ~ f”  ? 1 """ " 

L jo  = f par  des  tables  qui  ayent  dix  décimales  , celles  dUlacq  , 
par  exemple  ) 0,014140439  ; donc  100  -L  jr  = i>4M°439-  D ailleurs 
L 100000  = y ; donc  L x ==  6,4140439  ».  ^ x ~ 

Il  y auroit  donc  , après  100  ans  , deux  millions  fix  cents  cin- 
quante-quatre mille  huit-cents  foixante-quatorze  habitants  dans  cette 
province. 

La  Terre  n’ayant  été  repeuplée  après  le  Déluge  que  par  les  trois  en- 
fants de  Noé  & par  leurs  trois  femmes,  on  demande  dans  quel  rapport 
la  .population  auroit  dû  croître  chaque  année,  pour  quily  eut  un 
million  d’hommes  au  bout  de  zoo  ans. 


Soit  — l’accroiffement  annuel;  & nous  aurons  l’équation 


(J  4-  , 1 T“  A f ^ 

J = 1000000,  qui  donne  — - — = ^ J 


1 -+-  x / ioooooox  — 


par  conféqucnt  L 


1 -4-  x 


y£y  L — °-F-  = lis-  7 = 
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i -f-  x 


e,oi6ic$i  ; d’où  — - — s=  tIIsIII,  puis . . . 1000000  = 61 x . 

Enfin  x = 1 6 environ.  Il  eût  donc  fallu  que  le  genre  humain  fc  fut 
accru  tous  les  ans  de  ÿg , ce  que  la  fanté  robufte  , & les  longs  jours  de 
nos  prcmÿtrs  Peres  rendent  allez  vraifcmblable. 

Cherchons  maintenant  la  quantité  dont  il  faudroit  qu’un  peuple  s’ac- 
crût tous  les  ans , pour  être  deux  fois  plus  nombreux  à la  fin  de  cha- 
que ficelé. 

Soit  n le  nombre  de  eaux  qui  compofcnt  ce  peuple;  foit  — la  quanr 
tiré  que  nous  cherchons;  on  aura  pour  chaque  époque  féculaire,  l’é- 
quauon  « ( J — x n , qui  donne L = 

1 1=  0,0050103;  d’où  — HH,&ar=àpeu-prèsi44.yf//i/f, 

ajoute  ce  refpeélable  Auteur , on  doit  regarder  comme  bien  ridicules  Us 
objeclions  de  ces  incrédules  , qui  nient  que  la  Terre  ait  pû  être  peuplée 
en  auffi  peu  de  temps  par  un  feul  homme. 

Suppofons  enfin  qu’un  certain  nombre  d’hommes  augmente  tous  les 
ans  de  la  centième  partie , combien  faudra-t-il  d’années  pour  que  ce 
nombre  foit  dix  fois  plus  grand  î 

Appellantn  ce  nombre  d'hommes,  x le  nombre  cherché  d'années, 
on  aura  au  bout  de  x années,  n (4£s)*  = 10  n,  ou  (if £)*  = 1 o , 

qui  donne  x = - — — ° = —fr—1  = 1 3 1.  Donc  il  y aura  dix 

jLicu-Lioo 

fois  plus  d’habitans  à chaque  époque  de  sjt  années. 


Introduction  a la  Résolution  des  Équations 

DES  DEGRÉS  SUPÉRIEURS. 


310.  Lies  plus  célébrés  Analiftes  fe  font  occupés  fuccef- 
fivement  de  la  réfolution  des  Équations  , comme  d’une 
théorie  fort  utile.  Mais  lorfqu’ils  ont  voulu  la  traiter  dans 
toute  fou  étendue,  elle  leur  a paru  lî  compliquée,  qu’ils 
y ont  prefque  tous  renoncé  pour  fe  livrer  à des  détails.  Au 
défaut  des  méthodes  directes , ils  ont  eu  recours  aux  mé- 
thodes d’approximation  ; & lorfque  les  réglés  générales  fe 
font  refufées  à leurs  efforts,  ils  en  ont  accumulé  tant  de 
particulières , que  l’on  peut  déformais  avoir,  finon  des  ra- 
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ciaes  exades , au  moins  des  racines  très-approchées  de  toutes 
les  équations.  Nous  allons  faire  connoître  quelques-unes  de 
ces  réglés , après  avoir  fait  fur  la  nature  des  équations  en 
général  les  remarques  fuivantes. 

- 3 1 1. 11  eft  clair  qu’en  tranfpofant  tous  les  termes  d’une 
équation  dans  un  feul  membre , ces  termes  fe  détruiront 
mutuellement.  Ainfi  toute  équation  peut  être  réduite  à 
n’avoir  que  zéro  dans  un  de  fes  deux  membres.  Si  on  a, 
par  exemple  , x 2 -+•  a1  — 2 ax , on  peut  en  déduire  x1, 

— 21* -H  a 2 = O.  Or  dans  cet  état , le  premier  membre 
peut  être  regardé  comme  le  produit  de  x — a par  x — a ; 
& puifque  ce  premier  membre  fe  réduit  à zéro,  il  faut 
bien  que  x = a , ou , ce  qui  revient  au  même , que  x — a 
= °- 

Mais  parce  que  c’eft  ici  un  quarré  parfait , un  de  fes 
fadeurs  ne  peut  être  égal  à zéro  que  l’aurre  ne  le  foit  aulli  : 
lu  lieu  que  fi  l’on  eue  eu  x1  — ax  — bx  -4-  ab=  o , un 
feul  des  fadeurs,  x- — a , x — b , égalé  à zéro , eût  fuffi  pour 
réduire  à zéro  le  premier  membre.  Suppofer  tout  à la  fois 
les  deux  fadeurs  égaux  à zéro , ce  feroit  regarder  a & 
b comme  nécefiairement  égaux  entre  eux , ce  qui  n’eft 
pas. 

'<$  3^12.  Toute  équation  tranfpofée  peut  donc  être  conjidérée 

comme  le  produit  de  plujieurs  fatteurs  égaux  ou  inégaux. 
Torfquils  font  tous  égaux , ils  fe  rsduifent  tous  à -[éro  , 6* 
quand  ils  font  inégaux , un  feul  doit  être  égal  à %éro. 

Cherchons  d’après  cela  le  produit  des  quatre  fadeurs 
x — a,  x — 6,  x— - c , x — d , en  fuppofant  que  l’un 
d’eux,  n’importe  lequel,  foit  égal  à zéro.  Nous  trouverons, 

abex  abcd  =s  o. 
abd 
acd 
lcd 


a.'4  — ax*  -f-  abx 1 — 
- — b -f-  ac  — 

— c -J- ad  — 

- d -4—  bc  — 

* — J—  bd 

H-  cd 
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Or  de  cetre  équation  & de  toutes  celles  que  l’on  peut 
former  de  la  même  maniéré  3 on  doit  conclure  qu’une 
équation  dont  le  degré  eft  généralement  exprimé  par  m,  a 
pour  premier  term»  xm  , c’eft-à-dire  , l’inconnue  élevée  à 
la  puiftance  que  défigne  le  nombre  des  fadeurs  de  cette 
équation. 

Le  fécond  terme  eft  xm~l  avec  un  coefficient  égal  à la 
fomme  de  toutes  les  racines  a , b , c , d,  &c. 

Le  troifieme  eft  xm~2  avec  tin  coefficient  égal  à la  fom- 
me des  produits  ab , ac  , ad  , bc , &c,  de  ces  racines  prifes 
deux  à deux. 

Le  quatrième  eft  xm~*  avec  un  coefficient  égal  à la  fom- 
rtie  des  produits  abc,  abi , &c,  des  mêmes  racines  prifes 
trois  à trois  j & ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier  terme  qui  eft 
toujours  le  produit  de  toutes  les  racines. 

313.  Il  n’en  faut  pas  davantage  pour  démontrer  la  for- 
mule qui  fert  à élever  un  binôme  quelconque  x -+-  a à une 
puiftance  quelconque  m (14.8).  Car  pour  élever  le  binôme 
x-\~  a à la  puiftance  m , il  faut  le  multiplier  m — 1 fois 
par  lui-même.  Ainfi  le  développement  de  cette  puiftance 
doit  être  regardé  comme  le  produic  d’un  nombre  m de 
fadeurs  tous  égaux  ; Sc  fi  x -h  a = o , tout  ce  que  nous 
venons  de  dire  d’une  équation  du  degré  m , aura  lieu  pour 
la  puiftance  m de  x -+-  a. 

Enforte  donc  que  le  premier  terme  fera  xm  ; que  le  fé- 
cond fera  x”'1  précédé  d’un  coefficient  égal  à la  fomme  de 
toutes  les  racines.  Or  dans  ce  cas  chaque  racine  eft  a , leur 
nombre  eft  m.  Donc  leur  fomme  eft  m a.  Le  fécond  terme 
fera  donc  max m~'. 

Le  troifieme  doit  être  xm~i  précédé  d’un  coefficient  égal 
à la  fomme  des  produits  de  toutes  ies  racines  prifes  deux  à 
deux.  Ce  coefficient  fera  donc  à1  multiplié  par  le  nombre 
des  produits  que  peut  donner  un  nombre  m de  lettres  a,  b, 
c , d , Scc  prifes  deux  à deux.  Pour  le  trouver , ce  nom- 
bre , remarquez  i°,  qu’il  doit  être  la  moitié  de  celui  des 
lettres  qui  fervent  à former  tous  ces  produits.  2°,  Qu’il  faut 
répéter  chacune  de  ces  lettres  le  même  nombre  de  fois , 
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& que  ce  nombre  de  fois  eft  exprimé  par  m — i , puifqu’it 
faut  les  multiplier  chacune  féparément  par  toutes  les  autres. 
Le  nombre  des  lettres  qui  forment  ces  produits  eft  donc 
m ( m — i ),  & par  conféquent  celui  de  leurs  produits 

deux  à deux  eft  . Ainfi  le  troifieme  terme  fera 

i 

m ( m — i ) 

— fl*  xm  ' *. 

^ t > r 

Le  quatrième  doit  avoir  pour  coefficient  la  fomme  des 
produits  que  l’on  peut  faire  avec  les  racines  prifes  trois  à 
trois  ; & comme  ici  toutes  les  racines  font  égales  , ce 
coefficient  doit  être  a 5 multiplié  par  le  nombre  des  pro- 
duits qui  peuvent  réfulter  d’un  nombre  m de  lettres  a , b , 
c,  d y &c  , prifes  trois  à trois.  Or  i°,  le  nombre  de  ces  pro- 
duits ne  doit  être  que  le  tiers  du  nombre  des  lettres  dont 
ils  font  compofés.  a",  Il  faut  répéter  chaque  lettre  le  mê- 
me nombre  de  fois , 5c  ce  nombre  eft  défigné  par  celui 
des  produits  des  autres  lettres  prifes  deux  à deux.  Donc  puif- 

que  le  nombre  de  ces  produits  eft  z > lorfque 

celui  des  lettres  eft  m , il  eft  clair  qu’il  fera  ^ — - lorf- 

Îiue  celui  des  lettres  fera  m — i , comme  dans  le  cas  prc- 
ent.  Le  nombre  des  lettres  qui  forment  tous  les  produits 

abc , a b d , &c,  doit  donc  être  — — — iJSüL—L.  Celui  des 
produits  fera  donc  — — — — jde  forte  que  le  quatriè- 


me terme  fera 


m.m-i . m ■ 
*•? 


fl’  X 


m-f 


Formant  de  même  les  termes  fuivants , on  trouvera  que 


= xm  +maxn"1~\- 


m.m-i 


a 2 x” 


m.m-  I .m-t. 


a3  x—i-t 


m.m- 1 .m  - i.m~i 

i.J.4 


fl4  xm~*  -t-kc; 


& qu’en  général  ( fl  -t-  6 )m  = flm  -4-  m am'lb  -f- 


m . m - * 


§T’2b*  ^ 


m.m-i  .m- 1 

”*•  î 


ar-ibl-t-ÔCQ 


Pout 
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' Pour  faire  quelque  application  de  cette  formule,  cher* 
thons  d’abord  la  cinquième  puiflance  du  binôme  a-+-b. 
Nous  trouverons  as  4-  $a*b  ■+•  1 oa*  b1  4-  i OÆ*  b3  4-  $ab\ 
4-3J.  Car  /72  = J dans  ce  cas;  donc  am  = as  ; donc 

lb1  = ioa1  b*  ; & ainfi 

m ’m  * 1 • « ‘ i . w - 3 .m  - ç 
3 • 4 “ 


m.m-i 


mam~1  b — y a*b,  donc 
de  fuite  jufqu’au  fixieme  terme 


A5  , qui  fe  réduit  à b5.  Le  calcul  ne  peut  s’étendre 
plus  loin  dans  cet  exemple  > parce  que  tous  les  termes  qui 
luivent , ayant  m — y parmi  les  fadeurs  de  leurs  coeffi- 
cients , & m — y fe  recluifant  .à  zéro  dans  le  caspréfent, 
tousces  termes  ultérieurs  s’y  réduifent  auffi.  * 

Cette  formule  peut  également  fervir  à élever  un  poly- 
nôme quelconque  à une  puilTance  quelconque.  Soir  pro- 
pofé,  par  exemple  , d’éiever  le  trinôme  n -+-p -h <7  à fou 
cube.  Je  fais  a —n  ; b *»/>-+.  y;  m = 3.  Donc  um=sn}  ~ 

mû.”'1  b — ^ri1  (p- 


m.  m-t 

- a"‘>b't=3n(p  + q*} 


& 


m.m - 1 . m-  t 


lm  j a”'5^3  =C P -+*?)*  j enforte  que  (n-\~p 

*+-?)*  — -4-  3«pa -H  4-  3^ 

r*-P5  H-  3/1?  -H  3P7*  -+- î3. 

Lorfqu’une  exprelfion  n’eft  pas  fort  compliquée,  8c 
quelle  eft  en  même  temps  une  puilTance  parfaite  , ori  en 
cherche  la  racine  par  les  réglés  ordinaires  de  l’extradion. 
On  pourroit  la  trouver  par  la  formule  du  binôme,  mais 
le  calcul  en  feroit  plus  long  ; ce  qui  fait  qu’on  ne  s’en 
fert  communément  que  pour  avoir  des  racines  approchées. 
• 314.  Au  refte , on  peut  exprimer  cette  formule  d’un* 
maniéré  encore  plus  fimple.  En  effet,  de  ce  que  (a  -\-b  * 
— •+■  rnam  ' 1 b 4-  &c. . . . , il  fuit  que  (P  4-  P Qj"  =a 


m .m 


1 nihrv2  m.w-i.m-x  * 

■P  Q H — Pm  Q*J 


P*  + m P*  Q 

^ x 4.3 

4-  &c. 

Donc  fî  on  repréfente  par  la  lettre  À le  premier  terme 
P* , le  fécond  fera  m A Q,  & fi  le  fécond  eft  repréfentd 

Q 
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à fon  tour  par  la  lettre  B , le  troifieme  fera  — - — BQ^ 

Celui-ci  étant  repréfenté  par  C,-le  quatrième  fera  — - — C Q, 
Sic  , &c.  On  aura  donc  , 

ABC  t>  E 

fP-f-PQr— Pm-{-mAQ+  BQ-f-  *111  CQ-+-  '-Lli  DQ-H&c. 


Or  il  efl  évident  que  cette  formule  eft  plus  fimple  que  la 
première  , püifque  le  cinquième  terme  , par  exemple , fe 
trouve  tout  de  fuite  en  multipliant  D , terme  déjà  calculé, 

par  m ■ Q , Si  que  la  quantité  Q n’eft  autre  chofe  que  le 

fécond  terme  PQ  du  binôme , divifé  par  le  premier 
terme  P. 

Application.  Soit  propofé  de  trouver  la  quatrième 
puifiance  de  2<z-+-3£. . . . Je  faism  = q.. . . ,P=2  a. . 

PQ  = 3£,  d’où  Q = t^.  J’ai  donc  P”  = i 6a*.  . . 
ïmAQ==4.  i6a+.  ^ = 96a3?. . . BQ  = < )6a'i. 

D Q = -^-'  21 6 ai*.  “ = Si?4.  Donc  (24  + 3 ?,*=» 
il  6æ+  -h  Sic. 

3 if.  Enfin  pour  rendre  cette  derniere  formule  plus 
commode  , fuppofons  que  l’expofmt  de  la  puiiïance  à la- 
quelle on  veut  élever  le  binôme  P-+-PQ  foit  — j nous 

A B 

aurons  généralement  ( P -+~  PQ  )7  = P V + - AQ  -+• 
C 1 D E 


^BQ+^CQ 


m-  in 


DQ+&c. 


ln  ^ 4«- 

- Application.  Il  s’agit  de  trouver  la  racine  cinquième 
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de  u~  — f , ou  la  valeur  approchée  de  (tt*  — j*  )7.  Pour 
cela  , je  fuppofe  P==mî,Q=3  — ^m=i,  n=  y , 
A — le  premier  rerme  , B = le  fécond  , C le  troifieme 


— 1 7 * 

&d.  Et  je  trouve  que  ( u1 — )s  =u«  — — A H — 

B + ÏC  + iD  + h-^.-^- 

io  u \ $«*  ata* 

(Ç*  2.IÇ8  N v 

77^7  — 77:^ — &C  Revenons  maintenant  aux  équa- 


tions. 


31 6.  Lorfque  parmi  les  fadeurs  d’une  équation  tranf- 
pofée,  il  n’y  en  a point  d’imaginaires  , & que  fes  termes 
font  précédés  alternativement  de  lignes  différents  , toutes 
les  racines  de  cette  équation  font  politives.  S’ils  font  tous 
précédés  du  ligne  H-,  toutes  les  racines  font  négatives.  Eû 
en  général , il  y a autant  de  racines  pojitives  que  de  chan- 
gements de  fgne  , & autant  de  racines  négatives  que  de 
répétitions  immédiates  du  même  figne.  C’eft  une  exception 
fâcheufe  que  celle  des  fadeurs  imaginaires.  Elle  met  en 
défaut  la  réglé  précédente , lorfqu’il  y a de  ces  fadeurs  ; 
& lors  même  qu’il  n’y  en  a pas , cette  réglé  devient  prefque 
inutile  , li  on  ne  le  fait  pas  déjà. 

317.  Lorfquune  équation  manque  de  fécond  terme,  la 
fomme  des  racines  pofitives  ejl  égale  à celle  des  négatives » 
fans  quoi  le  fécond  terme  qui  a pour  coefficient  la  fomme 
des  unes  & des  autres  ne  fe  feroit  pas  évanoui  ( 307  ). 

Et  puifque  le  dernier  terme  eft  toujours  le  produit  de 
toutes  les  racines  , il  faut  en  conclure  qu’il  y en  a au  moint 
une  égale  à q éro , toutes  les  fois  que  le  dernier  terme  manque. 

318.  Cette  propriété  qu’a  le  dernier  terme  d’être  le 
produit  de  toutes  les  racines , a donné  lieu  à une  méthode 
pour  trouver  celles  qui  font  commenfurables.  En  effet,  G. 
après  avoir  cherché  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme , on 
eflaie  de  divifer  l’équation  par  l’inconnue  x ■+:  quelqu’un 
de  ces  divifeurs  , & que  la  divifion  réuHiffe  , on  a dès-lors 
Mn  fadeur  de  l’équation  , & par  conséquent  une  de  fes  ra- 
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cines.  Si  on  divifé  » par  exemple  , l’équation  x*  — atf*, 
»+-  & 0(312)  pat  x — a , on  trouvera  pour  quotient 
ar3  — &c , lequel  divifé  à fon  tour  par  x — b , donnera 
x1  — & c j & ainli  de  fuite  jufqu  a ce  qu’on  ait  trouvé  tous 
les  fadeurs  de  l’équation  x 4 — ax%  4-  Scc. 

Si  on  propofoit  donc  de  trouver  ceux  de  l’équation  x1  4-' 
3 xz  — 2 J#  4- 2 1 = o , dans  laquelle  il  doit  y avoir  deux 
racines  pofitives  & une  négative  , au  cas  toutefois  qu’il  n’y 
en  ait  pas  d’imaginaires  (316),  on  commenceroit  par 
chercher  tous  les  divifeurs  de  2 1 ) & on  trouveroit  ^ ï , 
± 3 , ± 7 > rt  2 1 • O**  eflàyeroit  enfuite  la  divifion  pat 
x 4-  I , qui  ne  réulliflant  pas , feroit  exclure  ce  divifeur 
du  nombre  des  fadeurs  cherchés.  On  eflàyeroit  donc  par 
x — I , qui  divifant  fans  refte  l’équation  propofée  , feroit 
regardé  comme  un  de  fes  fadeurs.  En  tâconant  de  même  , 
on  trouveroit  que  x — 3 de  x -h  7 font  les  deux  autres 
fadeurs  } d’où  l’on  concluroit  que  les  trois  racines  font  1 , 

3 & — - 7 .-enforte  que  l’une  de  ces  trois  valeurs  indiffé- 
remment fubftituée  dans  l’équation  au  lieu  de  x , rendra 
fon  premier  membre  égal  à zéro. 

La  pratique  de  cette  méthode , ( appellée  communé- 
ment la  méthode  des  divifeurs  ) 11’a  pas  été  bien  longue 
dans  cet  exemple , parce  que  2 1 ayant  un  petit  nombre 
de  divifeurs  il  n’y  a pas  eu  beaucoup  de  divilîons  à tenter. 
Mais  lorfque  le  dernier  terme  a un  grand  nombre  de  di- 
vifeurs , cette  méthode  devient  faciguante.  Rebutés  de  fes 
longueurs , les  Analyftes  ont  imaginé  un  expédient  afTez 
prompt  pour  écarter  au  moins  la  plûpart  des  divifions  inu- 
tiles. Nous  allons  expliquer  en  quoi  il  confifte  : mais  il  faut 
auparavant  connoître  la  maniéré  de  trouver  tous  les  Dm- 
feurs  d’un  nombre. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  ceux  du  nombre  210.  . « 
On  voit  d’abord  que  ce  nombre  peut  être  divifé  exacte- 
ment par  2 , & que  le  quotient  de  cette  première  divifion 
efl:  loy,  qui  étant  un  nombre  impair  n’eft  pas  divifible 
jpar  2.  Ainfi  le  nombre  propofé  210  ne  peut  être  divifé  par 

4 : mais  comme  iO-j*  eft  divifible  par  3 ( 1 , on  voir 
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tien  que  210  , doir  être  divifible  par  6 , qui  eft  le  produit 
des  divifeurs  2 Sc  6 , dont  on  s’eft  fervi. 

Le  quotient  de  la  fécondé  divifion  eft  3 y qui  ne  peut 
être  divifé  ni  par  2 , ni  par  3 , mais  bien  par  y.  Ainfi  2 . y , 
ou  1 o ; 3 . y , ou  1 y ; 6 . y , ou  3 o font  autant  de  divi- 
feurs exa&s  de  2 10. 

Le  quotient  de  la  troifieme  divifion  eft  7 qui  n’eft  di- 
vifible  que  par  lui-même.  Donc  7 fois  2,7  fois  3,7  fois 
y , 7 fois  6 , 7 fois  10,7  fois  1 y , & 7 fois  3 o , font 
autant  de  nouveaux  divifeurs  de  2 10  : lefquels  joints  à ceux 
que  les  opérations  précédentes  ont  fait  connoître  , compo- 
fent  la  fuite  de  tous  les  divifeurs  demandés. 

La  réglé  pour  trouver  tous  les  divifeurs  d’un  nombre  3 fe 
réduit  donc  à le  divifer  d’abord  par  2 , s’il  eft  pair,  ou  par  3, 
ou  par  y,  ou  par  7j  ou  par  quelqu’un  des  autres  nombres  pre- 
miers, s’il  eft  impair.  Puis  on  divife  ce  premier  quotient  par  2 
encore,  s’il  eft  pair,  ou  par  3 , ou  par  y,  &c,  s’il  eft  im- 
pair. Enfuite  on  multiplie  le  premier  divifeur  par  le  fé- 
cond , Sc  on  écrit  le  produit  au  rang  des  divifeurs  cher- 
chés. Si  le  fécond  quotient  eft  encore  pair,  on  le  divife  par 
2.  , Sc  s’il  eft  impair  on  efTaie  de  le  divifer  comme  ci- 
deflus , par  un  des  autres  nombres  premiers , en  com- 
mençant toujours  par  les  plus  petits.  Après  quoi , on  mul- 
tiplie tous  les  divifeurs  déjà  trouvés  par  celui  dont  on  vient 
de  faire  ufage  , Sc  on  pourfuit  la  divifion  jufqu’à  ce 
que  l’on  parvienne  enfin  à un  dernier  quotient  qui  foit 
l’unité. 

Deux  exemples  fuffiront  pour  rendre  cette  méthode  fa- 
milière. Voici  d’abord  le  détail  de  celui  que  nous  venons 
d’expliquer. 


Dividendes 

210 

1.  Divifeurs. 

&* 

i°y 

2. 

Quotients . 

3S 

3.6. 

• 

7 

y.io.iy.30. 

1 

7, 1^.21. 3 3.42.70.1(^.210* 
O iij 
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Ainfi  tous  les  divifeurs  de  210  font 

15- . . 5.  • 7 . • 10  • . 1 ^ • • 13*  • • 21  ' • 4^  •* 

70 . • 105  ♦ . 210. 

Soit  propofé  maintenant  de  trouver  les  divifeurs  de 
500  ....  je  difpofe  les  parties  du  calcul,  comme  dans 
l’exemple  précédent , & je  trouve 

Dividendes  900  I.  Divifeurs. 

45,o  2. 

Quotients , 225  2.4 

75-  3.6’.i2 
25  3,9.1 8.3 

5 j-. 10.15-. 20.30.41.(50.5)0.180. 

1 9.29.90.79.100.1  yo.223.300.45'0.900. 

Le  nombre  500  a donc  pour  divifeurs  ...  I . . 2.  . 
3 ..4. .5. .6. .5). .10. .12. .15. .18..  20  . . 2 j* . « 
30  . . 3 <5  , . 45  . . 90  . . 60 , . 79  . . 5)0 . . 100 . . 1 90 . . 
u8o  . , 225” . . 300  . . 450  . .900. 

On  peut  trouver  par  la  même  méthode  tous  les  divi- 
feurs de  360 , & leur  grand  nombre  fera  fentir  la  raifon  du 
partage  purement  arbitraire  que  les  anciens  Géomètres 
ont  fait  de  la  circonférence  du  cercle  en  3 60  degrés  (97). 

3 13.  Cela  pofé,  Toit  a l’un  des  divifeurs  du  dernier  terme  , qui  étant 
ajouté  à x forme  le  fadeur  x -+-  a d’une  équation  quelconque.  Il 
«fl;  certain  que  (i  dans  cette  équation  on  fuppofe  fucceffivcment.*  = t, 
x = o , .v  = — t &c  , les  réfultats  que  donnera  le  premier  mem- 
bre par  ces  différentes  fuppofïtions , feront  fucceHivement  divifîbles 
par  1 -ha,  par  a , par  — 1 -ha.  &c  , provenus  des  mêmes  fuppo- 
fîtions  faites  dans  le  fadeur  x a. 

Or  1 a,  a , — 1 -t-  a font  en  progreflîen  arithmétique.  Donc 
aucun  des  divifeurs  du  dernier  terme  ( auquel  fcul  l’équation  fe  réduit 
parla  fiippofition  de  x=o)  ne  peut  être  le  nombre  cherché  a,  s’il 
n’çfl  moyen  proportioncl  entre  deux  autres  divifeurs  des  nombres  pro- 
venus , l’un  de  la  fiippofition  x=  1 , l’autre  de  la  fuppofition  x= — *» 
£t  comme  la  différence  de  cette  progreïïion  eft  i,  il  faut  que  le  dîvifcur 
qui  répond  à la  fuppofition  x=  o,  fUrpalfc  d’une  unité  le  divifeur  cor- 
jcfpondam  à la  fuppofition  — 1 , S<  foit  furpaffé  à fon  tour  d’une 
Wtc  paç  Iq  divifqur  qui  répond,  i fo  fuppofition  x = 1. 
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Si  on  fait  enfuite  , x = 1,  x = j , 8cc  , on  doit  trouver  parmi  les 
divifeurs  qui  en  proviendront , des  termes  qui  foient  en  progreflien 
arithmétique  avec  les  précédents.  Au  moyen  de  cette  condition , il  eft 
aifé  de  connoîtrc  les  -fadeurs  qui  divifent  exadement  l’équation.  On 
voit  bien  au  refte  que  chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme  doit  être 
pris  fucceflivement  en  4- 8c  en — . - . . . 

Pour  faire  quelque  application  de  cette  méthode , cherchons  les 
racines  commenfurables  de  l'équation  x1  4-  ;xJ  — 8x4-  10  = o. 
Je  fuppofe  d’abord  x = 1 ; le  premier  membre  fe  réduit  à 6 : fi  x — o , 
il  fe  réduit  à 10 : 8c  fi  x = — 1 , le  réfultat  eft  10.  Je  cherche  toits  les 
divifeurs  de  6 , de  10  , 8c  de  10.  Enfuite,  je  regarde  fi  parmi  ceux  de 
10,  il  en  eft  qui  étant  pris  en  4-  ou  en  — , furpafient  d’une  unité 
quelqu’un  de  ceux  du  nombre  10  , 8c  foient  furpaflés  à leur  tour  de  la 
même  quantité  par  quelqu'un  de  ceux  du  nombre  C.  Je  trouve  que 
4-1  &4-  5 ont  ces  conditions.  Car  j & 6,  divifeurs  du  nombre  6 fur- 
pafient  d’une  unité  1 & 5,  divifeurs  de  10;  & ceux-ci  furpafient  de  la. 
même  quantité  i & 4,  divifeurs  de  10.  Poux  plus  de  clarté  , on  peut 
difpofer  ainfi  les  fuppofitions , les  réfultats,  les  divifeurs  , 8c  les  pro- 
grcflîons. 


Supp. 

Ré  fui. 

Dîv. 

Prog. 

X=  I 

6 

S 

. x . } . 6 

3 

6 

x = 0 

10 

1 

. X . J . JO 

1 

. 5 

X =“I 

1 10 

I 

.1.4.5.  10  • i0l 

1 

4 

Ces  deux  progreflions  me  font  déjà  connoître  qu’il  (croit  inutile  de 
tenter  la  divifion  de  l’équation  propoféc  par  d’auti:  fadeur  que  X4- 1, 
ou  x -4-  y.  Elles  ne  m’apprennent  pas  cependant  fi  ces  deux  fadeurs 
réufiiront.  Je  ne  puis  m'en  afiurer  qu’en  cflayant  la  divifion  , ou  en 
faifant  une  nouvelle  fuppofition  , par  exemple  x=  x , laquelle  donne 
14  pour  réfultat;  d’où  je  conclus  que  la  première  progrefiion  x,  x » 
j exigeant  pour  être  continuée  , que  4 foit  un  des  divifeurs  de  14,  ce 
qui  n’eft  pas , x + i ne  peut  être  un  des  fadeurs  de  mon  équation. 
Mais  la  progrefiion  4,  y,  6 exigeant  7 pour  être  continuée  , 8c  14 
étant  divifible  par  7 , je  fuis  sûr  que  fi  l’équation  a un  fadeur  commen- 
furablc,  elle  n’en  a point  d’autre  que  x ■+■  5.  Je  la  divife  donc  par  x 
4-  5 , & la  divifion  me  réufiit.  Le  quotient  x1  — ix  -f-  x n’eft  plus 
que  du  fécond  degré  , 8c  fes  deux  fadeurs  imaginaires  x—  1 + v-t 
fe  Trouvent  tout  de  fuite  en  réfolvant  l’équation  x2 — îx  -f-  x = o. 

Soit  pris  pour  fécond  exemple , x4  — x’  — 1 6x*  4-  y jx  — 75  = 0. 
Je  fuppofe  x = 1 , x = o , x= — 1 8c  j’écris  comme  ci-defiits  tous 
les  divifeurs  des  réfultats  56, 7 î»  & 1 44»  provenus  de  ces  trois  fuppo* 
fixions. 


O îÿ 
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Riful. 


Div. 


Prog. 


X = 1 3 6 

I. z. 3.4.6. 9. 1Z. 18.35 

4 

6 

*=  0 7 J 

1.3.3.13.13.7; 

J 

-3 

f 

«=*I  144 

1.1.3.4.6.8.9.11.16.1 8.14.36.48.71.144 

Z 

-4 

4 

'4 

-5 

-6 


Je  cherche  enfuite  parmi  les  divifeurs  de  7 3 , ceux  qui  furpaiïent  d’une 
unité  quelqu’un  des  divifeurs  de  144,  & qui  font  furpafTés  de  la  même 
quantité  par  quelqu’un  de  ceux  de  36.  Les  nombres  3 & 3 pris  tant 
en -4- qu’en  — ont  cette  propriété,  ce  qui  forme  quatre  progreffions. 

Pour  connoître  maintenant  celles  qu’il  faut  exclure , ( car  le  dernier 
terme  n’étant  que  — 7 y , il  ne  peut  être  le  produit  de  ces  quatre  nom- 
bres), je  fuppofe  *=  1.  Le  réfultat  eft  z 1 , qui  n’eft  pas  divilible 
par  5 , comme  la  première  progreffion  l’exigeroit.  Donc  x -t-  3 n’eft 
pas  un  des  fadeurs  cherches. 

Pour  vérifier  les  trois  autres  progreffions,  je  fuppofe  x — — z,  ce 

aui  donne  pour  réfultat  zzf.  Or  zz;  n’eft  pas  divifible  par  7 , comme 
le  faudroit  pour  continuer  la  quatrième  progreffion  , — 4 , — y , 
& — 6 ; on  doit  donc  rejettera; — 3.  Mais  1x5  eft  divifible  par  3 & par 
3 , comme  la  fécondé  & la  troifieme  progreffion  l’exigent.  Les  feuls 
iadeurs  à eflayer  font  donc  x — 3 , & x-+-  J, 

J’efTaie  le  premier.  Il  réuffit,  & donne  pour  quotient  a;1 -t-  zari— 
!io.v4-  13  , que  j’efTayc  de  divifer  par  le  fécond.  La  divifion  réufïïc 
encore,  & le  quotient  x 1 — 3a:  4-  3 n’a  plus  de  fadeurs  commen- 
furables. 

On  voit  par  ces  exemples  avec  quelle  facilité  on  trouve  les  fac- 
teurs fimples  d’une  équation  numérique , lorfqu’elle  en  a.  La  méthode 
en  eft  aifée , & quoiqu’elle  ne  foit  pas  exempte  de  tâtonement,  elle  n’ea 
eft  pas  moins  précicufe  par  tous  ceux  qu’elle  fait  éviter. 

Si  l’équation  à réfoudre  paffoit  le  troifieme  degré  , elle  pourrait 
bien  n’être  décompofable  qu’en  fadeurs  du  fécond.  Voici  en  peu  de 
mots  la  maniéré  de  trouver  ces  fadeurs.  On  peut  la  voir  bien  détaillée 
dans  les  éléments  d’ Algèbre  de  M.  Clairaur. 

3x0.  Si  on  repréfente  par  xx  -4-  bx-t-c  le  divifeur  à deux  dimen- 
fions  d'une  quantité  donnée  , il  eft  clair  qu’en  faifant  fucceffivement 
x — z , x — -\,x  — o,  x = — 1 yx  =. — z , les  réfukats  provenus 
de  cette  fubftitution  dans  la  quantité  donnée  , feront  divifiblcs  fuc- 
ccffivemcnt  par  4 -4-  zi-f-c,  par  1 4-i+«,  par  c,  par  t — b-i-c , & 

Î>ar  4 — z A-+-  c réfultats  du  divifeur  x1  -t-  bx  -f-  c.  11  y aura  donc  parmi 
es  divifeurs  du  réfultat  de  x — z , un  nombre  qui  repréfentera 4 4-  ib 
■+-  c ; & fi  de  chacun  de  ces  divifeurs  pris  en  -H  & en  — , on  retran- 
che 4 , quelqu’un  de  leurs  reftes  reprefentera  z b-+~c. 

11  y aura  parmi  les  divifeurs  du  réfultat  de  x =1 , un  nombre  qui 
repréfentera  H-i  + c.  Donc  fi  on  ôte  l’unité  de  tous  ces  divifeurs 
pris  tant  en  -4-  qu’en  — , ce  fera  parmi  ces  reftes  que  fe  trouvera  b -t-  c. 

Parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  de  l’équation  auquel  elle  fc  ré-' 
duft  lorfquc  x=o,  on  trouvera  un  nombre  qui  repréfentera  c* 
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Parmi  ceux  du  réfultat  de  x = — 1 , on  trouvera  — b 4-  c en  retran- 
chant l’unité  de  chacun  de  ces  divifeurs.  Enfin  on  trouvera  4 — zb-\-c 
dans  la  fuite  des  divifeurs  du  réfultat  de  x— — i,&fi  on  ôte  4 de 
chacun  de  ces  divifeurs  pris  en  -4-  & en  — , quelqu’un  de  leurs  reftes 
reprefentera  — ib  -f-  c. 

Remarquez  maintenant  que  î£-3-e,£4-e,e,  — é 4-  c , — ib 
*4-  c forment  une  progreflion  arithmétique,  & que  par  conféquenr 
dans  les  fuites  des  nombres  qui  repréfenteront  2./>-t-c,é-t-c,c,  — 
b •+•  c , — zb  -f-  c , il  ne  faudra  prendre  que  des  proportioncls-arith- 
metiques.  Celui  qui  répondra  à la  fuppofition  de  x = o , repréfenrera 
c ; celui  qui  répondra  à x — 1 fera  b c ; donc  fi  l’on  ôte  celui 

?ui  repréfente  c de  celui  qui  repréfente  b -+-  c,  on  aura  la  valeur  de 
, & par-là  le  faéleur  xx-\-  bx  c fera  déterminé. 

Dans  l’application  de  cette  méthode , il  pourra  arriver  qu’il  y ait 
des  progrelïions  à rejetter.  On  faura  bientôt  à quoi  s’en  tenir,  par 
une  nouvelle  fuppofition  * — 3 ou  — 3 : car  fi  de  tous  les  divifeurs 
polïrifs  & négatifs  du  nouveau  réfultat  on  ôte  9 , il  doit  y avoir 
parmi  leurs  reftes  des  nombres  propres  à continuer  les  progrdîions 

S[u’il  faut  admettre.  Toutes  celles  qui  ne  pourront  être  continuées , 
ont  dans  le  cas  d’être  exclues. 

Remarquez  feulement  que  la  quantité  à retrancher  chaque  fois  des 
divifeurs  eft  le  quarré  de  la  valeur  correfpondante  de  x.  D'apres  cela, 
il  eft  aifé  de  faifir  l’efprit  de  la  méthode  , 6c  d’en  faire  des  applica- 
tions. Deux  fuffiront. 

On  demande  fi  l’équation  x * — jar*  — 1 ïx  -4-  y = o , a des  faéleurs 
commenfurables  du  fécond  degré? 

J’écris  les  fuppofitions  dans  une  première  colonne , les  réfultats 
dans  la  fuivante;  la  troificme  eft  pour  les  divifeurs;  la  quatrième 
pour  les  quarrés  à fouftraire  ; les  deux  autres  font  pour  les  reftes 
& les  progrelfions. 


Sup.  Ref.  Div.  Q Refl.  Pre». 
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Celle  des  reftes  fc  forme , comme  nous  l’avons  dit,  en  retranchant 
de  tous  les  divifeurs  correfpondants  pris  en  -+-  & en  — , le  quarré  de  la 
valeur  corrclpondante  de  x.  La  première  ligne  , par  exemple,  fe  for- 
me en  di  fiant , — 1 s — 4 = — 19....  — j — 4 = — 9 ...  — 3 — 
4 — — 7...  — i—4  = — j.  Voilà  tous  les  reftes  des  divifeurs  de 
if  pris  en  —J.  Pour  les  trouver  quand  011  prend  ces  divifeurs  en  -H, 
il  n'y  a qu’à  dire,  -4-  1 — 4 = — 3 ....  -f-  3 — 4 = — 1 . . . -f-  y 
— 4 = 4-  i , . . 4-  j 5 — 4 = 4-  ïx.  Les  lignes  fuivantes fe  forment 
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de  même.  Il  n’y  a que  la  quantité  à retrancher  , qui  varie  dans  cha* 
cune. 

Comparons  maintenant  les  relies  de  la  troilîeme  ligne  qui  répond 
à*  = o,  avec  ceux  des  lignes  Supérieures  & inférieures,  afin  de  trou- 
ver des  progrelfions.  Je  vois  d’abord  que  — 5 eft  moyen  prpportionel 
encre  — 4 & — 3 qui  font  au-delTus,  & — 6 8c  — 7 qui  font  dans  les 
deux  dernières  lignes.  J’écris  cette  première  progreffion  , & je  compare 
fuccclfivement — 5 à tous  les  autres  nombres  Supérieurs  & inférieurs  , 
pour  Savoir  s'il  n’y  a pas  d’autre  progrelfion.  Je  n’en  trouve  point. 

Je  pafle  donc  à — 1 qui  n’en  donne  qu’une  aufli  dont  la  différence 
efl  1.  Enfuite  à -f-  t qui  en  donne  une  autre  dont  la  différence  eft  3. 
Enfin  à -4-  5 qui  en  donne  une  quatrième.  Mais  il  eft  bien  évident  que 
ces  quatre  progreffions  ne  peuvent  être  admifes  toutes  à la  fois , puifi 
que  le  dernier  terme  de  l’équation  n’eft  que  5(318). 

Pour  en  exclure  quelqu’une,  je  fuppofe  y =s  3 , & j’ai  pour  rêfultat 
» 3 , dont  les  divifeurs  Sont  t & 13 . Souftrayant  enfuite  de  ces  divifeurs 
pris  en  -(-&  en  — le  quarté  de  3 , je  trouve  ces  quatre  reftes , — 3a , 
— 10,  — 8 , -f-  14,  parmi  lefquels  manquent  — 1 & -f-  a qui  Seroienc 
néccffaires  pour  continuer  les  deux  premières  progreffions.  Il  faut 
donc  les  rejeter. 

A l’égard  des  deux  dernieres  , on  voit  qu’elles  peuvent  être  conti- 
nuées par — 8 & par  14.  Ainfi  je  prends  dans  l’avant-derniere  le 
terme  -H  1 qui  répond  àx=o,  pour  représenter  c;  & le  terme  — 1 
qui  répond  àr=i,  pour  représenter  i-t-c.  J’en  conclus  que  b 
= — 3 , & que  parconféquent  le  premier  faéleur  à eflayer  eft  y1  — • 
3*  -f-  1.  Je  reffiaic  , & la  divifion  qui  réuffit  me  donne  pour  quo- 
tient r1  -f-  3 x -f-  j.  Les  deux  facteurs  de  l’équation  propofée  Sont 
donc  x 1 — 3-r  -+-  1 , 8c  y1  -f-  3.Y  -3-  5,  qu’il  eft  aifé  de  réloudre  fi  l’on 
veut  par  les  méthodes  du  fécond  degré. 

Soit  pris  pour  Second  exemple  , x'1  — iy4  -4-  y5  — f*1  — 8y  — * 
1=0.  Ayant  fait  à l’ordinaire  x — 1 , x = 1 , y = o,  x = — 1 , 
X=  — i , je  cherche  tous  les  divifeurs  des  réfultats  30,  15  , x,  3 ,& 
/78j  le  refte  s’entend  affez  par  le  détail  Suivant. 
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Des  trois  progreffions  que  m'offre  cet  exemple,  je  vois  qu’il  faut  re- 
jeter les  deux  dernières  , en  fuppofant  a:  = 3 : car  le  réfultat  57  n’ayanc 
pour  divifeur  que  1 & 37  , il  eft  clair  qu’en  ôtant  9 de  ces  deux  di- 
vifeurs  pris  pohtivement  & négativement , les  reftes  — 4 6 , — 10,— 
8 , a 8 ne  permettront  de  continuer  que  la  première  progreffion  par 
— 8. 

J’ai  donc  — t pour  repréfenter  c , & — 4 pour  repréfenter  b -+-  c i 
d’od  je  tire  b ■= — i.  Ainfi,  s'il  y a un  faéteur  commenfurable  à deux 
dimenfions  dans  l’équation  propoféc , ce  doit  être  x*  — ix  — x * 
je  tente  donc  la  divilïon  , & je  trouve  pour  quotient  cxaél  xi  3* 

•+■  1 • 

Ces  principes  fuffifent  pour  trouver  les  divifeurs  commenfurablcs  du- 

Iiremier  & du  fécond  degré , dans  les  équations  qui  ne  partent  pas 
e cinquième.  Celles  qui  font  plus  élevées  ne  font  quelquefois  divi- 
fibles  que  par  des  faéteurs  du  troificmc , quatrième,  &c.  Mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à expliquer  la  manière  de  les  trouver,  tant  à caufe 
de  la  longueur  des  calculs  , qu’à  caufe  du  peu  d’utilité  qui  en  ré  fuite. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à expliquer  comment  on  dé- 
compofe  une  équation  purement  algébrique  en  fes  faétcurs  de  deux 
ou  de  plufieurs  lettres  , du  premier  ou  du  fécond  degré.  Quoique  fort 
ingénieufes , toutes  ces  méthodes  fe  reflentent  pourtant  un  peu  du  tâto- 
nement. 


Maniéré  de  transformer  les  Equations , £r  d'en  faire 
évanouir  le  fécond  terme. 

511.  Il  eft:  fouvent  utile  de  faire  fubir  aux  équations  certains  chan- 
gements , de  fuppofer , par  exemple , l’inconnue  égale  à une  autre  in- 
connue -f;  une  quantité  indéterminée.  Cette  fuppolition  facilite  en 
certains  cas  la  réfolution  des  équations. 

Lorfque par  exemple , elles  font  affectées  de  coefficients  fraétio» 

b , c f 

naircs  , comme  celle-ci  . . . . x*  -i a"  + — x H — o » 

a d g 

& que  l'on  veut  ôter  toutes  ces  fraétions , il  11’y  a qu’à  fuppofer  x — 

— ( y étant  une  nouvelle  inconnue , & m une  quantité  que  l’on  de- 
nt 

termine  toujours  facilement)  : en  fubftituant  cette  valeur  à x , l'équation 

j L Z Ç 

propoféc  deviendra  . . . — 1 -f-  — - H o , ou  y>  + 

r r m'  am  dm  e 


îmy 


+ 


cm‘ 


fm>  _ 


= o.  Or  cette  derniere  équation  n’aura  plus 

a ~ , d S v 

de  coefficients  fraélionaircs , fi  m eft  divifible  tout  à la  fois  par  a% 

par  d , & par  g ; & il  le  fera,  fi  on  prend  pour  m leur  produit  adg% 
ou  même  un  plus  petit  nombre  que  ce  produit , quand  les  nombres 
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4L,  d,g , ne  lont  pas  premiers  entre  eux.  Subftiruant  donc  adgza. 

JL  ...  2 

lieu  de  rw  dans  y*  H — 4-  &c  , on  aura  l’équation  y*  -+-  bdgy *■ 

CL 

?+■  aZcdgly  -f-  aî = 0,  où  il  n’y  a plus  de  fraéfions. 

Les  racines  de  cette  équation  une  fois  trouvées  , celles  de  xi  H 

a 

x1  4-  &c.  fe  préfenteront  d’elles-mêmes,  en  divifant  les  premières  par 
m que  nous  venons  de  déterminer.  Toute  la  difficulté  confiftc  donc  à 
trouver  ces  premières  racines.  Pour  en  faciliter  la  recherche,  on  a ima- 
giné de  faire  évanouir  le  fécond  terme  des  équations  à réfoudre  ; Sc 
voici  comment  on  fait  cette  transformation. 

J r i.  Soit  l’équation  générale  , xm  4-  axm'1  -4*  bxml  -f - &c  . . . . 
4-  ai  — o.  Je  fuppofe  x — y -+ -f  ( y étant  une  autre  inconnue,  Scf 
une  indéterminée  à laquelle  on  donnera  telle  valeur  qu’il  conviendra, 
pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  ).  J'ai  donc  la  transformée  , 


m.  _ . - m . m - T \ 

y*  4-  mym'1  y""î/1  + &c....H-*' 


■4-  *ym't  + m — i . ay1*'1  f -b  8cc 
4-  irym-i  + &c 
&c 


! «. 


Maintenant , pour  que  le  fécond  terme  de  cette  équation  s’éva-* 
HouifTe,  il  faut  que  mym'x  f 4-  aym~l  = o.  Il  faut  donc  qu’après 

avoir  divifé  par  mym-',  & tranfpofé  , on  ait  f = 4^  — . Ce  qui 

m 

nous  fait  voir  d’une  maniéré  générale  , cjue  pour  faire  évanouir  le 
fécond  terme  d'une  équation,  il  n'y  a qu'a  fuppofer  l'inconnue  égale 
a une  autre  inconnue  moins  ou  plus  le  coefficient  du  fécond  terme 
de  cette  équation  , divifé  par  le  nombre  qui  en  exprime  le  degré.  On 
met  moins , lorfque  le  fécond  terme  eft  pofitif  ; & plus , quand  il  eft 
négatif. 

Toute  équation  du  fécond  degré  femblable  à celle-ci  x1  4-  ax=  bt 
fe  réfout  promptement  par  cette  transformation , en  faifant  x —y  — « 

~ & en  fubftituant.  Nous  ne  nous  y arrêterons  pas.  Soit  donc  x*  — 

éx14-4*— 7 = o,  que  l’on  voudroit  changer  en  une  équation  équi- 
valente , dans  laquelle  il  n’y  eût  plus  de  fécond  terme. 

Pour  cela,  je  fuppofe  *=y4-f=y-f-  x ; & fubftituant , il  vient 
yi*  — 8 y — i j = o , qui  n’a  pas  de  fécond  terme  , c’eft-à-dire,  de 
y1  dans  cet  exemple. 

Pour  transformer  4-  zx1  —4  = 0,  je  fais  x = y — 1=  y 
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— j , & j’ai  y*  * — | y 1 4-  y — = o , dont  le  fécond  terme  eft  éva- 
noui. On  transformeroit  £s  -t-  af  — bf-  4-  c j -f-  d = o,  en  fuppo- 

fant  £ — x — — ; & ainfi  des  autres. 

I 

La  même  méthode  ferviroit  à faire  évanouir  le  troifieme  terme 
d'une  équation  ; car  en  remontant  à la  transformée  générale  ym 

4- mym-1  y -j-  Sic , il  n’y  auroit  qu’à  fuppofer  m—nd. — - ym~2  f1 4-i 


( m — 1 ) ay1"'2  f 4-  êym‘c  = o.  On  trouveroit  f = 4-  — -f- 

m 


-) 


. Mais  comme  la  fubftitution  de  cette  valeur 

m‘  m . m - T/ 
de /introduiroit  des  radicaux  dans  la  transformée,  on  aime  mieux 
ne  faire  évanouir  que  le  fécond  terme.  Le  calcul  deviendroit  en- 
core plus  compliqué  , fi  on  vouloit  faire  évanouir  le  quatrième  ou  le 
cinquième,  &c. 


Du  Calcul  des  Quantités  radicales. 


$1$.  A commencer  aux  équations  du  fécond  degré,  les  quantités 
radicales  font  inévitables  dans  la  réfolution  de  prcfque  toutes  les  équa- 
tions. Il  eft  donc  à propos  d’apprendre  à calculer  ces  quantités,  avant 
que  d’aller  plus  avant  dans  cette  théorie. 

Quoique  l’on  appelle  en  général  quantités  radicales , toutes  les  quan- 
tités affedées  du  ligne  radical,  il  y en  a pourtant  beaucoup  qui  ne  font 
radicales  qu'en  apparence  ; ce  font  des  quantités  commenfurables , qui 
peuvent  par-là  meme  fubir  les  extradions  de  racine  indiquées  par  l’ex- 
pofant  du  radical.  Or  toutes  les  fois  que  cette  opération  eft  pofiiblc,  il 
ne  faut  pas  manquer  de  la  faire.  C'eft  ainfi  que  les  quantités  fuivantes 

V ii  p . . . Vf  b'  .. . V x‘y»  . . . V ( i 4-  4?  4-  -+-4?’  4-  <t*  ), 

fe  réduifent  à celles-ci,  f'  1 57  ). 

*4-  if..  .4-  ab'3-, . . . .1  + Ç>,  ou  — 1 — <p. 

Lerefte  des  quantités  radicales  fe  partage  en  deux  clafles  , dont  l’une 
Comprend  toutcsles  quantités  incommenfurables  ; l’autre  renferme  toutes 
les  quantités  imaginaires. 

Les  incommenfurables  que  l’on  appelle  aulfi  quantités  irrationelles  , 
ne  peuvent  jamais  être  débarralTécs  du  radical  qui  les  affecte,  parce 
qu’il  n’eft  pas  polfible  d’avoir  leur  valeur  d’une  maniéré  exade.  Tout 
ce  que  l’on  peut  faire  de  mieux  , c’eft  d’approcher  de  cette  valeur,  par 
les  méthodes  les  plus  promptes , ou  du  moins  de  Amplifier  ces  quan- 
tités , lorfqu’il  y a lieu. 

.Par  exemple , Jes  quantités  fuivantes  peuvent  être  fimpiifiées , en 
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appliquant  les.  réglés  d’extraftion  aux  parties  qui  en  font  fufceptiblcS  J 
& on  peut  écrire  ccs  quantités , comme  on  les  voit  ici. 


3 5 5 5 

V8=i vi...  /4j 1=1/54=3/''' 1 6=4*/» 

5 * ,XcV<- 

^'m2; î=m/n  . . . v/ipia'=Çuv'aii  . • y 

s 


4 4 

. . V405=3v  y. 

: — cd». 
g 


V(3<r — 6«si  ji2)  = (a  — b J ✓ 3. 

Outre  ces  premières  réduélions  praticables  feulement  en  certains  cas, 
les  incommcnfurables  peuvent  fubir  toutes  les  opérations  de  l’Arithmé' 
tique.  Il  faut  donc  favoir  comment  on  les  affujettit  à ces  opérations. 

3 14.  L’addition  des  radicaux  fc  fait  en  les  écrivant  de  fuite  , avec 
les  lignes  qui  leur  font  propres  ; & s’il  fc  trouve  des  radicaux  femblables, 
c’cll-à-dirc,  qui  aient  le  même  expofant , & qui  affe&ent  la  même 
quantité , on  les  réduit  fuivant  la  méthode  ordinaire  ( 1 1 3 ). 

5 5 

Soit  propofé,  par  exemple,  d’ajouter. . .5/  a,  V b a,  — 3 /é... 

î 44 

On  écrira  3 y' a — iy  b.  Soit  propofé  enfuite  d’ajouter , Vx'y, — ayx'y 

4 4 

rf-»v/ac*y...On  écrira(  1 — a-\-b)  Vxly. 

a m r m c 

En  général  la  fomme  de  — ÿ"  — H —7  peut  fc  réduire  à 

b a g a 


\S  —m  La  fouflradion  des  radicaux  conftftc  à changer  feu- 

d * 


hg 

lement  le  ligne  du  coefficient  du  radical  que  l’on  veut  fouflraire  ; & 
fi  par  hazard  les  deux  radicaux  font  femblables , on  les  réduit  comme 
ci-delfiis. 

Exemple.  3 ^7— V7  = t / 7 . . . V7  S — 4V3  = 1 v/3—  Wi  = 
V 3 . . . V x 7 ai  b — pr)  ai  bi  = 3 ai/  3 a b — a b1  ÿ^ab  = (34— 
V}ab. 

31  y.  La  multiplication  des  quantités  radicales  fc  fait  à peu-près 
comme  celle  des  autres  quantités.  II  y a feulement  deux  règles  par- 
ticulières à obferver  ; l’une  dans  le  cas  où  le  multiplicande  & le  mul- 
tiplicateur font  fournis  à des  radicaux  de  même  degré  ; l’autre  , dans 
le  cas , où  leurs  radicaux  font  différents. 

Dans  le  premier  cas , on  multiplie  à l’ordinaire  les  quantités  fou- 
mifes  à ces  lignes  , & on  écrit  leur  produit  fous  le  radical  commun  ; 
faufàréduire  enfuite,  s’il  y a lieu. 


Exemples féx.y'i 

« C C # 

Va  b ....  Vîx'y'  xViouxi 


: V'48  s=  41/3  ....  Va'X.y'b  =3 
t 1 f 

:V  (looux'y*)  ....  VpX.y'  — % 


^V—pq. 

Dans  le  fécond  cas  , on  fe  contente  fouvent  d’indiquer  la  multiplia 
«aûon  ; ou , II  on  veut  l’ effectuer,  de  maniéré  que  le  produit  foit  aifu.- 
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|ctti  a un  fcul  radical , on  commence  par  réduire  les  deux  radicaux  des 
fadeurs  au  meme  expofanr  : après  quoi  on  multiplie  comme  dans  le 
premier  cas. 

Or  pour  opérer  cette  rédudion , il  faut  multiplier  l’un  par  l'autre 
les  deux  expofants  des  lignes  radicaux,  & multiplier  de  même  les 
expofants  des  quantités  fourni fes  à un  radical  * par  l’expofanc  de  l'autre 
radical.  Cette  double  operation  fait  rentrer  le  fécond  cas  dans  le 
premier. 

_ î ^ d 4 n m 

' Exemples.  ...  Va.  V b = Va' ./  tl  = y a’>&1 ...  VI.  ÿc  = 

*w  . F l FO 

V C . . . V b' . V C‘  — V b’?  c 'F. 

Ladivifion  des  radicaux  peut  quelquefois  s’effeduer  , quand 
1 S °”Cj'C  m^rne  exP°fant  : niais  Iorfque  la  divifion  cil  impraticable  , 
on  1 indique  feulement , de  la  même  manière  que  pour  les  quantités 
xationelles. 


Exemples. 


V 6 
zV  6 


1 1 i ./ 1 1 « j « y ax 


m p m p 

Mais  pour  divifer  y'  a par  V x , on  écrira  Va:  y x ; ou  fi  l’on  veut 

mp  rr:p 

réduire  ces  deux  radicaux  au  même  expofant , on  aura  j Vu"  ’•  V *m  ==î 

mp 

yr*-. 

xn 

En  génial  t V'  2-  ■■  - V'  2-  = "V  V CC 

& b t d X bc  fym* 


317.  On  éleve  les  quantités  radicales  à leurs  différentes  puilTances, 
ïoit  entières,  foit  fradionaires  , en  multipliant  leurs  cipofants  par  celui 
de  la  puiffance  à laquelle  on  veut  les  élever  : après  quoi  , s'il  y a quel- 
que rëdudion  à faire , on  la  fait. 

Si  on  avoir , par  exemple  , i/ià  élever  au  cube  , on  écriroic  d’a- 
bord V z" , ou  v 8 ;puis  z V i.  Pareillement  pour  élever  au  cube  \/a„, 
on  écriroit  V aï  ■;  & pour  élever  Va"  b x au  quarré,  on  ôteroir  fim- 
plement  le  radical.  Ainli  ( V x-f-  V yY  = x -H  z V xy  -V  y . • • • 
Sc  (x  -+-  V y )s  ~ x1  -+-  tx*  V y -t-  3 xy  -\-y  V y. 

3x8.  En  général,  quand  l’expofant  du  radical  eft  le  même  que  celui 

m 

de  la  puiffance  propoféc  , il  n’y  a qu’à  ôter  le  radical.  Ainli  (r  a)m  —a. 
C’eft  une  fuite  évidente  du  calcul  des  puilTances  par  leurs  expofants 
(t  y 7)  ; & toutes  les  fois  que  l’on  éprouvera  quelque  difficulté  dans  le 
calcul  des  radicaux , rien  ne  fera  plus  facile  que  de  la  réfoudre , eu 
transformant  les  quantités  radicales  en  puilTances  fradionaires  ( 1 6 1 ). 

Les  quantités  imaginaires  fe  calculent  de  la  même  façon.  Oa 


4 
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les  ajoute  , on  les  Coudrait  & on  les  réduit , comme  toutes  les  autre* 
quantités  radicales  : niais  il  y a dans  leur  multiplication  un  cas  allez 
embarraffant,  dont  il  ed  bon  d’être  prévenu. 

Soit  donc  propofé  de  multiplier  / — a par  »/ — a.  Il  femble  d’abord 

3 uc  le  produit  doit  être  v -Ha1  = a : mais  en  remontant  à l’origine 
u ligne  radical  3 on  ne  tarde  pas  à fe  convaincre  que  le  produit  de 
y — a par  — a doit  être  — a.  Que  déligne-t-on  en  effet  par  l’cxpref- 
fion  générale  ml  N’ed-ce  pas  la  quantité  , qui  multipliée  par  elle» 
même,  donne  ml  Soit  donc  m = — a;  on  aura  V — a.  V — a^=x 
\ m . \ m—-m——a. 

Il  ed  vrai  qui  li  on  multiplioit  fous  le  ligne  radical , — a par  — a, 
on  trouveroit  V -H a1:  mais  li  on  obferve  que  v -Ha1  peut  être  éga- 
lement -t - a & — a,  & que  l’ambiguité  de  ligne  ( qui  a lieu  en  général 
toutes  les  fois  qu'on  ignore  fia1  provient  de  -Ha  . -Ha  , ou  de  — a . 

■ — a)  ne  fauroit  exilter  ici,  puifque  l’on  fait  que  a-  ed  provenu 
de  — a. — a,  il  ed  impolïïble  qu’on  ne  foit  pas  convaincu,  que  dans 
ce  cas  t'a1  ed  — a , S : non  -H  a. 

D'après  cette  obfervation , il  n’ed  pas  difficile  de  voir  que  les 
puiflances  fucceffives  de  V — a font ....  -j 

v' — a,  — a,  — av' — a,  a1,  a1  V — a,  — a!,  &c.  & que  les  mêmes 
puiflances  de  — V — a font  pareillement. ..  — V — a,  — a,  a y'  — a, 
a1,  — a1  V — a,a!&c. .. 

330.  Cela  nofé  , la  multiplication  des  polynômes  qui  ont  des  ter- 
mes affedés  d’imaginaires,  ne  doit  plus  être  fujette  à aucune  diffi- 
culté , pourvu  qu’on  fafle  attention  aux  lignes  qui  précèdent  ce* 
termes.  Ainli  le  quarré  de  i-hV  — 1 ed  1 + iv'  — 1 — 1 > ou 
a V — 1 ...  .Lecube  dé — i-Hv' — 3 ed — 1-H5V  — 3 -H  9 — 3'  — 3 , 
ou  8 ....  Le  produit  de  x -f-  a -H  ✓ — b par  xq-a — V — ^ 1 cflt 
X*  -H  1 a x -H  a1  -Hé. 

331.  Ces  deux  derniers  exemples  font  voir  qu’une  quantité  réelle 
elf  quelquefois  le  produit  de  plulieurs  facteurs  imaginaires , & que 
par  conféquent  une  équation  peut  avoir  un  certain  nombre  de  racines 
imaginaires , quoique  tous  fes  coefficients  foient  réels. 

Soit  x -h  a -H  V — b l’un  des  fadeurs  imaginaires  d’une  équation 
dont  le  premier  membre  ed  A.  On  peut  faire  voir  que  cette  même 
équation  doit  avoir  aufii  pour  fadeur  x -H  a — 1/  — b ; car  il  n’y 
a qu’une  quantité  de  la  forme  B (*  + a — V — b)  qui  multipliée 
par  x -h  a -+-%/  — b , puifle  donner  un  produit  réel  B ( aH-H  iax 
-f -a^-t-b)  comme  l’elt  le  premier  membre  A.  L’exidencc  du  fac- 
teur imaginaire  x-Ha-H»/  — b dans  une  équation  entraîne  donc  celle 
d’un  autre  fadeur  pareil  x-Ha — »/  — b , qui  ne  différé  du  premier 

3ue  par  le  ligne  de  V — b.  Leur  produit  ed  équivalent  au  fadeur 
u fécond  degré  x'  + tax-Ha’  + i entièrement  réel,  & dont  le 
dernier  terme  a1  -H  b ed  toujours  polîtif.  On  tire  de-là  diverfes  con- 
féquenccs  utiles  dans  la  théorie  des  équations. 

1°,  Les  racines  imaginaires  qui  fe  trouvent  dans  une  équation  M 
y font  toujours  en  nombre  pair. 
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4*,  Les  racines  imaginaires  que  l’on  rencontre  dans  la  folütion  d’uné 
équation , ont  deux  à deux  la  même  quantité  fous  le  figne  radical , 
& ne  different  que  par  les  fîgncs  -f-  ÔC  — . 

3°,  Toute  équation  d’un  degré  impair  , a au  moins  une  racine  réelle. 

4°  , Toute  équ 
tif , a au  moins  f 


quation  d'un  degré  pair  dont  le  dernier  terme  eft  néga- 
deux  racines  réelles  , puifque  le  produit  réel  des  radi- 
eaux  imaginaires  qùi  font  alors  partie  des  deux  polynômes  multipliés 
l’un  par  l’autre,  ne  peut  être  qu’une  quantité  pofitive  (315  ). 


Méthode  pour  extraire  les  Racines  des  quantités  en  partie 
rütionelles  en  partie  incommenfurablesk 


331.  Les  équations  qui  fe  réfolvent  par  les  méthodes  du  fécond 
degré  offrent  ibuvent  à extraire  des  racines  de  quantités  en  partie  ra- 
tionclles  & en  partie  radicales.  Ces  équations  font  généralement  re- 
présentées par  xun  -+-  pxm  = q,  & leur  folütion  générale  donne  x =s 

M 

iVT - tP  -f-  V (tP1  +,i)  ]•  Il  importe  donc  à la  féfolution  com- 

m 

plette  de  ces  équations , que  V [-f?  -4-  V ( ^p1  -f-g  j ] foit  réduite  t 
lOrfque  cela  eft  pofliblcj  à une  exprefîlon  plus  fimple  , dans  laquelle 
51  n’entre  qu’une  quantité  rationcïle,  avec  un  radical  du  fécond  degré. 
C’eft  pourquoi  nous  allons  donner  la  méthode  de  faire  cette  réduélion. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  1 , c'elt-à-dirc  , cherchons  la  racine 
quarrée  des  quantités  en  partie  rationelles  , en  partie  radicales.  Nous 
représenterons  généralement  Ces  quantités  par  p -\-V  q , & leur  ra- 
cine pat  / x-t-  v y.  S’il  n’y  a qu’un  feul  radical  dans  la  racine  que  l’on 
cherche,  l’une  de  cés  deux  quantités  V x,  Vy  fera  commenfiirable. 

On  aura  donc  Vx-\-  V y—  V ( p-t-  Vq  ) , d’où  l’on  tirera  x-f-y-W 
î.  V xy^p  -hVq.  Egalant  enfuite  la  partie  comnienfurablc  du  premier 
membre  à celle  du  fécond  , on  aura  x -+-  y — p.  Leurs  parties  incom-* 


menfurables  donneront  xyre  — ; d’où  y = — =:/>  - x , & par  confé- 
a 4 4* 

quent  x^-p  x = - —5  d’où  encore  xti'^p-\-  V ( îp*  — {q  ),  8c  y =\p 

. n 4 — 

ri-  /Op1- )'  i^01?0 ♦''*■+•  v'y, ou  V (p-t-v'i)  ==  • • * • • 
4 


ŸUp+\y(p'-qn+v  [\p-\v  (p*-q)  j. 

Or  quoique  cette  derniere  quantité  paroifTe  aufli  compliquée  que 
W(  p-+-Vq)  ] , cependant  lorfque  celle-ci  fera  fufceptiblc  d'une 
racine  exaéte  , l’autre  pourra  le  réduire  à une  exprclTion  plus 
fimple.  Il  eft  aifé  de  voir  en  effet  , que  fi  Vx-f-  Vy  eft  la  racine 
«juarrée  de  p -+-  V q,  celle  de  p — y/  q doit  être  / x — Vy , 8C  que  par 
conféquent  ( V x ■+■  ÿy  ) (V x — V y)  ou  x — y r=  V Cp*~q) , quan- 
tité commcnfurablc  toutes  les  fois  que  p y q a ui>e  racine  quatrée 
exaétc. 

P 
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Applications.  1°.  On  demande  fi  4 -+-1  V 3 a une  racine  quafrée 
exaéte  ? Pour  le  favoir,  je  fais  4 =p. . a V 3 ou  V 1 1 = q.  J’ai  donc 

q=zit...  V [ïp+$  \T  (p1  -q  )]  = V 3 ,&  • • • • • i 

V[fp-f  V (p'-q)  J = 1 > d’ou  je  tire  V4-+-1  \/î  = i ■+■  V } ou-i. 
-1/3.  C’cft  la  racine  demandée. 

11°.  On  demande  encore  la  racine  de  8 ■+■  1 V 1 j ? . . . . Ici  on  a 
p-=t , q = 60.  Donc  V [ {/>  -+-  i V ( pl  - q J]  = V S , & . . . • 
VU/»— yV  (p'-q  )]  = V 3-  Donc  v'  + iO=V  j-Hk'j 
ou  — V 3 — / f. 

Il  fuit  de  là  que  V (4-1  V $)=  1 - V3  ou  V 3-i,&que  V(Z-iV  13J 
= V/  3 -v'  U OU»/  J-»/  3.  En  général,  / (p-ÿq)=V  ({p-hi*  (p1-q)\ 

— vu/»— if'tp1— î^]»ou  [tp— ïvr/»1—?;]— 

— yj]. 

3 3 j.  La  même  formule  peut  fervir  à extraire  la  racine  quarrée  d’une 
quantité  en  partie  rationelle  & en  partie  imaginaire.  Soit,  par  exemple, 
- 1 -4-i  V~  1 qui  étant  comparée  avec p-t-  V q,  donne/»  = - 1 , q=  - 8, 

v [î/>-K  , & v[j_/»-j ✓ f,pi-?)]_= 

y ( -\-\)  , d’od  y/  f-  I -+-»  \é- 1 ) = 1 -f-  V — 1 ou  bien  -1-  V-i. 

334.  On  trouve  quelquefois  des  quantités  imaginaires  monomes  qui 
Ont  des  racines  binômes.  Telle  eft  la  quantité  1 dont  la  racine  eft 
I v - 1.  Pour  extraire  ces  fortes  de  racines,  on  s’y  prendra  de  la  me- 
me maniéré  que  dans  les  exemples  précédents.  Si  on  vouloir  donc 
avoir  celle  de  m V - 1 , ( m étant  une  quantité  réelle  quelconque ) , 
on  fuppoferoit  V mV-l  =x-t -y  / - 1 , ce  qui  donneroit  m V - 1 = xt 
■+■  1 xy  V ’ - 1 ; d’où  x*  -y*  =0,  ce  qui  donne  x =y  , 9t  t xy  = mt 
d où  l’on  tir*  *=  Vÿm.  Donc  , en  général,  V m V-  1=  . . . 

y { m ( n-  V - 1 ), 

333.  Cherchons  à préfent  la  racine  cubique  de  p -J-  Ÿq , & repréfen- 

tons-la  par  ( x ■+■  V y ) V ç.  Nous  prenons  x-+-  V y , au  lieu  de  V x 
V y , parce  que  le  cube  de  ces  deux  dernières  quantités  ne  contiens 

droit  aucun  terme  commcnfurable.  Nous  prenons  auffi  (x  V y)  ç, 
parce  que  dans  le  cube  de  cette  expreflion  il  entre  aufli  bien  une  quan- 
tité commenfurable , que  dans  celui  de  x -f-  V y , & parce  que  cette 
indéterminée  £ nous  fera  utile. 

Nous  aurons  donc  fx-f-  Vy)  ^ ç=  vr  Çp  -f-  V q),  & par  confé- 
3 1 

quent  (x  — V y)  V V (p — V q).  Multiplions  l’une  par  l’autre 

3 3 

ces  deux  équations  , il  viendra  (x*—y)  V{I  = V (p1 — q) d’où 

#* — y — * . Donc  fi  x* — y eft  commenfurable,  c’eft- 

à-dire,  fi  on  peut  avoir  la  racine  cubique  exacte  de  la  quantité  propoféq 
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£-4.  y ^ , l’cTpreflion  — — -—  doit  être  aülïi  commenfurable. 

Mais  il  faut  pour  cela,  que  ( p‘ — q)  ? foit  un  cube  parfait  ; il  faut  donc 
que  jst,  toutes  les  fois  que  p1 — q fera  Un  cube  parfait;  ou  S’il  ne  l'eft 
pas , il  faut  que  l'on  prenne  pour  ç un  nombre  propre  à le  rendre  tel , 


V (p'-jH  _ 


nous  aurons 
i,  J. 


'—y — ai 


Soit  pour  abréger , 

& puifque  d’un  côté  l’équation  (x  -+-  V y)  V r=  V ( p -b  Vq  ) étant 
elevée  à fon  cube  , doime  x* ç -+-  $xy^  -+-  ]x*i  Vy-f-yr  V y —p  *+■ 
y/  q , 8c  que  d’un  autre  côté  , l’équation  x1  — y = a donne  y =** 
— a,  on  trouvera  i°  , que  x { H-  $xy  { =p  , d’où  x>  ■+> 


= — ; i»,  qu’en  fubftituant  ici  la  valeur  dey , on  a 4**  — 3 a K 

r 

=c  — ; d’où  4X*  — 3 ax  — — = O. 

ï . ? 

1 II  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  trouver  les  divifeurs  commenfu- 
rables  de  cette  derniere  équation.  Elle  doit  en  avoir  fi  p -f-  V q a une 
racine  cubique  exaéte.  On  connoîtra  donc  x,  ce  qui  déterminera  aulfi- 
tôt  la  valeur  de  y ; & comme  ç eft  déjà  connue  , la  racine  que  l’ott 
cherche  fc  trouvera  toute  connue. 

Applications.  1°.  Quelle  eft  la  racine  cube  de  10  + tf  / 3 J . . . 
On  a p=s  10 , q = 108.  Donc  px  -q  — - 8 , cube  parfait;  donc  i» 


a sa  - 1,  & l’équation 4*’ - 3 ax-  — = 0,  devient  4**  -4-6* — 10  = 0.  Or 

x-i  eft  un  divifeur  commenfurable  de  cette  derniere  équation  ; on  a 

doncx  = 1 , d’ôùy  = xï-  a=3,8tV(’io-f-6V3,)=i-f-V3.  ‘ 

11°.  Quelle  eft  la  racine  cube  de  8 -4-  4 V y ? . . . Ici  p = 8 , ç = 80  , 
donc  p'  - q=:-i6  qui  n’cft  pas  un  cübe.  Pour  qu’il  le  devienne , on 


fuppofera  { = 4 , ce  qui  donnera  iSL — ill  = ~i  z=a=x1  -y.  Alors 

l’équation  4X1  -3  ax-  — — o.  Ce  change  en  celle-ci,  4**  -f-  3* - 1 

s=o,  dont  le  divifeur  a-i;  donne  x=| , Si  par  conféqucnt  y=£. 

1 -f-  ✓ y 

ta  racine  cherchée  eft  donc  — : ♦ 

Va 

53^.  Nous  remarquerons  ici  qu’une  quantité  quelconque  a toujours 
trois  racines  cubiques.  Cela  fuît  de  ce  que  la  valeur  de  x Ce  tire  d’une 


Équation  du  troifieme  degré,  4*1  - iax-  — = 0,  & de  ce  que  la 

valeur  de  y dépend  de  celle  de  x.  Sur  quoi  5 faut  obferver  que  fi  la 

Îjuantité  propofée  eft  réelle  , elle  a une  feule  racine  cube  réelle  , & que 
1 elle  eu  imaginaire , fs#  trois  racines  cubes  le  font  aufli. 

Pij 
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Dans  la  première  application  , par  exemple  , que  nous  venons  Je 
faire  , noirs  avons  trouvé  que  i 4-  V 3 étoit  la  racine  cube  exaétc 
& réelle  de  104-5  ^ 3 - S'il  falloir  maintenant  trouver  les  deux  racines 
imaginaires  , je  chercherais  les  trois  racines  de  l’équation  4**  4-  6x  - 
j o = o * qui  font  ( 3 1 8 ) *=  1 , * = - j Hh  t ^ -T»  Ces  trois  valeurs  de 
x donneraient  y=  5 , 8c  y = + -j  / - 1 ; d'où  je  conclurais  que  les  trois 
racines  cubes  cherchées  font  1 4-  V 3 , -7+» /-  14-  V (^f-iV-s)  — 


337.  Il  ne  ferait  guere  plus  difficile  d’extraire  les  trais  racines  cubes 
des  quantités  en  partie  commenfurables  & en  partie  imaginaires.  Soit , 
par  exemple  , la  quantité  — 10  4-  9 \f  - 3 , qui  donne  p = — 10,  5 
— — 143  , 8c  px  — q=z  343  , cube  parfait  ; donc  £ = 1 , & a = 


V343  =7 ..  - y = xz  — 7 , 8c  43c5  — 113;  4-10  = 0.  Cette  dernicre 
équation  donne  x = 1 , x = | , x — — { , & par  conféquent 
y— — 3 ,y  = — ^ , y = — |.  Les_trois  racines  cubes  de  — 104-9 

V - 3 font  donc  1 -f-  V - 3 , ^ - s > — »■+■  £ V - 3. 

Soit  encore  — 11  — 1^-1  qui  donne  ;>  = -*  1 1 , 5 = — 4 , px 
— 5=115, ç=xiJa=5,  [8c  4**  — 15*  4-  11  = 0.  De  la  der- 
nicre équation  on  tirera  x — l,  x = — £ V 3.  Doncy  = — 4, 

y— - l + V 3 Donc  V (-n-i  V-  ij  — 1+1  V^ï , ou  — V j 4- 

V (-  J-f-  ^ })’ 

Pour  extraire  des  racines  plus  élevées , dans  le  même  genre  , on 
fuivroit  à peu-près  le  même  procédé. 


Réfoluûon  des  Equations  du  troijieme  degré. 

338.  Pour  réfoudre  une  équation  du  troificme  degré  , on  commen- 
cera par  en  faire  évanouir  le  fécond  terme  , ce  qui  la  réduira  à une 
équation  de  cette  forme  4-/>  x 4-  5 = ©.  On  fuppofera  enfuite  x 
s=y4-{,  8c  on  déterminera  les  valeurs  de  ces  nouvelles  inconnues , de 
la  manière  fuivante.  r 

Par  la  fubflitution  dey  4-  £ à la  place  de  * dans  l’équation  xi  4- px 
4-5  = 0,  elle  deviendra  y5  4-  3ylÇ  4-  jyç1  4-  ^ ^ 4-  4- 

5 = o ; 8c  fi  on  fuppofe,  comme  on  en  eft  bien  le  maître  , quey!  4- 
^4-5  = 0,  il  ne  reliera  que  3 y1  ç 4-  3 yç1  -hpy  4-  Pl  = o , ou 
même  que  3 yç  4-p  ==  o ( en  divifant  par  y 4-  £ J , ce  qui  donne 

v=-L  = -TZ 

n ï* 

Subflituons  cette  valeur  de  y dans  y5  4-  ç5  4-  5 = o } nous  au? 

JL«5 

cons  4-  q = o , ou  4-  5{5  — -^p i = o : équation  du 

Cxiemc  degr^,  mais  qui  fe  réfout  parles  méthodes  du  fécond  ( 3 3 1),  & qui 
donne  V [~Î2±  ‘"Hst-PV  3* 
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Maintenant,  de  y*  -f-ç5  -+-  q=o,  on  peut  tirer  yJ  = — q 

=s=—  ïî  + vr^?1  + iTi,V*  Donc  y=^[-ig+^(35l-4--r5-pi J]. 
Donc  y + î>oUr  = V[-iî;^i5.+3L?!J]  + 

yr-iî±  ;i-h 

Vr  Ti  î1 +rr/|î/)].  Car  la  première  expreflion  fc  réduit 
a la  féconde  , dans  les  deux  cas  du  ligne  ±. 

j.  ~uc  <^,c,ettc  va^eur  générale  de  x,  on  ne  croiroit  pas 

d abord  qui!  fut  pofïible  d’en  tirer  trois  racines  pour  l’équation  x* 
px^~  1 Mais  lï  l’on  divife  cette  équation  par  le  faéleur 
luppolé  jc— y—  ç,  on  verra  que  le  quotient  eft  une  équation  du 
fécond  degre  , laquelle  a fon  tour  fe  décompofera  facilement  en 
les  deux  faéfeurs. 

Soit  en  effet  fubftitué  dans  l’équation  xJ  -\-px  -f-  q = o-, jyç 

au  lieu  de  p,  (puifqu’on  a trouvé  y = ~JL)  ; & — yi  _ ^ au  lieu 

de  î » ( puisqu’on  a fuppofé  y*  + {'  + ç=o  ).  Soit  auiïi  fubftitué 

dans  la  valeur  générale  de  * ,y  au  lieu  de  \l  [-  \ q -f-  / (\  q * -f-  il  P 5 ) li 

& {;  au  lieu  de  V [-7  q-  V (\qi  -1-  pi)  ].  L’équation  deviendra  x5- 
= c- ; & fon  premier  faétcur  fera  x — y — 
Divifons  à prefent  l’equation  par  ce  faétcur.  Nous  trouverons  pour 
quotient  exaét,  a xr  y1  — yç-f-ç1  = o,  équation  du  fécond 

“cSre  » qui_donnera  pour  les  deux  autres  valeurs  de  l’inconnue 

x—(  ~ )y~( )l> &parconféquentAt  = (' ) 

X 

Or  cette  derniere  formule  donne  deux  valeurs  imaginaires  dex,  tou- 
tes les  fois  que  V ( i q*  -f ~-rrpi)  eft  une  quantité  réelle.  Rcftc  donc  à 
favoir  ce  que  deviennent  ces  valeurs,  lorfque  V ( $ q1  p* ) ett: 
imaginaire,  ou  , ce  qui  revient  au  même  , lorfque  eft  négatif  & 
plus  grand  que  — qz. 

Je  fuppofe,  pour  abréger,  que  f={qi  & que  f V-i  repréfente 
/fi?1-* -TïPOi  on  aura, 

*=  (-f+s  /-  0r— (f-t-g  vr- 1):  i 

t ■ _ s 

& réduifant  en  férié , on  trouvera  1 »,  que  g \T~i)r=  -fr  -+-  )f  1 g 

/ ~ 1 sf  ë1  5T  / ’ g1  /-  1 “T-  ïïj  / ’ g * -f-  &C  . . . „ Oit 
trouvera  x»  que  (f+g  f+if'g  V~-f- 

g 1 — âT / ! gi  /fï— rn/  ' g*  -t-  ficc.  Donc  (-  f -f-  g V~\  )J- 

Piij 
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8tc.j , expreflîon  qui  ne  contient  aucun  terme  imaginaire. 

-4.  j-i 

Et  fi  nous  reprenons  les  deux  autres  valeurs  de  x = ( — ) 

* - ...  (i  ± V-y)  î. 


iV[-iî4-/aî*+,v;]. 


oux  = ( = 


g 


r«- 


)V(-f+g  /-,) 

il  _ iog* 

?/*  »43/4 

?74gr 


nous  aurons  jç~f’  (*  *+■ 


— «ce  ; -k 


6,6if* 

4-  «ce  . . , , . J , autre  cx- 


fta» 


/ex  frorr 


/jV  31‘"  *7/*  *43/+ 

prefTion  qui  n’a  point  de  terme  imaginaire. 

Donc  lorjque  tt  p5  eft  négatif  & plus  grand  que  £ 
valeurs  de  x font  réelles. 

Il  n’y  a guere  d’effort  que  l’on  n’airfait  pour  déterminer  ces  trois 
valeurs  réelles , autrement  que  par  des  fériés  : mais  on  n’a  pu  en  venir  à 
bout.  La  difficulté  attachée  à ce  cas  j lui  a fait  donner  le  nom  de  cas, 
irréductible. 

340.  Si  p cft  pofitif,  ou  fi  étant  négatif , il  eft  tel  que  ftP*  f°'c  moin-, 
dre  que  ^ q*  , alors  une  des  trois  valeurs  de  x eft  réelle , & les  deux  au- 
tres font  imaginaires.  Ainfi  toute  équation  du  troijicmz  degré  a au 
moins  une  racine  réelle. 

Appliquons  maintenant  ces  principes  à un  ou  deux  exemples , «Ç 
d’abord  propofons-nous  de  trouver  les  trois  racines  de  l’équation  y5  — 1 
3>l  4»  1 iy  — 4 = o. 

Je  fais  y = *-+-ii8cle  fécond  terme  difparoît  dans  la  transformée 
x* 4-  9X 4-  6 = o , qui  étant  comparée  à*1  4-p  x -h  9 = o , donne 
p — % , q — 6.  Et  parce  quep  fe  trouve  ici  pofitif  , j’en  conclus  que  des 
trois  racines  que  je  cherçne  , une  feule  eft  réelle.  Pour  la  trouver,  je 
fubftitue  les  valeurs  de  p 8c  de  q dans  la  formule  générale  x =e 

Vf('-ï  9 4-  /àccj  ....  4-  Vice.  ...  8c  j’ai  X = v' } — / 9 — 3 

(1  — / 3 ).  Donc  x 4- 1 ou  y =r  1 4-  V ] (1  — V }).  C’eft  la  valeur 
réelle  de  y.  Il  eft  aifé  de  trouver  fes  deux  valeurs  imaginaires. 

Propofons-nous  enfuitç  l’équation  x}  — 3 x — 18  = 0,  qui  donna 
p = — ; , 8c  q = — 1 8.  Or  quoique  p foir  négatif  ici , il  eft  tel  ce- 
pendant que  P 5 cft  moindre  que  ^ q\  La  propoféc  a donc  une  racine 

réelle  8c  deux  imaginaires.  La  première  cft  x = & 

(9  ~ 4 V y^>  ==  -L  T Vr  5 4-  j j / f = 3.  Les  deux  autres  ne  font 
pas  difficiles  à trouver. 

Dans  ce  dernier  exemple  , il  eût  été  plus  fimple  de  chercher  les  di- 
fifeurs  commenfurablcs  de  la  propoféc  x5  — jx  — i8  =e  q,  C’çft  ipc- 
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me  , en  général , ce  nue  l’on  doit  faire  lorfqu'on  a une  équation  du  troi- 
fieme  degré  à réfoudre  , fur-tout  lorfque  cette  équation  eft:  dans  le  cas 
irréductible.  Au  défaut  de  ces  divifeurs , on  peut  avoir  recours  à une 
niérhode  d’approximation  que  nous  expliquerons  bientôt.  On  peut 
au (lî  fe  fervir  des  fériés  trouvées  ci-delfus  : mais  elles  font  ordinaire- 
ment fi  peu  convergentes  , que  pour  en  tirer  des  valeurs  fuffifiunment 
exactes , il  faut  en  calculer  ua  grand  nombre  de  termes.,  ce  qui  devient 
fort  long. 

541.  Remarque.  Quoique  dans  le  cas  irréduélible  , la  valeur  de  M 
ait  une  forme  imaginaire  , il  n’eft  pas  difficile  cependant  de  trouver 
fa  valeur  réelle , lorfqu’elle  eft  un  nombre  entier.  Car  l’expreffion  géné- 

î 

raie  de  cette  valeur  étant  la  formule  x = V [-tî+vYJ  î1  H-t,  p')  1 

*+-  $ ( -{  q — V (î  q'  -f-  yïP% ) ]»  >1  ncccflairc  qu’elle  fc  réduife  à 
un  nombre  entier  , lorfqu’une  des  valeurs  de  a:  eft  un  nombre  entier. 
Or  elle  ne  peut  s’y  réduire  qu’autant  que  — v'  dq1-t--r;pi  ) 

eft  irn  cube  parfait,  dont  la  racine  eft  composée  d'une  partie  réelle  que 
j’appelle  m,  St  d'une  partie  imaginaire  n.  C’cft  donc  à dire  que 

$r[-yq-hv' ( \ q'-i-Tf  P1  = & que  par  conféqucnt 

V [-  \ q-  é c\q'  -hrïP1)  — «•  Donc  *=:  z m. 

Donc  lorfquc  dans  le  cas  irréduélible  une  des  valeurs  de  x eft  ut* 
nombre  entier,  on  trouvera  exaélemenc  cette  valeur  en  doublant  la 
partie  réelle  de  la  racine  cube  de  — { $ -+-  v'  P%)-  Et  parce 

que— ($  ql  -1-  -^p*)  a trois  racines  cubes  ( } 37  ),  il  eft: 
clair  que  pour  avoir  les  trois  valeurs  de  x dans  ce  cas , il  fuffit  de 
prendre  le  double  des  trois  parties  réelles  de  ces  racines. 

Soit  pris  pour  cxcmblc  , x}  — 39* — 70=  0 , qui  étanc  comparée 
à x*  -i-  px  -h-  q = o , donnÊ  P — — 3 4 , q = — 70-  Donc  — -j 
q -+-  = tirj.  Mais  3 y -4-  1 8 a pouf 

fes  trois  racines  cubes  — 1 -4- 1 ? 4- 1 ^-T-  • • — v *+■  r f-ï  * 

dont  les  parties  réelles  font  — 1 J .. . — Les  trois  valeurs  de 

x font  donc  — z ,*t-  7 , — ■ y . 

Soit  encore  **  — 17*  — 4 = 0;  d’où  p = — 17 , q—  — 4,  Sc 
•—iq-t~v'(iq*-4--rjPi)  = a -1-  1/-$.  Les  trois  racines  cubes  de 

cette  dernière  quantité  font  — z-f-Ÿ-j...  iH-iVT-t-VY-ff-f- 
. ..I— jv'-f-  V 1).  Donc  les  trois  racines  cherchées 
font  — 4,  z-f-  /7,  z — \H.  D'oii  l’on  voit  qu’il  eft  inutile  de  cher- 
cher  les  parties  imaginaires  des  trois  racines  cubes  de  — \ q -t-  / 

-t -Tj p1),  quand  on  en  coonoîc  les  parties  réelles. 

Réfolution  des  Equations  du  quatrième  degré* 

34Z.  Une  équation  du  quatrième  degré  étant  propofée  a réfoudre, 
*n  commencera  par  en  faire  évanouir  le  fécond  terme  , ce  qui  la 

P i v 
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changera  en  une  autre  de  cette  forme  , x ♦ -+-  px1  -+-  qx  -4-  r = <9. 
Enfuite,  on  regatdera  la  transformée  comme  le  produit  de  deux  équa- 
tions du  fécond  degré  chacune,  telles  que  x1  -4-  çx  -+-y  = o,  & x* 
— -^-x-f -f  = o.  On  fuppofe  que  ç,  y , & f font  des  fndéterminées. 
D'ailleurs  le  fécond  terme  de  ces  deux  équations  cft  le  même  aux 
lignes  près,  afin  que  leur  produit  puiffe  donner  une  équation  qui 
n'ait  pas  de  fécond  terme.  Ce  produit  donne  en  effet 

* 4 -h/*1  -4 -f\x  -+-fy  — o. 

— il  —yi 
—y 

Or  de  cette  équation  comparée  terme  à terme  avec  x4  -f-  px 1 
'«4-  jx  r = o , on  tire  p=f — f 4-y  . . . q^=(f — y)  { . . . 
r=  fy  ; ce  qui  donne  i# , / •+•  y = />  H-  . . . t°  , / — y 

= X.  Donc  /=  £±i‘  H-  i- . . . y = £±jtt  - A , & par  «o.- 
; * ' H * 

féquent  /"y  ou  r = — i — j d'od  l’on  tire  re  -f-  a p r* 

4 4?1 

<4-  ( p 1 — 4r)  j1  —ç1  =o,  équation  du  fixieme  degré,  mais  qui  n’a 
4’ autre  difficulté  que  celle  du  troificme,  en  faifant  = u.  On  appelle 
cette  équation  la  Réduite,  & fes  racines  étant  une  fois  trouvées,  on 
ne  tarde  pas  à connoître  celles  de  la  propoféc  x4  -+-pxl  •+•  &c, 

Effeélivement,  fi  dans  les  équations  x1  -t- {x  -f-yac=o Sc 

- zx-hf =.  o , on  fubftituc  pour f 8c y leurs  valeurs  en  ç,  & qu’enfuite 
on  réfol  ve  ces  équations  , on  aura  pour  la  première,  x = — f z~h 

IV  ( — h*  — \p  -i-  , Sc  pou*  la  fécondé  , * — y f ±; 

V f-rj  j1  - \ p — — ).  Réuniffant  donc  ccs  deux  formules , on 

aura  x=  -4-|  j -f-  y/  f d’ot'ul’on  tire  les  quatre 

valeurs  cherchées  de  x , dans  lefquelles  iî  n’y  a plus  qu’à  fubftituer  la 
valeur  de  ç que  donne  la  Réduite.  Ccs  quatre  valeurs  font  . . . % 

*=  it-t-]/ 

*=  iî— (-iî'-i f~) 
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D’où  il  fuit,  en  général,  que  les  racines  d’une  équation  du  quatrième 
degré  font  toutes  quatre  réelles  ou  toutes  quatre  imaginaires  , ou 
que  deux  étant  réelles  , les  deux  autres  font  imaginaires.  Il  ne  peut 
jamais  y avoir  un  nombre  impair  des  unes  ni  des  autres  ('331  ). 

343.  Soit,  pour  abréger,  a = . . b = \f 


a — b . 


& nous  aurons  x = a -+-  b 


x — — a -hc  , x = — a — c . . . ou  bien  en  tranfpofant, 
x — a — b ■=.  OjX  — d-+-£  = o,*-f-d  — c=zo,x~ha-^-c  — O. 
Multipliant  ces  quatre  faéteurs  les  uns  par  les  autres,  nous  trouverons. . . 


— zalxx  -f-  î aclx  -f-  = o ; 

— bl  — x ab%  — axbx 

— cl  — ûV1 

«+-  b\l 


équation  qu’il  eft  aifé  de  comparer  avec  x*  pxl  -+.  ç*-f-r  = o , & 
qui  donne  p — — za1  — 'b1  — c1.  . . q — xac 1 — jabx . . . r—  a4,— 
a1  b1 — a1  c1  •+-  b1  c*.  Substituant  ces  valeurs  de  p,  q , r dans  la  Ré- 
duite -f-  &c , elle  deviendra 


— 4 a*ç+  -f-  îa'b1^  -f-  8 a*i*c*  = O. 

— x b-  -H  8a*c»  — 4 a'b* 

— xel  -f-  b*  — 4«1c+ 

— zbxcl 
«+T  c* 


Or  les  trois  faéteurs  de  cette  derniere  équation  font  j1—- 4a1. . . , 
— b1  — - zbc  — c1.  . . . — bx  -+-  zbc  — c*.  D’où  il  fuit , 

i°,  Que  la  Réduite  considérée  comme  une  équation  du  troisième 
degré  n’a  qu’une  racine  réelle,  toutes  les  fois  que  l'une  des  deux  quan- 
tités b & c eft  imaginaire,  ou  ce  qui  revient  au  même,  toutes  les 
fois  que  l’équation  x*-hpxl  -\-qx- f-  r = o a deux  racines  réelles  8c 
deux  imaginaires.  On  peut  dor*  avoir  dans  ce  cas  la  folution  exacte 
de  la  Réduite,  & par  conféquent  celle  de  la  propoféc. 

344.  x®.  Que  Si  b & c font  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux 
imaginaires  , c’cSl-à-dire , Si  la  propoféc  x 4 -3-  pxl  -1-  Sic , a fes  racines 
ou  toutes  quatre  réelles,  ou  toutes  quatre  imaginaires,  alors  la  Réduite 
confidérée  encore  comme  du  troisième  degré  elt  dans  le  cas  irré- 
duétible  j elle  a fes  trois  racines  réelles.  Et  fi  ces  trois  racines  font 
toutes  pofitives , l’équation  propofée  a fes  cjuatre  racines  réelles. 
Car  alors  , %a  , b -+-  c , b — c font  des  quantités  réelle?.  Soit  donc  la 
première  = M , la  fécondé  N , & la  troificine  P , on  aura  1 b = 

N’f-PjSc  xc=N  — P.  Donc  10  ■+■  ib  = -jr  P«  • 1 a — zb 
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= M — N— -P....  — ia-f-ic  = N — P — M... . — i a — rc  = P — 
, N — M , & puifque  za  •+■  ib  ,1  a—xb,  — xa  -f-ic, — 1 a — xc  four 
les  quatre  valeurs  de  x x , il  eft  clair  que  les  quatre  valeurs  de  x font 
toutes  réelles  dans  ce  cas. 

Mais  fi  la  Réduite  n’a  qu’une  de  ces  racines  pofîtives  , toute» 
celles  d«  la  propofée  font  imaginaires.  Suppofons  en  effet  qne  — 
4 a*  fait  la  lcule  racine  pofitive  de  la  Réduite  , nous  aurons  la  = M 
quantité  pofitive  ,é-4-ç  = Nv'T,&é  — c = P V~  : d’oii  b =4  P 
-+-  { N y'^T,  Sc  c = j N — | P V-i.  Donc  puifque  b & c entrent 
dans  les  quatre  valeurs  de  x , ces  quatre  valeurs  doivent  être  itna- 
paires. 

Si  l'une  des  deux  autres  racines  de  la  Réduite  eut  été  fuppofée 
pofitive  , i a eût  été  imaginaire  , & par  conféquent  les  quatre  valeurs 
de  x qui  renferment  toutes  la  quantité  a euflent  encore  été  imaginaires. 
La  réfolution  des  équations  du  quatrième  degré  a donc  alors  le  meme 
inconvénient  que  la  réfolution  des  équations  du  troifiemc  degré  dans 
le  cas  irréduéWble. 

Pour  faire  quelque  application  de  ces  principes.,  cherchons  les  racine» 
de  l’équation  *4-jx1-4ix-40  = o.  On  a p =- 3 , ç =~4t  , r=- 40  , 
ce  qui  change  la  Réduite  en  rs-6r4-+-  1764  = 0.  Or  cette 

équation  traitée  à la  maniéré  de  celles  du  troifîcme  degré , en  fai- 
fant  ç*  = u x devient  u’  -h  1 57 u - 1441  = o , & comme  celle-ci  n’a 
qu'une  racine  réelle,  j'en  conclus  que  la  propofée  en  a deux,  8c 
que  les  deux  autres  font  imaginaires.  Pour  les  trouver,  je  réfous  d’abord 
l'équation  u’ -f- 1 37a- 1441=0  ,& j’ai  « = 7.  Donc-t-t/f  u-j-x  J» 
ou  ç = -f-  3. 

En  fubfïituant  l'une  de  ces  deux  valeurs  dans  la  formule  géné- 
rale * = ±rî±V/r  , je  trouve  les  quatre  valeurs 

fuivantes , x — 4 , x — 1 ,x  — — 4 + 1 Ce  font  les  quatre 

racines  cherchées.  La  méthode  des  divifeurs  auroit  donné  le  même, 
réfultat. 

S’il  falloit  trouver  les  racines  de  x*  -+-  3X1  -(- ix— ■ 5 = o , je  ferois 
d'abord  p=  3 , ç = 1 , r = - f , & la  Réduite  ç*  -+*  i^4  & c fe  chan- 

gèrent en  -4-  6j4  -f-  îpç*  — 4 =3  o.  Je  ferois  enfuite  ç1  =«  — a » 
ce  qui  transformeroit  la  Réduite  en  a5  -P-  17a  — 46  = o,  équation 

3ui  n’ayant  qu’une  racine  réelle ,.  m’apprendroit  que  la  propofee  en  a 
eux  , & que  Les  deux  autres  font  imaginaires.  Je  les  chercherois  donc 
en  réfol vant  cette  équation  u 5 17*  - 46  = • , par  la  formule  générale 

du  troifiemc  degré.  Cette  formule  donne  u — V (1. 3 -+•  7 } -+» 

3 

'f  ( »?  - T V 7-  473*0-  Donc  -±  y'  (u  - i^xou  {;  = ± . . 

V [—  s -4-  V fx3  -+-]  ✓ 47 (*)—  %V 7.473?;].  Et 

fuùIUcuaut  cette  valeur  d;  7 dans  la  formule  générale  x = -4-  4 7 
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^ — ?î*  — i P + — ^ je  rrouve  pour  les  quatre  racines  de  la  propos 

f<fe...*e-£{|/^  T-47î>?)+T|//Ciî-!^/r-!-4799)|' 

— JS {-'-ï)/  (l3-^T^T-47??)-à]/ ( *1  --Y  i-4793  ) 

jp//"|^-»-t-|/ri3  + T*/r7-4799j  +✓  r*J—  7-4799>^ 

expreffion  fort  compliquée , dans  laquelle  pourtant  les  deux  racines 
imaginaires  fe  connoifiept  facilement.  Il  ne  faut ,,  pour  les  avoir  t quo 


prendre  le  ligne  — dans  la  quantité  4-  Vi  — 1+  /('i3  -+-  &c.  y 

345.  Remarquez  que  fi  les  quatre  racines  d^ine  équation  du  qua-. 
tricme  degré  étoient  réelles , on  les  trouveroit  fans  peine  toutes  les  fois 
que  la  Réduite  auroit  un  nombre  entier  pour  l’une  de  fes  racines.  Il 
n’y  auroit  alors  qu’à  fe  fervir  de  la  méthode  qui  nous  a fait  trouver 
les  trois  racines  réelles  d’une  équation  du  troiuemc  degré  dans  le  cas 
irréductible , lorfque  l'une  de  ces  racines  étoit  un  nombre  entier. 

Exemple.  On  demande  les  quatre  racines  réelles  de  l’cquation  x4  — 
zfx1  -h  6ox — 36=0.  En  comparant  terme  à terme  les  coefficients 
de  cette  équation  à ceux  de  l’équation  générale  x4  4- px1  !tc,  on  ^ 
p ~ — zç1q=6o,r= — 36,  ce  qui  change  la  Réduite  en |4  — « 

yo?4-I-7é9?1  — 3600  = 0,  Je  fais  f==  , &nonf  =u-b  — 

v 3 ? 

afin  d’éviter  les  fraélions.  J’ai  a*  — 37 9u  — 1 1 30  = ©.  Je  réfous  cette 
transformée  ('338^.  Ses  racines  font  u = 15,  a = — x,u  = — 13.  Donc 

±V(-  — — ) ou  f = + 3 , ou  bien  4-  4 , ou  encore  +3,  Et  fi  je 
— 3 

fubftitue  l’une  quelconque  de  ces  valeurs  de  | dans  la  formule  x = 4; 

|| \±V  ( — if  — iP  + — ) > je  trouverai  également  les  quatre 

valeurs  fuivantes  ,x  = 3,x=i,x=iJ  x = — 6 , 

On  a fix  differentes  valeurs  de  | , & la  raifon  en  eft  bien  fimplo, 
C’eft  qu'une  équation  du  quatrième  degré  pouvant  être  regardée  comme 
le  produit  des  quatre  fadeurs , (x  4-.  a)  (x  4-  b)  { 'x  4-  c)  (x  4-  d)  , 
elle  eft  divifible  par  fix  fadeurs  du  fécond  degré.  Voici  ces  fac-, 
teursj  (x~ba)(x-bb),(x-ba)( x4 -c), (x-ba)(x-b  d),  (x  4-  b} 
(x-bc),  (x-b-b)  (x~bd),  (x -b  c)  (x -b  d).  Et  comme  ils  ont  cha« 
cun  un  fécond  terme  dont  le  coefficient  eft  généralement  repréfenté 
par  il  eft  clair  que  | doit  avoir  fix  différentes  val?0:15*  Voilà  poiu> 
quoi  l’équa,tion  en  | eft  du  firdeme  degré, 
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Mais  parce  que  la  propofée  manque  de  fécond  terme-,  il  faut  bien, 
que  li  une  des  valeurs  de  p eft  exprimée  par  g , une  autre  le  foie 
par — g.  Donc  p 1 — g 1 doit  être  un  des  fréteurs  de  la  Réduite.  Donc  fi  les 
quatre  autres  valeurs  de  ? font  exprimées  par  k, — k,  i, — i , la 
Réduite  doit  avoir , — h1 , & — iJ  au  nombre  de  fes  faéteurs. 

Non-feulement  donc  elle  doit  être  du  fixiemc  degré  ; mais  encore  elle 
doit  avoir  toutes  fes  puilfances  paires , comme  eHc  les  a en  effet. 

Autre  E si.  On  voudroit  avoir  les  quatre  racines  de  l’équation  *4  — 
xoxz-  i ix  -4-  i } = o qui  donne  p = — • io  , q = — ii,  r = i } , & 
pour  Réduite  , p4  — 40 j4  -4-  348  p1  — 144  = o.  Soit  donc  =s 
u -f-  40  ^ 

, la  transformée  fera  - 166&U-  66 08=0  , dont  les  racines 

font  w = - 4 , u = 1 + 6 V 4 6.  Subftituanr  ces  valeurs  de  u dans  l’équa- 
tion p = + y (U  t-  J t on  aura  ç = + t 1/3  > Ç = (">4  it 1 V^s  ) 

& fubftituant  celle  des  valeurs  de  £ que  l’on  voudra  , la  première 
par  exemple  , dans  la  formule  x = + - p Hh  8cc  , on  trouvera  x = j 
-+-  V(7~*~  'fj),x=  V j-  V (7  + y jj,x=-  4-  V (7-  V~}),x  = - 
V V (7- \r})> 

Des  Equations  plus  élevées  que  celles  du  quatrième  degré. 

34 6.  Après  avoir  réfolu  les  équations  du  troifieme  & du  qua- 
trième degré  -,  il  nous  refteroit  à indiquer  les  moyens  de  réfoudre 
celles  des  degrés  plus  élevés.  Mais  les  méthodes  générales  ne  s’étendent 
pas  fi  loin  ; ce  qui  joint  aux  exceptions  nombreufes  du  cas  irré- 
ductible fait  prefque  défelpérer  de  la  perfeétion  de  cette  théorie. 
Voici  cependant  deux  méthodes  qui  peuvent  être  de  quelque  utilité. 

La  première  fert  à trouver  les  équations  plus  fimples  dont  une  équa- 
tion compofée  eft  le  produit.  Si  une  équation  du  fixiemc  degré , par 
exemple  , eft  le  produit  de  deux  équations  du  troifieme , cette  méthode 
apprendra  à trouver  ces  deux  équations.  On  appelle  Réductibles  toutes 
les  équations  qui  peuvent  être  ainfi  décompofécs  en  d’autres  équa- 
tions plus  fimples.  Celles  qui  échappent  à cette  décompofition  , s'ap- 
pellent Irréductibles.  Quand  on  en  trouve  , il  faut  avoir  recours 
a la  Ccc«nde  méthode  qui  apprend  à trouver  des  racines  approchées. 
Les  Analyftes  l’ont  retournée  de  bien  des  façons , & il  faut  avouer 
que  leurs  travaux  fur  les  approximations  ont  eu  beaucoup  de  fuccès. 

347.  Première  Méthode.  Pour  lavoir  fi  une  équation  propofée  a™ 
-4-  ax m~x  -4-  bx m'1  -4-  &c.  .....-+-»  = o peut  être  divifée  fans  refte 
par  une  équation  du  degré  n,  on  fuppofera  que  la  propofée  eft  le 
produit  de  ces  deux  équations,  x"  -4-  Ax"*1  -+-  Bx"'l-t-  &c.  ,.-+-T=o, 

& .vm-n  -f- pXnt-n-t  -4-  qxm-nml  -f-  Sec -4-  t = o dont  tous  lés 

coefficients  font  indéterminés.  On  prendra  enfuite  le  produit  de  ces 
deux  équations  qui  ca  donneront  une  du  degré  m donc  on  cotn- 


» 
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parera  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée  , afin  d’avoir  les  équa- 
tions néceflaires  pour  déterminer  les  coefficients  A , B , C &c , p,  q , r, 
&c.  Enfin  on  réduira  toutes  ces  équations  à une  feule  qui  ne  ren- 
ferme plus  que  l'une  quelconque  des  indéterminées  A,  B , C &c, 
ou  p , q , r , &c.  Il  ne  s'agira  plus  alors  que  de  chercher  les  divifeurs 
commenfurables  de  cette  équation  , ('elle  doit  en  avoir  puifque  tous 
ces  coefficients  font  des  nombres  entiers  J;  & on  aura  la  valeur  de 
ces  coefficients  ; ce  qui  rendra  déterminées  les  équations  qui  les 
renferment. 

Applications.  On  demande  fi  l’équation  x4  -+-  x3  -f-  îx1 — x-f- 
1 ï = o ne  pourroit  pas  fe  décompofer  en  deux  autres  , chacune  du 
fécond  degré  ? 

Je  fuppofe  que  cette  équation  eft  le  produit  des  deux  équations 
indéterminées  x1  -4-  px  -H  q = o , x1  -+-  mx  ■+■  « = o,  que  je  multi- 
plie l’une  par  l'autre.  Le  produit  eft  ...  . 

X*  -f- pxs  -+•  qx1  -f-  mqx  -4-  nq  = o. 

T7i  — f—  mp  -f-  np 
. -4-» 

Je  le  compare  à la  propofée , & j’ai  p-i-m=  i , q-t-mp -i- n = i , 
■mq-ï-np  — - 1 , nq  — i j..  Or  ces  quatre  équations  réduites  à une  feule 
dont  q foit  l’inconnue  ^ donnent  q 6 — z çi  — 1 6q*  -+-  44 q1  — x+oq1 — 
4505-4-337;  =o.Les  divifeurs  commenfurables  de  cette  équation  font 
q — 3 8c  cj — 5.  Donc  q peut  être  fuppofé  égal  à 3 ou  à j , & 
par  confcquent  n = 5 ou  ^ ....  p =.  - x ou  -i-  ^ ...  m = ^ ou  — z. 
Les  deux  fadeurs  cherchés  font  donc  x 1 — zx-4~3  = o,  & xM-  3X-4-  j=o. 

On  demande  aufli  fi  l’équation  xs  — 7X4  -4-  8x3  -f-  zx  -+-  1=0  peut 
fe  décompofer  en  deux  fadeurs  du  troifieme  degré  ? 

Suppofons , pour  le  favoir  , que  cette  équation  eft  le  produit  de 
x3  -hpxz  -hqx  -\-r=.  o par  x5  -+-  fx 1 -4-  mx  -+■  n =0.  Il  eft  clair  que 
le  fécond  terme  devant  manquer  dans  ce  produit , f doit  être  = -p.  II 
eft  clair  aufli  que  le  produit  de  n par  r devant  être  = 1 , on  a 71  = •+;  1 
& r = ± 1 . Servons-nous  d’abord  de  leur  valeur  pofitive  , & fubfti- 
ruons-la  dans  les  fadeurs  indéterminés  x3  -4-  px 1 &c.  Ils  deviendront 
x5  H-  px 1 -4-  çx  -4-  1=0,  & x’  — px 1 4-mx4-  1 = 0.  Leur  pro- 
duit fera 

x®  -f-  qx*  «4-  zx3  -H  mqx1  -f-  mx  -4-1  = 0; 

—pp  — pq  -+-? 

-4 -m  -4-  mp 

lequel  étant  comparé  à la  propofée  , donne  q -+-mzz pp  - 7 . . . x-pq-\ï 
mp  — 8 . . . mq—o  . . . m-h  q — x.  Egalant  les  deux  valeurs  de  q -4-  m 
tirées  de  la  première  & de  la  derniere  équation , nous  aurons^  pp  — 9> 
d'où  />=+;;&  par  conféquent  nt=  J + 1 . . . 5 = 1 -4-  I • C’eft- 
à-dire  , que  fi  />  = -4-  5 , on  a m = x 8c  q = o : fi  p = — 3,  on 
(gura  o & q — z,  Les  deux  fadeurs  cherches  font  donc*3  4-  3**74:  i. 
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t=r  o,  & x’  — • 3*1  ■+•  zX-f-  I =o  dans  les  deux  cas. 

Prenons  maintenant  la  valeur  — i de  n SC  de  r , Se  fubftiruons-la  dan* 
Jes  faveurs  indéterminés  x * •+•  pxz  ■+•  Sec.  Leur  produit  alors  fera  . . . i 
acs  -h  ( q — p p -i-  m)  xy  -i-  ( p ni  — p q — ;ijx‘ +m  j*1  — x 
( m-t-q  ; -f-  i = 0.  D'od  q -j-  m =p  p — 7 ,p(  m — q ) = 10  , 
ynq  = 0 , m -h  q 2 ; & par  conféquenr  pp  — 7 = — 2 , ou 

p = -h  5 . D’ailleurs  mq  — o8cm-+-q  = — z ; donc  q = o , oit 

L=  — z & m = — zouo.  Mais  comme  ces  valeurs  ftibftituées  dans 
fécondé  équation  p (m  — q)  = to  donnent  2/5  = 10,  ce  qui 
efl  abfurdc , il  faut  en  conclure  que  l’équation  propofée  n’eft  divi- 
Jîble  par  aucune  équation  du  troifieme  degré  dont  le  dernier  terme 
foit  — 1. 

348.  Seconde  Méthode.  Quand  onaépuifé  les  moyens  qui  tendent 
directement  à trouver  les  racines  exaétes , on  a recours  à ceux  qui 
en  donnent  d’approchées.  Celui  qui  fuit  nous  a paru  un  des  meilleurs. 
Pour  le  faire  mieux  comprendre  1 nous  l’appliquerons  à un  exemple. 

Soit  x1  — 4* — 2 = 0,  équation  qui  elt  dans  le  cas  irréductible, 
(ll9)  & dont  on  demande  les  racines  approchées. 

Je  commence  par  fuppofer  fuccedivem'fmt  x=  o t x=i  , x=  i y Sec. 
La  première  de  ces  fuppofitions  réduit  la  propofée  au  dernier  terme  - z 

5[ui  ne  peut  être  égal  à zéro,  x doit  donc  être  une  quantité  réelle.  La 
econde  fuppofition  donne  pour  réfultat  — j ; celui  de  la  troificme  eft 
encore  — 1 : ces  valeurs  de  x ne  font  donc  pas  alTez  grandes.  Je  fup- 
pofe  a = 3 ; l’équation  devient  -4-  1 3 = o ; d’od  je  conclus  que  la  valeur 
de  x eft  entre  z & 3.  Cela  pofé , 

J’appelle  d la  fraétion  qu’il  faut  ajouter  à z pour  avoir  une  valeur  ap- 
prochée de  a,  j’ai  donc  x = z -+-/,&  faifant  a = z . . . x = a ■+•  d. 
Je  fubftitue  cette  derniere  valeur  dans  l’équation  xJ  — 4a  — zc=Oi 
Elle  devient  en  tranfpofant^*  -4-3  ad1  -t-f  ju1  — 4J  rf  = 4a-f-a  — a,i 
& en  négligeant  d 5 qui  eft  une  fort  petite  quantité,  il  relie  3 ad*  -f- 
( 3a* — 4 J <é==4a  -f-  z — a*.  Cette  équation  réfolue  donne  /=..., 
4 — H- 244-4- 24a1—  ) 

— — - . Donc  a+iiouj:=i..i 


6a 


34*4-4-4-/  f 16-4- 24a  4- 24a1*— 


x=- 


/7 


6a 

= 1 ,lti 


■y  Se  puifqu’ici  a =s  z , j’^i 


J 

S’il  falloit  une  valeur  plus  approchée  , je  prendrois  z,  zi  pour  a.  Se 

four  les  nouvelles  décimales  la  quantité  d,  enforte  que  x —a  -4-  d fcxoit 
exprelfion  algébrique  de  x = z , 2 1 -+-  les  décimales  que  je  cherche. 
Cette  exprelfion , je  la  fubftituerois  dans  la  propofée , & je  retrouverois 
la  même  équation  que  ci-deflus,  en  négligeant  d1  que  l’on  peut  négliger 
avec  moins  d’inconvénient  qu’auparavant.  J’aurois  donc  la  même  for- 
mule pour  la  valeur  de  x , dans  laquelle  fubftituant  z , zi  au  lieu  de  a , 
le  réfultat  ferait  aracr  t , 21432,  valeur  plus  exaéte  que  la  première.  * 
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S’il  falloir  encore  une  plus  grande  exactitude , on  fe  la  procurerait 
en  prenant  ponr  a la  valeur  x , 1 1 4 3 x , & pour  d les  nouvelles  déciman- 
tes cherchées;  après  quoi  on  déterminerait  d par  la  formule,  ce  qui 
donnerait  pour  x une  valeur  beaucoup  plas  approchée  que  les  deux 
autres. 

349.  Quand  on  a une  des  racines  de  l'équation  propofée,  il  faut  di- 
vifer  l’équation  par  la  racine  déjà  trouvée.  Cette  divifion  faite  avec  d’au- 
tant plus  d’exaétitude  que  la  valeur  de  x fera  plus  approchée , abailfera 
l'équation  d’un  degfé  ; & fi  on  a le  temps  Si  la  patience  de  traiter  l’équa- 
tion abaiflèe  commola  propofée,  & ainfi  de  fuite,  on  parviendra  enfin 
à connoître  par  approximation  toutes  les  Valeurs  de  x. 

Prenons  pour  fécond  exemple  l'équation  x ♦ -J-  ix5  — jtfx1  -4-  3*  — • 
1 1 6 = 0 , qui  échappe  à la  refolution  de  celles  du  quatrième  degré , fc 
cherchons-en  une  racine  approchée. 


( Suppof. 


En  donnant  fucceflive- 
ment  à x les  valeurs  que 
l’on  voit  ici , l’équation  fe 
réduit  aux  quantités  qui 
font  vis-à-vis.  Les  fix  pre-  x 
mieres  font  Voir  claire- 
ment que  x doit  être  au- 
deflus  de  3.  La  dernière 
indique  que  x eft  moins 
que  6.  Sa  vraie  valeur  eft  donc  entre  5 


^ = 

1= 


0 

1 
X 

î 

4 

3 

6 


Refait. 

— 11$ 

— H4 

— ii  S 

— 190 

— 188 

— 11$ 

— 346 


>=  + &« 


& 6.  Pour  la  trouver,  je  fup* 


pofe  x=  y -H  d=«  -J-  d & je  fubftitue  cette  valeur  dans  la  propofée.  Cette 
fubftitution  donne , en  remettant  les  termes  affeélés  de  d1  & de  d',  ( 

(a — 3 6)  d1  -+-  (+a*  -4-  6a1 — 72 a -4-3  )d  — 36a1 — J a — la’  — a* 
-4-  1 1 6.  Je  réfous  cette  équation , & j’ai  d = , 


$al  4-^—  3^ 

II  ne  refte  plus  qu’à  mettre  y au  lieu  de  a dans  cette  valeur  de  d* 
pour  avoir  x — 3,337.  Si  l'on  veut  une  racine  plus  approchée  , il  n’y  a 
qu'à  fubftituer  3,337  à la  place  de  a dans  la  même  formule  de  d.  Le 
réfultat  du  calcul  fera  *=3,  333438,  valeur  beaucoup  plus  exaéle  que 
la  première.  Elle  le  deviendrait  encore  davantage  en  répétant  le  même 
procédé. 

On  trouverait  les  racines  négatives  en  fubftituant  o,-»,-i,8rc 
au  lieu  de  x.  Les  réfultats  feraient  connoître  par  le  changement  de 
ligne  entre  quels  nombres  négatifs  eft  la  valeur  cherchée,  & on  en 
approchcroîc  enfuite , autant  qu’on  le  jugeroit  à propos. 

Mais  lorfqu’après  les  fubftitutions  des  nombres  pofitifs  & négatifs 
compris  entre  zéro  & le  dernier  terme  de  l’équation , on  ne  trouve 
aucun  changement  de  figne  , il  faut  en  conclure  que  les  racines  font 
égales  deux  à deux,  ou  quatre  à quatre,  fcc,  ou  bien  qu’elles  font 
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toutes  imaginaires , ou  enfin  qu'elles  font  en  partie  égales  deux  à deux 
& en  partie  imaginaires. 

On  voit  bien  en  effet  que  fi  les  racines  font  égales  deux  à deux,  quatre 
à quatre , &c,  comme  dans  ces  équations,  (x-a  )x(x-b  )l=o, 
(x-  a y ( x-b y (x-c y=o,  &c,  les  réfulrats  doivent  toujours  être 
pofitifs , quelque  valeur  que  l’on  prenne  pour  x.  On  voit  bien  aufli  que, 
îi  toutes  les  racines  font  imaginaires,  les  lignes  ne  doivent  jamais 
changer  j puifque  s’ils  changeoient,  la  valeur  de  * fe  trouvant  alors 
entre  deux  nombres  réels,  ne  feroit  plus  imaginaire  On  voit  enfin  que 
fi  les  racines  font  en  partie  égales  & en  partie  imaginaires , on  ne  peut 
s’attendre  à aucun  changement  de  ligne.  Relie  do*c  à faire  voir  com- 
ment on  trouve  les  racines  égales. 

Pour  avoir  les  racines  égales  d’une  équation  , on  multipliera  chacun 
de  fes  termes  par  l’expofant  qu’a  l’inconnue  dans  ce  terme , & on  di- 
minuera cet  expofant  d’une  unité.  Cela  donnera  une  autre  équation 
dont  le  plus  grand  commun  divifeur  avec  la  propofée , contiendra  le» 
racines  égales  que  l’on  cherche,  élevées  feulement  à une  puifîance 
moindre  d’une  unité.  En  voici  la  dimonftration  dans  un  cas. 

Lorfque  toutes  les  racines  d’une  équation  font  égales , on  peut  re- 
. m.m-i 

prélenter  cette  équation  par  xm  4-  maxm-1  à1xm -1  . . . 

~bam  — o ; & fi  on  multiplie  chaque  terme  de  la  formule  par  l'expo- 
fant  de  x dans  ce  terme  , on  a ( en  remarquant  que  dans  le  dernier 
]’ expofant  de  x ell  o)  cette  nouvelle  équation , mxm  4-  (m  . m — 1 ) 


axm~'  4- 


)aVn-1  -t-&c  , . . s=os  laquelle  étant 


, / m - 1 . m - 2.  \ 

divifee  par  m x , donne  xm~l  + ax m-1  4-  f 1 

d’x'"*5  4-  &c=  o.  Or  cette  expreflion  efl  le  développement  du  binô- 
me (x-b  a)  m~l  =0,  & le  plus  grand  divifeur  commun  de  ce  binôme 
& de  l’équation  propofée,  (x  -h  a)  m = 0 efl  évidemment  (x 4-  a )m-* . 
La  méthode  efl  donc  démontrée  pour  le  cas  où  toutes  les  racines 
font  égales  entr’elles. 

Si  elles  ne  l’étoient  que  deux  à deux , comme  dans  l’équation 
( x 4-  a)m  ( x 4-  b )n  = o , on  multiplieroit  l’un  par  l’autre  les  deux 
binômes  développés;  ce  qui  donneroit  une  nouvelle  équation  dont 
les  termes  étant  multipliés  chacun  par  l’cxpofant  refpeélif  de  x pro- 
duiroient  m (x-b  a)m-‘  (x-bb)n  4-  n (x4 -b)n~l  (x-ba)m  = o.  Or 
le  plus  grand  commun  divifeur  de  cette  dernière  équation  & de  la  pro- 
pofée efl'fx4 (x-bb)n~l. 

Applications.  1°.  Trouver  les  racines  égales  de  l’équation  x+  — 
4*’  — ix1  4-  1 ix  4-  9 — o. 

Je  multiplie  chaque  terme  par  l’expofant  de  x,  j’ai  4x*  — iax’ 
— 4X1  4-  nx  = o.  Divifant  par  4X  , il  vient  x’  — jx1  — x'  -4-  5 
= o.  Je  cherche  (134,)  le  plus  grand  commun  divifeur  de  cette  der- 
nière 
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tiiere  équatioh  & de  la  propose.  Je  trouve  que  e’cft  xi  — ix — 3 é 
p iroduit  de  * — 3 paifct  4-  1 . Les  racines  égales  de  la  propofée  font  donc 
(*  — & (x-i-ij1. 

11°.  Trouver  les  racines  égalés  de  xs  — 6x * — 4*’  4-  -f-  rue 

4-4=0.  Multipliez  par  les  txpofants  refpeûifs  & divifez  enfuite  par 
(x,  vous  aurez  xf  — 4**  — ut1  4-  3*  4-  » = o , dont  le  plus  grand 
commun  divifeur  avec  la  propofée  fera  x4  4-  x*  — 3X1  — fx  — 1,  ou 
(x  4-  (x- — 1).  Vous  conclurez  de-là  que  ( x 4-  i^4  Sc(x 

font  les  racines  cherchées. 


Des  Problèmes  indéterminés  du  premier  degré, 

3 ^"Lorsque  dans  un  Problème  , le  nombre  des  inconnues  furpdlfé 
’une  unité  celui  des  conditions , on  l’appelle  indéterminé.  Si  le  nombre 
des  inconnues  furpafTe  de  plufieurs  unités  celui  des  conditions , le  Pro- 
blème eft  plus  qu  indéterminé. 

Or  dans  les  Problèmes  indéterminés  , oh  ne  peut  jdhiais  avoir  pour 
réfultat  qu’une  équation  à deux  inconnues  : enforte  que  pour  fijeer  la 
valeur  d’une  de  ces  inconnues , il  faut  fuppofer  une  valeur  arbitraire 
pour  l’autre  inconnue , & voir  enfuite  fi  ces  deux  valeurs  fatisfont  au 
problème. 

Soit  propofé,  par  exemple,  de  trouvet  trois  nombres  x,y,  £ , dont  la 
fomme  foit  103  , & qui  ayent  entre  eux  une  même  différence. 

Les  conditions  de  ce  problème  s’expriment  par  ces  deux  équations  . . , 
x 4-  y-¥- 1 = 10  c . . . . & * — y =y  — ç.  Prenant  dans  la  fécondé*  la 
valeur  de  x qui  eft  ly  — { , & fubftituant  dans  la  première  équation  , 
on  trouvera  y = 3*  .,  & par  conféquent  x+  3 j 4-  r=à  10  f , ce  qui 
donne  x+{=  70,  équation  d’où  on  ne  peut  faire  évanouir  ni  x ni  r» 
Il  faut  donc  fuppofer  une  Valeur  à l’une  de  ces  deux  inconnues, 
à x par  exemple  , pour  avoir  la  valeur  de  l’autre.  Soit  x = 1 o , on  aura 
^ =60,  & les  trois  nombres  10 , 3 j * 60  pourront  fatisfaire  à la  quef- 
tion.  Ét  fi  on  fait  x = 1 1 , on  aura  £ =±  j 8 , & les  trois  nombres , nt 
3 j , SC  y 8 y fatisferont  auffi.  . 

On  voit  même  que  ce  problème  peut  avoir  69  foliltions  en  nombres 
entiers  & pofitifs  , parce  qu’on  peut  fuppofer  x égal  fuccéflivement  à 
tous  les  nombres  depuis  1 jufqu’à  69  , mais  non  au-delà , parce  que  la 
fomme  des  deux  Inconnues  x 4-  j eft  70.  Il  peut  cependant  avoir  une 
infinité  d’autres  fôlutionS , en  prenant  pour  x des  valeurs  fraélionaireSi 
3 f 1.  Quoique  la  folutionde  ces  fortes  de  problèmes  foit  plus  cutieufa 
qu’utile,  il  eft  bon  cependant  de  connoître  un  peu  plus  en  détail  la 
maniéré  de  les  réfoudre  en  nombres  entiers  & pofitifs. 

Soit  l’équation  ax=zb y 4-  c , à laquelle  tout  problème  indéterminé 
du  premier  degré  peut  êtr«  réduit,  & dans  laquelle  a , b,  c expriment 
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des  nombres  entiers  & connus.  On  mettra  d’abord  cette  équation  Tou* 

cette  forme . . . . x = 5 & puifquc  x doit  être  un  nombre 

a 

entier , — doit  l’être  aulti.  Mais  au  lieu  d’écrire  tout  au  long  ce» 

CL 

mots,  nombre  entier,  nous  les  défignerons  par  la  lettre  E.  On  aura 

do„cfe±i=E.  ' 

* a 

"Si  l’on  pouvoir  maintenant  transformer  cette  expreffion  en  une  autre 
où  y n'eut  que  l’unité  pour  coefficient,  & qui  étant,  par  exemple,  de 
Y “H  cL  1 

cette  forme,  - , fût  encore  un  nombre  entier,  différent  à la  vérité 

a 

de  celui  que  l'on  avoit  d’abord,  mais  également  défigné  par  E,  on 


auroit 


E , d’où  on  tireroit  y = aE  — d. 


Prenant  alors  pour  E telle  quantité  numérique  que  l’on  voudrait , 

fiourvu  quelle  fût  entière  & pofitive  , à commencer  même  par  zéro 
orfque  — d eft  un  nombre  pofitif , on  aurait  différentes  valeurs  de  y , 
que  l’on  fubftitueroit  dans  l’équation  du  problème  , $c  chaque  fubftitn- 
tion  donnerait  une  valeur  correfpondante  pour  x.  Quelques  exemples 
vont  rendre  cette  méthode  fort  intelligible. 

Je  fuppofe  donc  que  l’on  cherche  toutes  les  valeurs  entières  8c  pofi- 
tives  de  x 8c  de  y dans  l’équation  3 x = 4 y 4-  j.  Je  fais  d’abord  x = 

V.  "*~-I  s=  y +.  t if.  y.~*T.  * C en  divifant  par  3 ).  Mais  cette  valeur  de  * 


i ' ? 

• y — | ■ 3^ 

dbit  être  un  nombre  entier.  Donc  y -f-  i 4-  i — 

3 


E ; 8c  puifque 


y doit  être  auffi  un  nombre  entier , il  faut  bien  que  le  Toit  de 

Y J X 

même.  J’aurai  donc  = E;  d’où  y = 3 E — t. 

Cela  pofé , je  fais  E = 1 ( 8c  non  pas  o , afin  d’éviter  la  valeur  né- 
gative— a pour  y ).  J’ai  donc  y = 1.  Donc  * = 3.  Je  fais  enfuite  E = 1, 
donc  y = 4 , ce  qui  donne  x =7.  Faifant  Ee:  3 , je  trouve  y = 7 , d’od 
la  valeur  correfpondante  de  x eft  1 1. 

Je  difpofe  ainfi  ces  valeurs  ...  f y = 1.  . . 4.  . . 7.  . . 8cc 
8c  je  remarque  qu’ elles  font  en  pro-  \ *=3.  . . 7.  . .11.  . . 8cc 
greffion  arithmétique. 

. La  différence  de  la  première  progreffion  eft  3 -,  coefficient  de  x.  Celle 
de  la  fécondé  eft  4,  coefficient  de  y.‘  Rien  donc  n’eft  plus  aifé  que  de 
trouver  la  fuite  de  ces  valeurs , 8c  de  voir  que  ce  problème  a une  in- 
finité de  folutions. 

3; a.  Au  refte,  ce  n’eft  point  par  hazard  que  l’on  trouve  ces  pro^J 
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greffions  arithmétiques.  En  y réfléchiflant  un  peu , oh  Verfa  bien  dué 
c'eft  une  fuite  nécelfaire  de  la  méthode.  Mais  cés  progreflîons  ht  font 
pas  toujours  infinies  , au  contraire  elles  font  limitées  toutes  les  fois  que 
chaque  membre  de  l'équation  ayant  une  inconnue  * ces  inconnues  font 
àffcétces  d’un  ligne  contraire. 

Exemple.  On  demande , en  nombres  entiers , toutes  les  valeurs  poli* 
tives  de  x & dey  dans  l’équation  ?x  = îooo  — i)y. 

On  a d’abord  X = — — — E , enfuice  , - — % ï.  = E , en  divî. 

9 9 

fant  par  g , ou  ce  qui  eft  plus  fimple , en  fupprimaat  tous  les  $ (}o)+ 
Mais  fi  -■*?-  eft  tin  nombre  entier,  le  double  de  cette  quantité  doit 
être  aufiî  un  nombre  entier.  Ce  double  eft  - — — ; donc  en  ajoutant 

^ ôy  9 

tm  autre  nombre  entier , tel  que  — , & en  réduifant , on  aura 

•O  -4—  A.  _ ^ 

= E ; d’od  l’on  dre  y -xs  9 E — 4.  Pour  avoir  maintenant  toute* 

9 

les  valeurs  de  y , à commencer  par  la  plus  pctice , je  fuppofe  E ==  1 { 
donc  y — $ : fi  E = i , y = 14;  fi  E = 3 ,y  = 13  &c,  &c. 

’ Subftitüant  cés  Valeurs  dan#  l’équation  x = — °"  ’ , je  trouve 

9. 

îozj  3°,*=:  i*y.  &c.  Sec.  i k difpofant  ainfi 


î®,  *=a  it  j ; z®,  * = 
toutes  ces  quandtés , 

»4  * 
.1.  toi 


y=i  ■ 

x=s:trj  , 


i t k 1 • * jt  «4  Scc  . 1 4^ 

. . 184.  . . . 176.  . & c . 7 

Je  ne  tarde  pas  à reconnoître  que  les  différences  de  ces  deux  progref- 
fions  font  les  coefficients  réciproques  des  deux  inconnues , 6c  que  par 
conféquent  celui  de  y étant  négatif,  toutes  les  valeurs  de  x fc  trouve- 
ront en  fouflrayant  1 3 de  la  valeur  précédente.  Or  ces  fouftraétions 
réitérées  doivent  enfin  épuifer  le  nombre  des  valeurs  pofitives,  &on 
voit  bien  dans  cet  exemple , qu’il  n’eft  pas  poffible  d’en  trouver  au- 
de  flous  de  7. 

Bien  loin  donc  que  les  deux  progreffions  foient  infinies , on  trouvera 
tout  de  fuite  le  nombre  de  leurs  termes,  en  divifant  la  plus  grande 
valeur  de  x par  le  coefficient  dey , & en  ajoutant  une  unité  au  quo- 
tient. Ainfi  £ =s  itf  (avec  un  refte  y qui  eft  la  plu* petite  valent 
i?  , 

de  x ).  Il  y a donc  17  valeurs  de  ces  inconnues  qui  fatisfont  au  problème. 

Cela  eu  général  pour  toutes  les  équations  femblables , dont  les  cocf- 
ficiens  font  des  nombres  premiers  entre  eux. 

("On  appelle  ainfi  les  nombres  qui  n’ont  d’autre  divifeur  commun  que 
l’unité ).  Et  comme  toutes  les  autres  équations  peuvent  être  ramenée» 
jt  cette  forme , en  les  divifant  par  le  plus  grand  commun  divifeur  dfi 
CCS  coefficients,  il  eft  clair  que  u méthode  eft  générale. 

Qij 
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Ces  détails  fuffifent  pour  l'intelligence  des  deux  exemples  fuivaiits.  1 
I.  Un  marchand  doit  noo*,  & au  défaut  d’argent , il  offre  deux 
fortes  de  marchandifes  en  payement.  La  première  vaut  7»  l'aune,  la 
fécondé  Trouver  de  combien  de  maniérés  il  peut  acquiqer  fa  dette. 
Soit  x le  nombre  d’aunes  de  la  première  marchandife , & y celui  des 

aunes  de  la  féconde.  On  aura  7 x -+-  j y = 1 ioo<*  j d’oü  x = 1 10-° — — j, 

7 

d’où  encore  , - — = E ; & par  conféquent  — — = E ; donc 

donc  VL  + , ou = E ;* donc  enfin  y =a 

7 7 7 7( 

7 E — j.  Soit  E =:  1 , on  aura  y = a , d’où  l’on  tirera  x = 170.  Soit 
E = i on  aura  yrÿj&xsitfj’.  Le  refte  va  de  fuite.  Les  deux  pro- 

f refilons  ont  3 5 termes  chacune  ; il  y a donc  3 5 maniérés  différentes 
e faire  la  fomme  de  1 100*  avec  des  effets  dont  les  uns  valent  7*  & 
les  autres  u 

II.  Un  Laboureur  a donné  des  agneaux  en  échange  pour  des  brebis. 
Il  eftimoit  4tt  chaque  agneau , gtt,  chaque  brebis  , 8c  il  a donné  1 jtt  ea 
fus.  Trouver  de  combien  de  façons  il  a pu  varier  fon  marché. 
x,  nombre  des  agneaux  j y,  celui  des  brebis.  Donc  4*  + 

= 9 y.  Donc  x = — — 3 donc  J- = E j donc  y = 4 E -h  3 j 

/ 4 4 

& fi  E = o = 3.  C’cft  le  moins  qu’il  ait  pu  prendre  de  brebis , au- 

quel cas  il  a dû  livrer  trois  agneaux.  Si  E=  i,y  = 7,&je=n.La  mar- 
elle des  deux  progreffions  eft  manifefte , & puifqu’ elles  vont  toutes  deux 
en  croiflant,  on  peut  varier  à l’infini  les  folutions  de  ce  petit  problème. 

333.  Quand  ces  fortes  de  queftions  renferment  quelque  abfurdité  , 
en  la  découvre  bientôt  par  le  réfultat  du  calcul.  L’équation  6x  = 6y 
-f-  7 peut  fervir  d’exemple. 

334.  La  méthode  prefcrite  pour  la  folution  des  problèmes  indéter- 
minés du  premier  degré,  eft  fondée  fur  cet  unique  principe  , que  des 
nombres  entiers , ajoutés  ou  fouftraits  , ou  multipliés  par  d’autres  nom- 
bres entiers,  doivent  toujours  donner  des  entiers  pour  réfultat.  Or  cc 
principe  eft  évident. 

Appliquons  cette  méthode  à la  réfolution  de  quelques  autres  pro- 
blèmes  Trouver  un  nombre  x qui  étant  divifé  par  des  nombres 

connus  a , b , c,  &c.  donne  pour  reftes  d’autres  nombres  connus  auili  m M 
n,  p,  & c. 

Il  eft  clair  , d’après  cet  expofé  , que  - — — eft  un  entier , ainfï  que 


x — n 


, &c.  On  a donc  * = <*E4-»:('i$i/),&  fubftituant  cette  va- 


leur dans  là  fécondé  quantité,  on  aura 


aE  m — n 


! E'.  ( On  pro-4 


o 
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;nonce  E prime , & par  cette  lettre  on  entend  ici  an  nombre  entier  en 
général , comme  par  la  lettre  EJ.  Cherchant  enfuite  la  valeur  de  E par 
ia  méthode  qui  a fait  trouver  ci-deilus  la  valeur  de  y , on  la  fubfti  tuera 
dans  l'éqdation  t=nE  + m;  & cette  nouvelle  exprelfion  de  la 

valeur  de  x , étant  une  fois  mife  dans  la  troificmc  quantité  * — - , 

c 

on  trouvera  encore  un  nombre  entier  , que  nous  défignerons  par  E" 
fE  fécondé ).  Le  premier  membre  de  cette  équation  contiendra  E',  qu'il 
faudra  déterminer  comme  ci-delTus  , & l'on  aura  enfin  la  valeur  de  x 
en  nombres  connus  & en  E",  ou  en  E'”  ( E Tierce ) , ou  &c , félon  le 
nombre  des  divifeurs.  On  prendra  alors  pour  le  dernier  E telle  quantité 
entière  que  l’on  voudra , & bientôt  on  aura  déterminé  les  valeurs 
qui  peuvent  fatisfaire  aux  conditions  du  problème. 

• Exemples.  Quels  font  les  nombres  qui  étant  divifés  par  j & par 
7 donnent  4 & 1 pour  reftes  ï 


X 4.  x * 

On  a =E,  & = E'.  Donc  x = 5 E -f- 4 j donc 

% 7 

^ = E';  donc  — = E';  & fouftrayant  - — , on  aura 
7 7 7 

E = 7 E'  — 6.  Si  on  fuppofe  E'  = 1 , on  aura  aulfi  E = l donc  x 
— c’eft  le  plus  petit  des  nombres  cherchés. 

Pour  avoir  les  autres , on  fuppofera  E'  ==  1 , ce  qui  donnera  a;  = 44. 
Si  E'  = 3 , x =79  ; & ainfi  de  fuite,  ajoutant  à chaque  valeur  précé- 
dente le  produit  3 5 des  deux  divifeurs  5 & 7 : car  puifquc  3 j cft  dî- 
vifiblc  fans  refte  par  j & par  7,  il  eft  clair  que  35  -+-9  ou  44,  que 
70 -+-  9 ou  79  , &c,  donneront  les  mêmes  reftes  que  le  plus  petit 
nombre  9. 

Un  avare  a dans  fon  coffre-fort  plufieurs  lacs  de  1100*  chacun. 
En  les  comptant  un  jour  trois  à trois  , il  n’en  trouva  aucun  de  refte. 
Il  les  compta  un  autre  jour  fept  à fepe , & il  n’en  refta  qu’un.  Les 
comptant  un  autre  fois  dix  par  dix  , il  en  trouVa  fix  de  refte.  Ne  pour- 
roit-on  pas  deviner  combien  il  en  avoir , fachant  d’ailleurs  qu’il  en 
avoir  plus  de  cent , mais  moins  de  trois  cent  ? 

Soit  x le  nombre  de  ces  facs.  E , E' , E"  défigneront  à l’ordinaire  des 


antiers  j & l’on  aura  —=  E . . . = E'.  . = E".  La  première 

3 7 10 

- tE  — i i^E  — 

exprelfion  donne  * = 3 E.  La  fécondé,  = E':  donc 

7 7 


T 4 £, 

fera  un  entier,  & fouftrayant  — - — de  ce  dernier  nombre,  le  refte  eu 

7 

fera  un  aulfi.  On  aura  donc  E = 7 E'  -f-  f . D’où  x — 1 1 E*  -+- 1 5. 
Subftituant  cette  valeur  dans  la  troifieme  exprelfion  , il  viendra 

r 1 E H-g  _ D-oli  £•_  I0E"  — 9.  Si  on  fait  E"  = 1 , on  aura. 

Qiij 
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X = }6  ; 3e  ce  fera  le  plus  petit  des  nombres  qui  divifés  par  3 , par  y é 
& par  10,  auront  pour  relias , o,i,  & 6.  Pour  trouver  le  fécond 
nombre,  on  fuppofera  E"  = i,  d'où  * =s  146.  Si  E"  = 3 , *=456. 
Donc  le  nombre  de  facs  eft  14 6. 

jjj.  Remarquez  que  la  fuite  des  nombres  36 , 14 6 , 4 jrf,  Scc  Cç 
Forme  en  ajoutant  au  nombre  qui  précédé,  le  produit  aïo  des  trois 
divifeurs  3 , 7,  ro,  & cela  aura  lieu  toutes  les  fois  que  les  divifeurs 
feront  des  nombres  premiers  entre  eux.  S’ils  ne  l’étoient  pas,  lapro- 
grclïïon  formée  par  l’addition  de  leur  produit , ne  contiendroit  a la 
vérité  que  des  nombres  propres  à fatisfaire  au  problème  ; mais  elle  no 
les  contiendroit  pas  tous. 

} ï 6.  C'eft  par  une  application  de  cette  méthode  que  l'on  peut  réfoudre 
plufieurs  problèmes  relatifs  au  Calendrier.  Soit  propofé , par  exemple  , 
de  trouver  dans  quçlle  année  de  l'Ere  Chrétienne  , on  a eu  17  de  Cycle 
folaire , 6 de  Cycle  Lunaire,  & j d'indiétion. 

On  fait  que  le  Cycle  folaire,  autrement  dit,  le  Cycle  des  Lettres 
Domiaicales  , eft  une  révolution  périodique  de  t8  ans  ; que  le  cycle 
Lunaire , plus  connu  fous  le  nom  du  Nombre  d’Or  , eft  une  révo- 
lution de  19  ans,  & que  l’indi&ion  Romaine  recommence  tous  les 


15  ans. 

Cela  pofé , appc liant  x l’année  que  l’on  demande , on  aura  .... 

= E ï=i  = E'  y,  X-=l  =£».  U 

r8  19  ij 

première  équation  donne  * = i8E  4-  17  , & fubftituant  cette  valeur 

de  x dans  la  fécondé  équation  , on  a ^ 1 * *=  E' ; d’où  on  rire, 

après  les  opérations  convenables  , . . E=  i9E'4-n,  & par  coa- 
fequent  x = j3 1 E'  4-  6 j 3. 

Subftituant  cette  nouvelle  valeur  de  x dans  la  troifîeme  équation , ou 
Sia.  E1  — t—  8 

trouve  ss  E'lî  ce  qui  donne  E rj  E 4-  n , # par 


conféquent  *=798 oE"  4-  6485. 

Soit  maintenant  E'  = o , on  aura  *=  6485.  Si  on  fuppofe  E"  ss  1,  ou 
aura  x ss  14465  , & ainfi  de  fuite.  Mais  comme  ces  années  appartien- 
nent à la  Période  Julienne  » dont  le  commencement  précédé  de  47  r 3 
ans  celui  de  l’Ere  Chrétienne , il  faut  fouftraire  4713  de  ces  différente* 
époques  , pour  les  réduire  aux  années  de  notre  Ere  qui  fatisfont  au* 
trois  conditions  du  problème. 

SouftraéHon  faite  fur  la  première  époque , qui  eft  6485 , on  trouve» 
17,71  pour  refte.  Ainfi  depuis  le  commencement  de  l’Ere  Chrétienne  x 
& même  depuis  le  commencement  du  monde  , tel  que  la  Chronologie 
ordinaire  le  fixe,  il  p'y  a eu  que  l'année  1771  de  notre  Ere  qui  aie 
jéuni  tout  à la  fois,  17  dç  Cycle  Solaire,  6 de  Nombrç  d’Ox , Sç  f 
^’lndiélion. 

En fouftrayant pareillçmçnr 4713  delà  fecpndç époque,  1446$ 
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trouve  que  l'année  9751  de  notre  Ere  fera  la  feule  qui  dans  l'intervalle 
de  1771  à 97î  1 , fatisfera  aux  mêmes  conditions.  Les  autres  annécsqui 
y fatisferoient  de  même,  ne  fe  fuivroient  que  tous  les  7980  ans , dont 
eft  formée  la  Période  Julienne  , ainlî  appel Ice  de  Jofcph-Jule  Scaliger 
Ajui  l’imagina  le  premier.  Cette  ^Période  réfulte  du  produit  des  trois 
Cycles,  18,  19  & 15.  Elle  eft  préférable  à la  Période  Dyonifienne, 
qui  n'eft  que  -de  ^31  ans  , ('produit  de  18  par  1 9)  y en  ce  qu’elle  era- 
brafle  un  bien  plus  grand  nombre  d’événements  dans  fa  durée. 

3 57.  Ceux  qui  délireront  connoîtrc  plus  en  détail  la  Théorie  des  pro- 
blèmes indéterminés,  trouveront  dequoi  fc  fatisfaire , dans  le  fécond 
Volume  des  Eléments  d’ Algèbre  de  M.  Euler.  Nous  terminerons  ceux- 
ci  par  les  énoncés  de  quelques  problèmes,  dont  on  trouvera  les  réfub- 
tats  à la  fin  du  Livre,  fous  la  lettre  H”. 

I.  Deux  Courriers  font  partis  au  même  inftant , l’un  de  Paris  pour 
Eontainebleau , l’autre  de  Fontainebleau  pour  Paris.  Leurs  vîtelTes  font 
dans  le  rapport  de  3 à 4 ; on  demande  où  il  fe  rencontreront,  la  diftance 
des  deux  points  de  départ  étant  fuppofée  de  14  lieues.  Généralifer  le 
problème. 

II.  Un  lievre  a déjà  fait  un  nombre  n de  pas  , lorfqu'un  Lévrier  fe  x 
met  à fa  pourfuite.  Les  pas  du  Lévrier  font  plus  grands  que  ceux  du 
Lievre  dans  le  rapport  Ac.p-.q-.  mais  auffi  le  Lievre  fait  m-\-a  de  pas, 
pendant  que  le  Lévrier  n’en  fait  qu’un  nombre  m.  Trouver  une  for- 
mule qui  fade  connoître  fi  le  Lévrier  atteindra  le  Lievre , & au  cas 
qu’il  l’atteigne , à quelle  diftance  il  l’atteindra. 

III.  B a dépenfé  re  fiers  de  fon  argent , & fa  dépenfe  eft  telle  que 
la  cinquième  puiflance  de  l’argent  dépenfé  eft  au  cube  de  l’argent  qui 
lui  refte  : : p :'8.  C au  contraire  a gagné  une  fomme  dont  le  cube  eft  au 
quarré  de  celle  qu’il  avoir  d’abord  : : 3 ; 16.  Trouver  ce  qu’ils  avoient, 

& ce  qui  leur  reue. 

IV.  Une  perfonne  à qui  on  avoit  demandé  quelle  heure  il  étoit,  ré- 
pondit qu’il  étoit  entre  5 & 6 heures , & que  l’aiguille  des  minutes  fc 
trouvoit  exactement  fur  celle  des  heures.  Quelle  heure  étoit-il  donc  ? 

V.  Trois  caufes  C,  C',  C"  agiffant  féparément , ont  produit  les 
trois  effets  E,  E',  E"  d^ns  des  rems  T,  T‘,T'*.  Quel  temps  leur 
faudroit-il,  agiffant  toutes  trois  «nfemble  , pour  produire  l’effet  E11'? 

VI.  Etant  donnés  les  prix  a & b de  deux  quantités  , pour  en  former 
un  mélange  c dont  le  prix  moyen  foit  m , quelles  parties  x 8c  y doit- 
on  prendre  de  ces  quantités  ? 

- VII.  Démontrer  la  Réglé  de  double  faufTe  poûtion  , autrement  que 
dans  le  n“  168. 

VIII.  La  fomme  de  6000*  placée  à intérêt  pendant  1 j ans  4 mois 
a produit  i8qoott,  y compris  les  intérêts  des  intérêts.  A quel  denier 
cette  fomme  a-t-elle  été  placée? 

IX.  Calculer  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  les  pre- 

• • û?“  ' ~~  X * 

miers  rerrnes  de  la  férié  qui  provient  de  ; . 

n-f-éx-x1 
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X.  Trouver  parla  méthode  invcrfe  des  fériés  la  valeur  de  y , ea 


r r „ J . 7 . J.M,.- 

Juppofant  que  I on  a x = y -4-  - y*  -4-  y»  •+•  &c. 

^ i-4  6 . 8 ^ 10.tr 

XI.  Réfoudre  généralement  les  problèmes  fur  la  population  i 
n®  309. 


XII.  On  a divifé  le  nombre  57  en  deux  parties  , dont  la  plus  grande 
multipliée  par  le  quarré  de  la  plus  petite  , donne  800.  Quelles  font  ces 
parties  ? 

XIII.  ConnoifTant  la  fomme  a de  deux  nombres  , & le  quotient  q du 
moindre  de  ces  nombres  divifé  par  la  racine  cube  du  plus  grand , déter- 
miner ces  nombres. 


XIV.  Soit  un  nombre  compofé  de  trois  chiffres  , tels  1 0 , qu’en  les 
multipliant  les  uns  par  les  autres,  leur  produit  foit  *4;  1“ , que  le 
chiffre  du  milieu  ne  foit  que  la  fixieme  partie  de  la  fomme  des  deux 
autres  5 }°  qu'en  fouftrayant  £94  de  ce  nombre , le  refte  foit  compofé 
des  mêmes  chiffres  que  cç  nombre , mais  dans  un  ordre  inverfe.  On 
demande  quels  font  ces  trois  chiffres. 

XV.  Etant  donnée  l'équation  *♦  ■+■  x3  -4»  rx'1  — x ■+•  3 = o , dé- 
terminer fes  racines  par  la  méthode  des  divifeurs.  ' 

XVI.  Le  Gouverneur  d’une  Place  afliégée  voulant  obtenir  au  plutôt 
du  feeours  de  fon  Général  , lui  écrit  que  la  JGarnifon  eft  réduite  a au- 
tant de  centaines  d’hommes  qu’il  y a d’unités  dans  la  racine  pofîtive 
de  l’équation  x*  - x3  — 44*1  •+■  +çx  = 14  j.  L’homme  chargé  de  ce 
billet  eft  arrêté  par  les  ennemis  i on  le  fouille  , on  voit  l’avis  donné  au 
Général , & on  n’y  comprend  rien.  Si  vous  eufliez  été  dans  le  camp  des 
allégeants,  quel  parti  auriez-vous  tiré  de  ce  billet? 

XVII.  Un  Voiturier , chargé  du  tranfport  d’un  barril  plein  de  vin  , 
en  a d’abord  tiré  n bouteilles,  qu’il  a remplacées  par  11  bouteilles 
d’eau.  Puis  il  a tiré  1 1 autres  bouteilles  de  ce  barril , qu’il  a remplacées 
par  1 1 bouteilles  d’eau  ; & il  a fait  deux  autres  fois  la  même  ma- 
nœuvre. Arrivé  à fa  deftination  , il  eft  foupçonné  d’avoir  mis  do 
J’eau  dans  le  barril:  on  décompofe  ce  mélange  , & il  n’en  réfulte  que 
j4  bouteilles  de  vin  pur.  Le  Voiturier  offre  de  payer  ce  qu’il  a fou£> 
trait  : mais  on  ne  fait  comment  l’évaluer , le  barril  n’exiftant  plus.  Si 
on  s’étoit  adreffé  à vqus  pour  cette  évaluation , comment  en  feriez, 
vous  yenu  à bout  ? 

XVIII.  Extraire  la  racine  quarrée  des  quantités  fuivantes  , , « , 

- 1®.  14-4-4»/  J , , , , 1®.  18  -4-  V"  i?7  , . , . 3 J$-+'X  V f • • , 
4".  10  /—  1. 

XIX.  Extraire  la  racine-cube  de  11  .+•  iav^  7 , & de  — 14  — 


40  V r—  x. 

XX.  Trouver  par  approximation  les  racines  de  l’équation  x1  — 17  *4 
*4-  <ix—  350=4. 

XXI.  Etant  donnée  l’équation  *4 — 8x5-4-iox* — ijx-4-7  = o» 
trouver  la  valeur  de  x approchée  jufqu’au  cinquième  rang  des  dé- 
eimalts. 
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XXII.  Par  la  Règle  de  double  faulTc  pofition  calculer  la  valeur  de 
l’inconnue  y dans  l'équation  exponentielle  xooo. 

XXIII.  Avec  des  écus  de  fix  francs  8c  des  écus  de  jtt,  de  combien  de 
maniérés  pourroit-on  faire  la  fomme  de  164**  ? 

XXIV.  Ondéfircroit  avoir  un  nombre  qui  pût  être  exactement  divilï 
par  7 , & qui  étant  divifé  par  t , 3 , 4 , y & 6 donnât  1 pour  relie. 

XXV.  Réfoudre  par  la  méthode  des  problèmes  indéterminés,  le  troi- 
sième cas  de  la  Règle  d' Alliage  ( page  173^. 

XXVI.  Un  Aubergille  a fait  payer  xott  pour  la  dépenfe  de  quelques 
Voyageurs , à raifon  de  4 francs  par  Maître  , de  aof  par  Domeftique  , 
& de  ?or  par  Cheval.  Combien  y avoit-il  de  Maîtres , de  Domeftiques 
& de  Chevaux? 

XXVII.  Avec  des  Pièces  de  24*',  de  nf  , & de  , eft-il  polTible  de 
faire  un  paiement  de  19*  ? Et  au  cas  que  cela  foit  podïblc , de  combien 
de  nlanieres  cela  l'eft-il  ? 

XXVIII.  On  a acheté  une  Bibliothèque  compofée  de  mille  volumes, 
dont  les  infolio  ont  été  évalués  à 6tt  chacun;  les  in-quarto  à }tt , éc 
les  in- 1 2 à jor.  Elle  a coûté  2190*.  Combien  y avoit-il  de  volumes  de 
chaque  format  ? 

XXIX.  En  quelle  année  le  Pape  Grégoire  XIII  réforma-t-il  le  Calen- 
drier? Pour  vous  aider  à en  rappollcr  la  date  , on  vous  dit  feulement 
que  cette  année-là  avoir  6 pour  Nombre  d’Or,  & 23  pour  Cycle  Solaire. 

XXX.  Il  parut  une  Comète  fingulicrement  remarquable  dans  une 
certaine  année  , qui  avoir  pour  Nombre  d’Or  9 , pour  Cycle  Solaire  9 , 
& 3 pour  Ipdiétion.  Quelle  étoit  cette  annéc-là  î 


”, 
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ÉLÉMENTS 

D E 


GÉOMÉTRIE. 


378.  JLja  Géométrie  tire  fon  nom  du  principal  ufage; 
auquel  il  femble  quelle  fut  employée  dans  l’origine.  Le  par- 
tage des  biens  exigeoit  une  fcience  qui  apprît  à connoître 
avec  précifion  leur  étendue  ; cette  fcience  fut  appellée  Géo- 
métrie , c’eft-à-dire  , mefure  de  la  terre. 

Elle  refta  bornée  à ce  premier  ufage  , jufqu’à  la  brillante 
époque,  où  Archimede  &c  plufieurs  autres  Géomètres  Grecs 
lui  donnèrent  tant  d’éclat.  Mais  elle  ne  mérita  vraiment 
le  nom  de  fcience , qtf  après  avoir  çté  réduite  en  corps  de 
do&rine,  par  Euclide,  qui  ralïembla  les  principales  dé- 
couvertes géométriques  faites  avant  lui. 

Il  joignit  les  fiennes  à celles  des  Géomètres  qui  l’avoient 
précédé,  & toujours  aulfi  rigoureux  dans  fesdémonftrations, 
que  méthodique  dans  fa  marche,  il  vint  à bout  de  fixer 
8c  de  répandre  les -notions  jufques- là  fort  vagues  de  la 
Géométrie.  Son  Ouvrage , confacré  depuis  deux  mille  ans, 
par  l’eftime  générale  des  fiecles  éclairés,  cft  un  des  plus 
précieux  monuments  échappés  aux  injures  du  temps. 

Euclide  y confidere  l’étendue  dans  fon  berceau,  pour 
ainfi  dire , & procédant  toujours  du  plus  fimple  au  plus 
compofé , il  s’eleve  par  une  gradation  bien  foutenue  , de- 
puis le  Paint  jufqu’aux  Solides.  Nous  fuivrons  à peu-près 
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la  même  gradation  y mais  en  nous  rapprochant  de  la 
méthode  que  les  Géomètres  modernes  ont  adoptée.  Si  elle 
n’eft  pas  aufli  rigoureufe  , elle  a d’autres  avantages  qui  nous 
la  font  préférer. 

Au  refte , quoiqu’il  n’y  ait  point  d’étendue  fans  lon- 
gueur, largeur  & profondeur,  on  peut  cependant  eonfi- 
dérer  ces  trois  dimenfions , les  unes  fans  les  autres.  C’eft 
ainfi  , par  exemple , que  l’on  parle  de  la  longueur  d’une 
Toife  j fans  fpnger  à fa  largeur  j & que  l’on  parle  de  la 
grandeur  d’un  étang  , fans  faire  mention  de  la  profon- 
deur de  fes  eaux. 

Cette  abftraétion  fimplifiant  les  recherches  de  la  Géo- 
métrie Elémentaire  , prefque  tous  les  Auteurs  qui  ont 
écrit  depuis  un  fiecle  fur  cette  matière,  s’en  fonr  fervis 
pour  divifer  leurs  Ouvrages  en  trois  Parties.  Dans  la 
première  , ils  enfeignent  ce  qui  a rapport  à la  feule  di- 
menfion  de  longueur,  favoir  les  propriétés  des  Lignes 9 
la  mefure  des  Angles  quelles  forment , &c  la  defeription 
des  Figures  qui  en  réfultenr.  Dans  la  fécondé , ils  con- 
fièrent tout-à-la  fois  la  longueur  & la  largeur , & ils 
enfeignent  à roefurer  les  Surfaces.  Dans  la  derniere  Partie 
ils  fuppofent  les  trois  dimenfions  réunies  , & ils  cherchent 
à déterminer  la  furface  &C  la  folidité  des  corps.  Nous  fui- 
vrons  le  même  plan. 
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PREMIERE  PARTIE. 

D ES  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE 

FIG.  35-9.  D u n point  A quelconque  on  peut  aller  à un  autre 
I*  point  B,  par  une  infinité  de  chemins  différents:  mais 
on  voit  bien  qu’il  doit  y en  avoir  un  plus  court  que 
tous  les  autres  \ & celui-là  , quel  qu’il  foit , s’appelle  la 
Ligne  droite. 

360.  Donc  l°,  La  vraie  mefure  de  la  dijlance  d'urt 
point  à un  autre  point,  ejl  toujours  la  ligne  droite  qui  les  joint . 
•Telle  eft  la  ligne  AB. 

Donc  2° , on  ne  peut  mener  qu’une  feule  ligne  droite 
d’un  point  à un  autre  ; & par  conféquent  deux  points 
fuffifent  pour  déterminer  la  pojition  d'une  ligne  droite  quel- 
conque. Toures  les  autres  que  l’on  voudroit  mener  par 
les  mêmes  points,  fe  confondroient  avec  la  première. 

Donc  30  , deux  lignes  droites  ne  peuvent. fe  couper  qu'en 
un  feul  point  : elles  ne  peuvent  jamais  avoir  deux  points 
communs. 

361.  Lorfqu’une  ligne  droite  en  rencontre  une  autre, 
il  en  réfulte  une  Ligne  brifée.  Telles  font  les  lignes  ADB 
5c  A F B , qui  aboutiffent  aux  mêmes  points  A &c  B , 
que  la  droite  A Bi  Or  cette  droite  elf  plus  courte 
que  toute  autre  ligne'. qui  fe  termine  aux  mêmes  points  : 
Donc  une  ligne  droite  quelconque  menée  entre  deux  points 
donnés , ejl  plus  courte  que  tdutes  les  lignes  brifées , menées 
entre  les  mêmes  points. 

Donc  aufîi  celles-là  font  les  plus  longues  parmi  les  li- 
gnes brifées , qui  s’éloignent  le  plus  de  la  ligne  droite  * 
& on  fent  bien  qu’il  peut  y en  avoir  une  infinité. 

On  peut  en  décrire  de  même  une  infinité  d’autres  qui 
changeant,  pour  ainfi  dire,  de  direction  à chaque  point, 
comme  les  lignes  A C B , A M B , aboutiffent  pourtant 

1 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques*  • Sj'3. 

aux  mêmes  points  A & B.  On  les  appelle  des  Lignes  nG* 
courbes , & elles  font  diverfifiées  à l’infini.  Mais  il  en  eft 
une  plus  connue  & plus  facile  à décrire  que  les  autres  : ’ ^ 

c’eft  la  Courbe  circulaire . t 

3 62.  Soit  la  droite  AC  mobile  autour  du  point  A. 

Il  eft  clair  que  fi  elle  fait  une  révolution  entière,  fon 
extrémité  C décrira  une  courbe  fermée  CEBDC.  L’efpace 
terminé  par  cette  courbe  fe  nomme  Cercle.  La  courbe  qui 
le  termine  s’appelle  la  Circonférence.  ( Il  ne  faut  pas  con- 
fondre ces  deux  chofes). 

Le  point  A eft  le  centre  du  cercle.  Toute  ligne  droite, 
menée  du  centre  à un  des  points  de  la  circonférence  p 
fe  nomme  Rayon  } & tout  rayon  prolongé  en  ligne  droite 
au-delà  du  centre  jufqu’à  la  circonférence , fe  nomme 
Diamètre.  Ainfi  AB  eft  un  rayon  j BD  eft  un  diamètre. 

363.  11  fuit  delà  defcription  du  cercle,  i°,  que  tous 
fès  rayons  font  égaux  j 2°,  que  tous  fes  diamètres  le  font 
auffi;  30,  que  chaque  diamètre  divife  le  cercle  & la  cir- 
conférence en  deux  parties  égales. 

Une  portion  quelconque  C E B de  circonférence  fe 
nomme  Arc  de  cercle.  L’efpace  A C E B A renfermé  entre 
l’arc  C E B & les  deux  rayons  CA,  AB,  fe  nomme 
SeSeur.  L’efpace  C E B C compris  entre  le  même  arc  CEB 
& la  droite  C B fe  nomme  Segment  j enfin  la  droite  C B 
fe  nomme  la  Corde  de  l’arc  CEB.  r 

354.  Concluons,  i#,  que  dans  un  meme  cercle  le 
diamètre  eft  toujours  plus  grand  qu’une  corde  quelcon- 
que. Car  fi  on  mene  A C , par  exemple  , on  aura  la  ligne 
brifée  CAB  plus  grande  que  CB:  or  CAB=3ÜBj 
donc  DB>CB. 

Concluons  20,  que  dans  un  même  cercle,  les  arcs  égaux 
©nt  des  cordes  égales  , ôc  réciproquement. 

30,  Que  les  plus  grands  arcs  font  foutendus  par  les  plus 
grandes  cordes  , & que  les  plus  petits  arcs  font  foutendus 
par  les  plus  petites  cordes  ; ce  qui  eft  réciproque. 

Vous  oblerverez  feulement  que  lorfqu’on  parle  de  l’arc 
fautendu  par  une  corde , or.  entend  toujours  le  plus  petit 
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tÏG.  are  qui  eft  terminé  par  cette  corde.  Ainfi  la  corde  CB  fou-* 
2 rend  l’arc  C E B & non  l’arc  C D B. 

Si  les  Géomètres  divifent  la  circonférence  du  cercle  en 
360  parties  égales  qu’ils  nomment  degrés,  & s’ils  fou- 
divifent  enfuite  chaque  degré  en  60  minutes  , chaque  mi- 
nute en  60  fécondés , &c  , c’eft  que  ces  divifions  leur 
ont  paru  plus  commodes  à caufe  du  grand  nombre  de 
diviieurs  exa&s  de  3 60  8c  de  60. 

365".  Il  Fuit  de-là  que  les  degrés  8C  les  minutes  d’un 
cercle  ne  font  pas  des  quantités  abfolues  comme  un  pied  t 
une  toife,  &c.  Leur  grandeur  varie  dans  le  même  rap- 
port que  celle  des  circonférences  auxquelles  ils  appartien- 
nent , puifqu’ils  en  font  des  parties  iemblables. 

Des  Angles. 

3.  366.  Si  deux  lignes  droites  A C,  8c  CD  fe  rencontrent; 

elles  forment  l’Angle  A C D , qui  a fon  Sommet  au  point 
de  rencontre  C , & dont  les  lignes  AC,  CD  font  les 
Cotés.  ( Quand  on  défigne  un  anglè  par  trois  lettrés  , on 
place  au  fécond  rang  celle  qui  eft  à fon  fomrnet.  Si  oti 
ne  le  défigne  que  par  une  feule  lettre  , c’eft  toujours  pat 
éelle  qui  eft  au  fomrnet). 

Décrivons  du  centre  C & d’un  rayon  quelconque  C K 
l’arc  KL , nous  aurons  une  mefure  bien  naturelle  de  l’angle 
À C D ; puifque  fi  l’on  conçoit  que  cet  angle  augmente 
en  devenant  A C d , ou  diminue  en  devenant  AGI,  l’arc 
KL  augmentera  ou  diminuera  dans  le  même  rapport. 
On  peut  donc  dire  que  la  mefure  d'un  angle  qui  a fort 
fomrnet  au  centre  d’un  cercle  quelconque  eft  l’arc  compris 
entre  fes  côtés. 

Au  refte , quoique  l’on  puifle  décrire  du  centre  G avec 
des  rayons  inégaux , une  infinité  d’arcs  de  cercle  compris 
entre  les  mêmes  côtés  CA,  D C , tous  ces  arcs  n’ert 
ont  pas  moins  le  même  nombre  de  degrés , parce  qu’iU 
font  tous  des  parties  femblables  de  leurs  circonférences. 
C’eft  pourquoi , en  difant  que  l’angle  AC  D a pont  mefure 
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l’arc  K L , on  entend  toujours  le  nombre  de  degrés  de  j jç 
l’arc  K L , & non  la  longueur  abfolue  de  cet  arc. 

36 7.  Donc  la  grandeur  d’un  angle  ejl  tcut-à-fait  in-  3* 
dépendante  de  la  longueur  de  fes  côtés. 

On  diftingue  trois  fortes  d’angles,  l’angle  aigu , l’angle 
droit , & l’angle  obtus.  Tout  angle  qvii  a pour  mefure  moins 
de  90°,  eft  un  angle  aigu.  Tel  eft  entre  autres  l’angle 
BCd.  Tout  angle  qui  a pour  mefure  90*,  ou  le  quart  1 
de  la  circonférence,  eft  un  angle  droit.  Tel  eft  l’angle 
A CI.  Enfin  tout  angle  qui  eftmefuré  par  un  arc  de  plus 
de  90°,  eft  un  angle  obtus.  Ainfi  l’angle  A C D eft  un 
angle  obtus. 

368.  On  nomme  Complément  d’un  angle  ou  d’un  arc, 
ce  qui  manque  à cet  angle  ou  à cet  arc  pour  qu’il  foie 
de  90°.  Ainfi  le  complément  d’un  arc  de  y7°  3 i'  eft 
dé  3 2°  ip'. 

On  nomme  Supplément  d’un  angle  ou  d’un  arc  ce  qu’il 
faut  ajouter  à cet  angle  ou  à cet  arc  pour  avoir  1 8o\ 

Un  angle  aigu  de  3 y0  pat  exemple , a pour  fupplémenc 
un  angle  obtus  de  145’°,  & réciproquement. 

3 {>9.  Il  fuit  de-là  que  deux  angles  font  égaux  t quand 
ils  ont  un  même  fupplément 

Donc  les  angles  A C D , B C F oppofés  au  fomrnet  font 
égaux : car  ils  ont  un  meme  fupplément  DCB. 

370.  Il  fuit  aufti  qu’une  droite  DC  qui  tombe  fur 
une  autre  AB,  forme  avefc  elle  deux  angles  ACD  &c 
DC  B,  dont  la  fomme  eft  toujours  dé  180°.  On  peut 
donc  dire  que  les  deux  angles  formés  par  la  rencontre  de 
deux  lignes , équivalent  toujours  à deux  angles  droitt. 

Et  par  conféquent  la  fomme  des  quatre  angles  A C D 4 
DC  B , È C F , & FC  A équivaut  à quatre  angles  droits  5 
ou  ce  qui  revient  au  mèmè  , les  angles  formés  par  l’in— 
terfe&ion  de  deüx  lighes,  ont  pour  mefure  360°. 

En  général,  fi  taht  de  droites  ACB  , DCI,  ECH, 
que  l’on  voudra  , viennent  fe  couper  en  nombre  quelcon- 
que au  point  C,  la  fonvmt  dts  angles  ACD  -+^  DCE  H- 
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fcHG  ôcc , qu’elles  feront  toutes  enfemble  d’un  feul  côte  de  A B 
fera  de  i8o°,  5c  la  fomme  des  angles  qu’elles  feront  tant 
• v en  defliis  qu’en  deûfous  de  A B , fera  de  3 6o°\ 

Des  Lignes  perpendiculaires. 

371.  On  appelle  Lignes  perpendiculaires  celles  qui  par 
(f*  leur  rencontre  forment  des  angles  droits.  Ainfi  A B eft  per- 
pendiculaire à DF,  fi  l’angle  A G D , par  ex.  eft  de  <?o°. 

Si  on  décrit  du  centre  C & du  rayon  CD  la  circonfé- 
rence DEFGD,  l’arc  DE  fera  depo0,  ainft  que  l’arc 
EF.  Donc  leurs  cordes  ED  , EF  feront  égales  (36 4). 
Donc  le  point  E fera  à égale  diftance  de  D & de  F, 
comme  le  point  C.  Ainfi  la  ligne  A B aura  deux  de  fes 
points  également  éloignés  chacun  de  D & de  F.  Tous 
les  autres  points  feront  donc  autant  éloignés  du  point 
D que  du  point  F ( 3 60  }. 

Réciproquement , fi  les  deux  points  A , E de  la  ligne 
droite  A B font  chacun  également  éloignés  de  D 5c  de  F , 
cette  ligne  A B fera  perpendiculaire  à D F.  Car  deux  des 
points  de  la  ligne  A B étant  chacun  à égale  diftance  de  D 
5c  de  F,  tous  les  autres  points  de  AB  ont  certe  même 
propriété.  Donc  D C =C  F ; par  conféquent  la  ligne  A B 
divife  en  deux  également  la  ligne  D F.  De  plus  E D = E F. 
Donc  les  arcs  ED,  EF  font  égaux  ; ils  font  donc  chacun 
de  90°  ; donc  AB  eft  perpendiculaire  à DF. 

Enfin  fi  AB  eft  perpendiculaire  à DF,  5c  fi  d'ailleurs 
{on  point  A eft  également  éloigné  des  points  D 5c  F,  tous 
les  autres  points  de  la  ligne  AB  auront  la  même  propriété 
que  le  point  A ; fans  quoi  cette  ligne  ne  feroit  plus  per- 
pendiculaire à la  ligne  D F.  Un  feul  point  fuffit  donc  pour 
déterminer  la  pofition  d'une  perpendiculaire , quand  on  a 
déjà  la  ligne  fur  l aquelle  on  veut  la  mener. 

372.  Il  eft  évident  que  la  ligne  droite  DF  eft  plus 
courte  que  la  ligne  brifée  DEF,  ôc  que  par  conféquent 
DCj  moitié  de  DF,  eft  plus  courte  que  DE,  naoitié 

do 
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de  DEF,  & à plus  forte  raifon  que  toute  autre  obli-  FI<3. 
que  DA. 

On  doit  donc  regarder  la  perpendiculaire  menée  d'un 
point  donné  fur  une  ligne  droite  comme  la  vraie  mefure 
de  la  diftance  de  ce  point  à la  ligne  dont  il  s’agit. 

373.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  , il  eft  facile 
de  réfoudre  les  problèmes  fuivants. 

I.  Divifer  la  ligne  donnée  DC  en  deux  parties  6* 
égales. 

Je  décris  des  points  D & C pris  pour  centres , & du 
même  rayon  D G deux  arcs  de  cercle  qui  fe  coupent  aux 
points  G&H,  & par  ces  deux  points  d’interfeéiion , je 
mene  G F H , qui  divifera  la  ligne  D C en  deux  égale- 
ment au  point  F.  Ce  problème  eft  d’un  grand  ufage. 

II.  Mener  d’un  point  donné  G hors  d’une  droite  AB  une 
perpendiculaire  GF  fur  cette  ligne. 

Je  décris  du  centre  G un  arc  DC  qui  coupe  la  ligne  AB 
aux  points  D & C.  Je  divife  enfuite  DC  en  deux  parties 
égales  DF  & FC,  & par  les  points  F & G je  mene  FG  qui 
fera  la  perpendiculaire  demandée.  Car  deux  de  fes  points , 
favoir  F & G font  chacun  à égale  diftance  des  deux  points  D 
& C de  la  ligne  AB.  Doncf  3 7 1 )FG  eft  perpendiculaire  à AB. 

3 74.  Comme  il  n’y  a qu’un  feul  point  F qui  foit  le  milieu 
de  la  ligne  DC,&  qu’on  ne  peut  mener  d’un  point  à un  autre 
qu’une  feule  ligne  droite  , on  en  doit  conclure  que  d’un 
point  pris  hors  d’une  droite,  on  ne  peut  mener  qu’ïiiiet 
feule  perpendiculaire  à cette  droite. 

III.  Mener  par  un  point  donné  F de  la  ligne  AB  una 
perpendiculaire  à cette  ligne.  * 

Je  prends  d’abord  DF  = FC  , enfuite  des  centres  D & C, 

& du  même  intervalle  DG,  je  décris  deux  arcs  qui  fe  coupenc 
en  G , & ayant  mené  FG  , je  dis  qu’elle  fera  la  perpendi- 
culaire cherchée.  Car  deux  de  fes  points  font  chacun  i égale 
diftance  de  D & de  C. 

Il  eft  donc  évident  que  d’un  point  pris  fur  une  ligne , on 
ne  peut  élever  qu’une  feule  perpendiculaire  à cette  ligne. 

Si  le  point  donué  F écoit  à l’e*tréraké  de  la  ligne  AB; 
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on  prolongeroit  cette  ligne , & on  éleveroit  la  perperrdicu* 
laire  , comme  il  vient  d’ctre  dit.  Mais  li  on  ne  pouvoir  pas 
prolonger  la  ligne  donnée  , on  fe  ferviroit  d’une  méthode 
que  nous  indiquerons  bientôt.' 

Des  Lignes  perpendiculaires  conjidérées  dans  le  Cercle. 

7-  ?7 T*  S°IT  rayon  CM  perpendiculaire  à la  corde  F G ; 

il  eft  clair  que  le  point  C eft  également  éloigné  de  F & de 
G,  & par  conféquent  que  tout  autre  point  du  rayon  CM  eft 
également  éloigné  de  F & de  G;  ona  donc  FD  = DG  , 8c 
"FM=MG.  L’arc  F I M eft  donc  égal  à l’arc  MLG, 
ou  l’angle  FCM  = l’angle  M C G ; c’eft-à-dire  que  tout 
rayon  ou  diamètre  perpendiculaire  à une  corde,  coupe  en 
deux  parties  égales  cette  corde  l’arc  quelle  fout  end. 

Réciproquement , fi  la  corde  FG  eft  divifée  en  deux  éga- 
lement par  le  rayon  CM,  ce  rayon  fera  perpendiculaire  à 
la  corde  FG , & divifera  en  deux  également  l’arc  FMG 
ou  l’angle  F C G : en  effet  ce  rayon  a deux  points  C & D 
également  éloignés  de  F & de  G ; donc  il  eft  perpendi- 
culaire  à FG,  & par  conféquent  MF  = MG. 

Si  la  corde  F G eft  divifée  en  deux  également  & per- 
pendiculairement par  la  ligne  D M , il  fl’eft  pas  difficile 
de  démontrer  que  cette  ligne  paffe  néceffairement  par 
le  centre  C , puifque  le  point  D de  la  perpendiculaire 
D M étant  à égale  diftance  de  F & de  G , tous  fes  autres 
points  doivent  avoir  la  même  propriété.  Le  centre  C eft 
dans  ce  cas  ; donc  la  perpendiculaire  D M doit  paffer 
par  le  centre.  ' - 

376.  De-!à  il  fuit  que  de  ces  trois  chofes , être  perpendi - 
tulaire  à une  corde  } la  divifer  en  deux  également,  paj'er par 
le  centre , deux  étant  pofées,  la  troifîeme  fuit  néceffairement. 

- Pour  faire  quelque  application  de  ces  principes,  propo- 
fons-nous  de  divifer  l’arc  DMC  en  deux  également. 

On  mènera  la  corde  DC  , 8c  on  divifera  cette  corde  en 
deux  également  5£  perpendiculairement  par  la  ligne  GM 
^iü  coupera  l’arc  DMG  eu  deux  parties  égales  au  point  M. 
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Donc  s’il  falloit  divifer  l’angle  DGC  en  deux  parties 
égales  , on  décriroit  du  fommet  G comme  centre,  & d’un  0'. 
intervalle  quelconque  GD  l’arc  DMC.  On  diviferoit  en- 
fuit|  cer  arc  en  deux  également  au  point  M , & ayant 
mené  MG , il  eft  évident  que  cette  ligne  diviferoit  en 
deux  également  l’angle  DGC. 

Si  on  divife  de  la  même  maniéré  , l’angle  DGM  en  deux 
parties  égales,  on  aura  le  quart  de  l’angle  DGC,  enfuite 
le  huitième  j le  feizieme  , &c.  11  eft  donc  facile  de  divi— 
fer  par  la  Géométrie  élémentaire  un  angle  quelconque  en 
2,  4,  8,  1 6,  3 2,  Scc , parties  égales.  Mais  iorfqu’il  s’agit  de 
divifer  un  angle  en  3 , y , 7 , 9 , &c  parties  égales  , c’eft  un 
problème  dont  la  difficulté  ne  peut  être  appréciée  que  par 
ceux  qui  font  déjà  avancés  dans  l’étude  de  la  Géométrie. 

377.  Soit  propofé  maintenant  de  faire  palfer  une  circon-  g. 

férence  par  trois  points  A,  B,D  qui  ne  foient  pas  en 
ligne  droite.  # 

Ayant  mené  AB  & BD , on  divifera  ces  deux  lignes  en 
deux  également  & perpendiculairement  par  FL  & GI  , 
dont  le  point  de  concours  C fera  le  centre  du  cercle  cherché. 
Caron  aura,  pur  la  conflruBion , AC  = CB,  & CB  =* 

CD  ; donc  AC  = CD  : & par  conféquenrfi  du  rayon  CA 
on  décrit  la  circonférence  AüDA  > elle  paiîera  par  les  trois 
points  A,  B,  D. 

378.  De-là  il  fuit  que  trois  points  A , B $ D qui  ne  font 
pas  en  ligne  droite  déterminent  la  pofition  d’un  cercle.  Il  eft 
donc  impoflîble  que  deux  circonférences  de  cercle  fe  cou- 
pent en  plus  de  deux  points.  Car  fi  elles  fe  coupoient  en 
trois  j elles  ne  feroient  plus  qu’une  feule  Ôc  même  circon-, 
férence. 

Les  trois  points  A,  B,  D ne  peuvent  jamais  être  fup- 
pofés  en  ligne  droite  , parce  que  fi  l’on  pouvoir  faire  palier 
une  circonférence  par  trois  points  en  ligne  droite  , il  feroit 
polfible  de  mener  plufieurs  perpendiculaires  d’un  même 
point  fur  une  droite  ; ce  qui  eft  impoflîble  ( 374  ). 

Si  l’on  vouloir  trouver  le  centre  d’une  circonférence,  ou 

4'un  arc  de  cercle  donné,  on  prend  rw  » volonté  dans  cette 

Rrj 
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PIG.  circonférence  ou  dans  cec  arc,  trois  points  que  l’on  join- 
droit  par  deux  cordes  ; & Ton  diviferoit  ces  cordes  comme 
ci-deffus.  Le  centre  cherché,  fe  trouvera  toujours  au  poinc 
de  concours  des  deux  lignes  de  divilîon.  9 


Des  Tangentes. 


7- 


S- 


3 79 . Une  droite  M T qui  n’a  qu’un  feul  point 
M de  commun  avec  la  circonférence  F M G fe  nomme 
Tangente  , & le  point  commun  M fe  nomme  point  de 
ContaEt.  » 

Menons  du  centre  C au  point  de  conradt  M le  rayon 
CM;  ce  rayon  fera  plus  court  que  toute  autre  ligne 
COK  menée  du  centre  C à quelque  point  de  la  ligne  MT. 
Donc  il  mefurera  la  diftance  du  centre  C à la  ligne  MT. 
Donc  (372)  il  fera  perpendiculaire  à cette  ligne;  donc 
tout  rayon  ou  ÿamètre  qui  aboutit  au  point  de  contaEt , 
ejî  perpendiculaire  à la  tangente  qui  fe  termine  au  même 
point. 

Réciproquement , une  droite  quelconque  MT  perpen- 
diculaire à l’extrémité  M du  rayon  CM  eft  tangente  en  ce 
point  M : car  MT  étant  perpendiculaire  au  rayon  CM  , 
tous  les  autres  points  de  la  droite  MT  font  plus  éloignés  du 
centre  C que  le  point  M.  Donc  ils  font  tous  hors  du  cercle,  à 
l’exception  du«point  M,  qui  feul  eft  commun  à cette  ligne 
& à la  circonférence. 

3 80.  Il  eft  donc  facile  de  mener  une  tangente  à un 
point  quelconque  M pris  fur  une  circonférence  donnée  : car 
ayant  mené  le  rayon  CM,  on  eft  sûr  que  la  perpendiculaire 
à l'extrémité  du  rayon  eft  tangente  au  cercle. 

D’ailleurs  il  eft  évident  qu’une  droite  MT  ne  peut  toucher 
qu’en  un  feul  point  M la  circonférence  donnée.  Car  fi  elle 
touchoit  cette  circonférence  en  plusieurs  points,  on  pourroic 
mener  autant  de  perpendiculaires  différentes  du  centre  C 
fur  la  ligne  MT , ce  qui  eft  impoflible. 

381.  Si  deux , ou  un  plus  grand  nombre  de  cercles  fe 
touchent  en  un  poinc , loir  en . dehors  foie  en  dedans  ? 
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la  ligne  qui  parte  par  leurs  centres  paire  aufli  par  leur  point  FIG. 
de  contait.  . ' 

Car  la  même  tangente  TM  eft  perpendiculaire  aux  rayons 
CM , AM.  Donc  ces  rayons  ne  font  qu’une  feule  ligne 
droite  qui  aboutit  aux  deux  centres , & qui  parte  nécelîai- 
rement  par  le  point  de  contact.  O11  a donc  CA  = CM  -4- 
AM. 

Des  Lignes  parallèles. 

382.  Deux  lignes  AB  , CD  font  parallèles  lorfqu-e  leur 
diftanceeft  par-tout  la  même.  Par  exemple,  fi  toutes  ies  per- 
pendiculaires EG , FH , &c  menées  des  points  E , F &c  de 
la  ligne  AB  fur  CD  font  égales  , les  lignes  AB  , CD  font 
parallèles.  Mais  puifque  deux  points  fuffifent  pour  déter- 
miner la  pofition  d’une  droite , il  fuifit  que  deux  de  ces 
perpendiculaires  foient  égales , EG  par  exemple  & FH , 
pour  que  la  droite  CD  qui  parte  par  les  deux  points  G & H 
loit  parallèle  à AB. 

De-là  il  fuit  que  deux  lignes  parallèles  ne  peuvent  jamais 
fe  rencontrer  à quelque  difianoe  qu’on  les  fuppofe  prolongées. 

3 83 . Si  une  ligne  quelconque  NQ  coupe  deux  parallèles 
AB,  CD,  les  angles  AFG , FGD  formés  par  l’interfec- 
tion  de  cette  ligne  & des  parallèles  , font  altcraes-internes. 

( On  les  appelle  alternes , parce  qu’ils  font  de  différents 
côtés  de  la  fécante:  on  les  appelle  internes,  parce  qu’ils 
font  en  dedans  des  parallèles  ).  Or  prenons  les  deux  arcs  in- 
définis FLM , GKI  décrits  des  centres  G & F , & du  même 
intervalle  GF;  8c  prolongeons  les  perpendiculaires  EG, 

FH  jufqu’à  ce  qu’elles  rencontrent  les  arcs  GKI , FLM; 
nous  aurons  EG  = FH;  donc  2EG  = 2FH,  ou  (376) 

GI  —FM  : mais  les  arcs  FLM,  GKI  font  décrits  du  même 
rayon  ; donc  , puifque  leurs  cordes  font  égales  , ils  font 
égaux  , ainfi  que  leurs  moitiés  GK,  FL.  Donc  l’angle  AFG 
qui  a pour  mefure  GK  eft  égal  à l’angle  FGD,  dont  la 
mefure  eft  FL  ; donc  toutes  les  fois  qu’une  droite  quelcon- 
que coupe  deux  parallèles  ; les  angles  altertîes-internes  formés 
par  cette  inter fettion  font  égaux. 

R iij 
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jî  *» 

H<3.  384.  D’où  on  peut  conclure  , i°,  que  les  angles  cor- > 

[10.  refpondants  NE  B,  NGD  font  égaux  , ainfi  que  NFA, 
NGC. 

20,  Que  les  angles  alternes- externes  C G Q , N F B font 
égaux. 

Réciproquement,  fi  les  angles  alternes- internes  A F G , 

F G D font  égaux , les  lignes  A B , C D font  parallèles.  On 
en  trouvera  aifémeçt  la  démonftration. 

Si  les  angles  correfpondants , ou  les  angles  alternes-  , 
externes  étoient  égaux  , les  angles  alternes-internes  le 
feroient.  Donc  les  lignes  feroient  encore  parallèles. 

3 8 y.  Cela  pofé  , il  eft  facile  de  mener  d’un  point  donné 
G la  parallèle  G D à la  ligne  A B. 

On  décrira  du  centre  G Sc  d’un  intervalle  quelconque 
G F un  arc  indéfini  F L M,  enfuite  du  point  d’interfeffion  F 
pris  pour  centre  & du  même  intervalle  F G,  on  décrira  l’arc 
G K.  On  prendra  F L = G K , & la  ligne  G L menée  par 
les  points  G & L fera  la  parallèle  demandée,  puifque  les 
angles  alternes-internes  A F G & F G D feront  égaux. 

De  l’égalité  des  angles  correfpondants,  il  fuit  i°,  que 
fi  deux  angles  B A C , N LM  ont  leurs  côtés  A B , L N , Sc 
AC , L M parallèles  , ces  deux  angles  font  égaux.  Car  fi 
l’on  prolonge  NL  jufqu’àla  rencontre  D de  la  ligne  AC, 
on  aura  NLM  = NDC  = BAC. 

"J 2.  20, Que  pour  mener  une  perpendiculaire  AF  à l’extré- 

mité A de  la  ligne  A B ( 3 74  ) , on  peut  mener  d’abord  la 
perpendiculaire  CD  fur  la  ligne  AB,  Sc  mener  enfuite  par 
le  point  A la  ligne  AF  parallèle  à DC.  Elle  fera  la  perpen- 
diculaire demandée.  Car  FAB  = DCB. 

7.  38  6.  30,  Que  deux  parallèles  F G,  IL  qui  traverfent  un 

cercle  coupent  fur  fa  circonférence  deux  arcs  égaux  FI, 
LG.  Car  fi  on  mene  le  rayon  CM  perpendiculaire  fur  F G, 
il  fera  aufli  perpendiculaire  fur  I L , à caufe  des  angles 
correfpondants  C DF,  C H I.  Or  (ijf)Fl  M = M L G,  & 
IM  = M L , donc  FIM-1M=MLG-ME,  on 
Fl  = GL. 

Il  en  feroit  de  même  fi  une  de  ces  parallèles,  ççoiç  ta*»,- 
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genre  , ou  fi  elles  l’écoient  toutes  deux.  Jufqu’ici  nous  fl<* 
n’avons  confidéré  que  deux  parallèles  ; s’il  y en  avoit  un  plus 
grand  nombre , elles  auroient  ies  mêmes  propriétés. 

De  la  mefure  des  Angles . 

387.  Si  tous  les  angles  avoient  leur  fommet  au  centre 
d’un  cercle , leur  mefure  feroit  toujours  l’arc  entier  com? 

firis  entre  leurs  côtés  : mais  on  en  rencontre  fouvent  donc 
e fommet  eft  à la  circonférence , & dont  on  a befoin  de 
connoître  la  grandeur.  Quelquefois  auffi  on  en  trouve  qui  ont 
leur  fommet  au  dehors  du  cercle  , ou  au-dedans , mais  non 
au  centre  jil  s’agit  de  déterminer  leur  mefure  dans  tous  les 
cas. 

3 88.  Propofons-nous  d’abord  de  mefurer  l’angle  B AD  *3» 
formé  par  la  tangente  AB  & par  la  corde  A D.  (On  le  nom- 
me angle  du  fegment  ). 

Par  le  centre  C je  mene  le  diamètre  HCG  parallèle  à 
AD,  & le  rayon  CF  perpendiculaire  fur  AD,  enfin  le 
rayon  C A au  point  A de  contad.  Cela  pofé  , B AC  Fera 
■un  angle  droit  ainfi  que  F CG.  On  aura  donc  F CG  = 
BAC,  dont  la  mefure  eft  l’arc  F A G : or  l’angle  A CG  = 
l’angleDAC  (383)  dont  la  mefure  eft  l’arc  A G;  donc 
■BAC  — D AC  , ou  B A D a pour  mefure  F A G — — ■ 

AG  = FA  = |AFD;  donc  l 'angle  du  fegment  BAD  ü 
pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  foutendu  par  la  corde  AD. 

3 85).  11  fuit  de-là  qaeV  angle  inferit  D A K compris  entre 
deux  cordes  DA,AK,a  pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  D K 
compris  entre  fes  côtés.  Car  B A K a pour  mefure  A K, 

& B A D a pour  mefure  j AD.  Donc  B AK  — BAD^ 
ou  D A K a pour  mefure  7 AK  • — \ A D=-i-D  K. 

Donc  i°,  l'angle  central  D CK  e/Z  double  de  l'angle  inferit 
DA  K appuyé  fur  le  même  arc  DK. 

2.0,  Tout  angle  inferit  appuyé  fur  le  diamètre  efi  un  angle  14. 
droit , & tous  les  angles  inferits  appuyés  fur  le  même  arc  ^ 
dans  le  même  cercle , font  égaux. 

11  eft  aifé,  d’après  cela  ^ de  mener  d‘nn  point  donné  A ■** 

R iv 
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ïIG.  hors  d’un  cercle  une  tangente  à la  circonférence  de  ce  cer- 
cle. En  effet  fi  on  mene  du  point  A au  centre  C la  droit» 
® & C A , & fi  après  avoir  divifé  cette  droite  en  deux  parties 
égales  au  point  B , on  décrit  du  rayon  B C & du  point  B 
comme  centre  une  circonférence , elle  coupera  le  cercle 
donné  aux  points  M & M7 , de  forte  que  fi  par  ces  points 
& par  le  point  A on  mene  les  lignes  MA,  AM',  elles 
feront  tangentes  aux  points  M & M7. 

Car  fi  on  mene  CM,  l’angle  CAM  fera  droit.  Donc  la 
ligne  MA  eft  perpendiculaire  à CM  & par  conféquent 
tangente  en  M 380).  On  voit  donc  que  ce  problème  a 
deux  folutions  , puifqu’il  eft  toujours  poffible  de  mener  du 
même  point  A hors  d’une  circonférence  deux  tangentes 
AM , AM7  à cette  circonférence. 

1*7’  ?90.  Propofons-nous  maintenant  de  mefurer  l'angle  excentrique 

BAD  dont  le  fommet  A eft  au- dedans  du  cercle. 

Je  fuppofe  d’abord  que  l'angle  BAD  eft  aigu  , & ayant  prolongé  BA 
& AD  jufqu’en  G & en  F , je  mene  GE  parallèle  à AD.  Cela  polé  ; on 
aura  BAD  = BGE  = | BD  } DE  = BD  -t-  { FG.  Si  l’angle  ex- 
centrique eft  obtus  comme  BAF  , on  aura  BAF  = 1 8o°  — BAD  = 
- BFGDC  — ~ BD  — j FG  = j BF  -F-  7 GD.  Donc  l'angle  excentri- 
que a pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  fes  côtés  , plus  La 
rj  g moitié  de  V arc  compris  entre  ces  mêmes  côtés  prolongés. 

)9t.  Soit  l’angle  circonfcrit  BAD  dont  le  fommet  A eft  hors  du  cer- 
cle , & dont  les  côtés  AB  , AD  aboutirent  à deux  points  de  la 
circonférence,  on  aura  pour  fa  mefure  la  moitié  de  la  différence  des 
arcs  convexe  & concave  interceptés  par  fes  côtés;  c’eft-à-dire  que 
l’angle  BAD  aura  pour  mefure  l'arc  4 (BD  — Glj. 

Car  iî  on  mene  GE  parallèle  à AD  , on  aura  BAD  =5  BGE  = \ BE 
= iBD—  }ED  ={  BD  — \ GI.  Car  ED  = GI(j3  6). 

Si  la  fécante  AB  devient  la  tangente  AF  , on  aura  FAB  = { FB  — 
l FG  ; donc  fi  AM  eft  l'autre  tangente  menée  du  point  A , <jn  aura  do 
meme  FAM  = i (FBM  — FGM 

DES  FIGURES. 

3 5) 2.  On  appelle  Figure  tout  efpace  terminé  de  tout  côte 
par  des  lignes. 

*8.  Si  ces  lignes  font  droites  , la  figure  qu’elles  forment  eff 
réel  digne  \ fi  elles  font  courbes , la  figure  fe  nomme  curi’i- 
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ligne.  Elles  font  dans  les  deux  cas  les  côtés  de  la  figure  , 8c  * K», 
ieur  fomme  en  eft  le  contour  ou  le  perimetre.  L’enfemble 
forme  ce  que  l’on  appelle  un  polygone. 

Nous  ne  parlerons  ici  que  des  figures  re&ilignes.  Or  il 
eft  aifé  de  voir  qu’il  faut  au  moins  trois  lignes  droites 
pour  renfermer  un  efpace.  Ainfi  le  premier  8c  le  plus 
fimple  de  tous  les  polygones  eft  le  triangle , ou  une  figure 
de  trois  angles  & de  trois  cotés. 

Après  le  triangle  vient  le  quadrilatère  , ou  une  figure  de 
quatre  côtés  ; enfuite  le  pentagone  , de  cinq  , l’hexagone  de 
6 , l’heptagone  de  7 . l’ottogone  de  8 ...  le  décagone  de  10. . 
le  dodécagone  de  1 2 ...  le  pentédécagone  de  iy  , &c.  Nous 
infifterons  principalement  fur  le  triangle , parce  que  les  au* 
très  polygones  s’y  rapportent  facilement. 

Du  Triangle. 

3 p 3.  Un  triangle  dont  les  trois  côtésfont  égaux  ,fe  nom- 
me équilatéral.  S’il  n’a  que  deux  côtés  égaux , il  fc  nomme 
ifofcele.  Enfin  fi  tous  fes  côtés  font  inégaux  , il  fe  nomme 
fcalene. 

Un  triangle  qui  a un  angle  droit  fe  nomme  reflangle, 

& le  côté  oppofe  à l’angle  droit  fe  nomme  hypoténufe. 

Le  côté  oppofé  à un  angle  quelconque  d’un  triangle  fe 
nomme  la  Bafe  de  cet  angle. 

Deux  côtés  quelconques  d’un  triangle  font  une  ligne  bri- 
fée.  Leur  fomme  eft  donc  plus  grande  que  le  troifieme 
côté. 

Si  on  fait  palier  une  circonférence  par  les  fommets  Ip. 
À , B , C des  trois  angles  d’un  triangle  ABC  , ce  triangle 
fe  trouvera  infcrit  dans  la  circonférence  ABC.  Or  (377) 
on  peut  faire  palier  une  circonférence  par  trois  points  de 
cette  efpece } il  eft  donc  toujours  polfible  d’infcrire  un 
triangle  donné  dans  un  cercle. 

394.  Cela  pofé,  l’angle  A B C= j A C (3  89),  l’angle 
A CB  a pour  mefuref  AB,  & l’angle  BAC  a pour  mefure 
i BCj  donc  ABC  + ACB4-B  AC  = iABC=: 
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HG.  180®.  Donc  la  fomme  des  trois  angles  d’ un  triangle  quel- 
19.  conque  ejl  égale  à l8o°. 

3P5'.  Delà  on  peut  conclure  l°,  que  fi  on  prolonge  un 
côté  quelconque  AC,  l’angle  extérieur  BAF  ejl  égal  à la 
fomme  des  deux  angles  intérieurs  oppofés  ABC  , ACB.  Car 
la  fomme  de  ces  deux  angles  -+-  l'angle  BAC  = 1 8o°  j de 
même  l’angle  F AB  -H  BAC=  J 8o°  j donc  Scc. 

396.  2°,  Que  l’un  quelconque  des  angles  d’un  triangle 
eft  le  fupplément  de  la  fomme  des  deux  autres  , & que  par 
conféquent  Ji  on  connoît  deux  angles  d’un  triangle , ou  feu- 
lement leur  fomme  t on  aura  le  troifieme  , en  ôtant  cette  fom- 
me de  i8o°. 

3°,  Qu’un  triangle  quelconque  ne  peut  avoir  qu’un  feul 
angle  droit  ou  qu’un  feul  angle  obtus  ; auxquels  cas  les  deux 
autres  font  nécelïairement  aigus. 

4°,  Que  dans  un  triangle  rectangle  , l’un  des  angles  ai- 
gus eft  complément  de  l’autre  ; d’où  il  eft  facile  de  con- 
clure la  valeur  de  l’un  , quand  on  connoît  celle  de  l’autre. 

90,  Que  dans  un  triangle  quelconque  les  côtés  oppofés 
aux  angles  égaux  font  égaux.,  & réciproquement.  Car  les 
cordes  égales  AC  , BC  foutendent  des  arcs  égaux,  & réci- 
proquement. 

6°,  Que  dans  un  triangle  quelconque  le  plus  grand  angle 
-eftoppofé  au  plus  grand  côté,  le  plus  petit  angle  au  plus  petit 
côté } 8c  réciproquement.  Il  ne  faut  pas  croire  cependant 
que  les  cordes  croiftent  dans  le  même  rapport  que  les  an- 
gles , enforte  qu’un  angle  double  par -exemple  foit  oppofé 
à une  corde  double.  Nous  verrons  dans  la  Trigonométrie 
le  rapport  de  leurs  accroifiements. 

2°*  7°>  Que  dans  un  triangle  ifofeele  un  feul  des  angles 

étant  connu  , les  deux  autres  le  font  immédiatement.  .Car 
fi  on  connoît  l’angle  A ou  fon  égal  C ,on  aura  l’angle  B =ç= 
1 8o°  — 2 A.  Si  on  donne  an  contraire  l’angle  B , on  aura. 

A = C — 50°  — t B.  st 

8°.  Que  les  angles  oppofés  aux  côtés  égaux  dans  les  trian- 
gles ifofeeles  font  toujours  aigus. 

9° y Que  chaque  angle  d’un  triangle  équilatéral  = <5q®. 
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Car  fes  angles  font  tous  égaux  ; leur  fomme  = 1800. 
Donc  chacun  = 6o°. 

35)7.  Si  du  fommet  B d’un  triangle  ifofcele  ABC  on 
abailTe  la  perpendiculaire  B F fur  la  bafe  A C , tous  les 
points  de  cette  perpendiculaire  feront  chacun  à égale 
diftance  de  A & de  C , & par  conféquent  la  bafe  AC 
fera  divifée  en  deux  également  au  point  F.  Car  AB  = 
BC,  à caufe  du  triangle  ifofcele  ABC.  Donc  &cc.  (376). 

Remarque.  Toutes  les  fois  que  les  deux  angles  de  la 
bafe  d’un  triangle  font  aigus  , la  perpendiculaire  abailTée 
de  fon  fommet  tombe  en  dedans  du  triangle  y mais  fi  l’un 
des  deux  eft  obtus  , cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors. 
Voye\  les  triangles  AC  B,  F C B.  La  dcmonftration  eft 
aifée. 


De  la  fimUitude  G'  de  l’égalité  des  Triangles. 

35>8.  Deux  triangles  font  fembWMs  lorfque  les  angles 
de  l’un  font  refpedlivement  égaux  aux  angles  de  l’autre. 
Si  l’angle  ABC,  par  exemple,  eft  égal  à l’angle  d bf,  & 
fi  en  meme  temps  B A C = b df,  & A CB  = dfb  % 
les  triangles  A B C , d bf  font  femblables.  La  fimilitude 
des  triangles  n’entraîne  donc  pas  leur  égalité.  Car  pour 
que  deux  triangles  foient  égaux,  il  faut  non-feulement 
que  les  angles  de  l’un  foient  refpedlivement  égp.ux  aux 
angles  de  l’autre  ; mais  il  faut  de  plus  que  chaque  côté  de 
l’un  foit  égal  au  côré  correfpondant  de  l’autre. 

Si  deux  triangles  font  femblables  , les  côtés  oppofés  aux 
angles  égaux  fe  nomment  côtés  homologues.  En  général 
on  appelle  dimenjions  homologues  de  deux  figures  , les  lignes 
de  même  dénomination  dans  l’une  & dans  l’autre,  ou  même 
des  lignes  tirées  de  la  même  maniéré  dans  l’une  8c  dans 
l’autre.  Par  exemple  , dans  deux  cercles  , les  rayons , les 
diamètres , les  circonférences  , les  arcs  d’un  égal  nombre 
de  degrés,  ainfi  que  leurs  cordes,  font  des  dimenfions 
homologues. 

Cela  pofé  ? nous  allons  fairç  çonuoître  les  cas  dans  lçfr 


FIG, 


21. 


22. 

8C 

23. 
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quels  on 
triangles. 

35>p.  I.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  refpeClivement 
égaux  font  femblables.  Car  le  troifieme  eft  égal  de  part  8c 
d’autre  ( 396  ). 

Donc  Jï  deux  triangles  rectangles  ont  chacun  un  angle  aigu 
égal  de  part  £r  d'autre , ces  deux  triangles  feront  fem- 
blables. 

400.  II.  Deux  triangles  font  femblables  lorfque  tous 
leurs  côtés  homologues  font  parallèles.  Car  alors  tous  leurs 
angles  font  refpe&ivement  égaux. 

401.  III.  Deux  triangles  font  femblables , lorfque  tous  les 
côtés  de  l’un  font  perpendiculaires  aux  côtés  homologues  de 
Vautre,  ou  lorfqu’écant  prolongés,  ils  fe  rencontrent  à angles 
droits.  Il  fuffit  pour  s’en  convaincre  de  faire  faire  un  quart  de 
révolution  autour  d’un  point  fixe  à l’un  de  ces  triangles } car 
alors  fes  côtés  homologues  feront  tous  parallèles  à ceux  de 
l’autre  triangle. 

40a.  IV.  Si  un  nombre  quelconque  de  parallèles  DF  , 
IL , AC , coupent  les  côtés  d’un  angle  ABC  , tous  les 
triangles  BDF  , BIL  3 BAC  feront  femblables.  Car  outre 
qu’ils  ont  l’angle  B commun  , tous  les  angles  BDF , BIL  , 
BAC  font  égaurt  ( 384)  ; il  en  eft  de  meme  des  angles 
BFD,  BLI,  BCA. 

Si  les  deux  triangles  ABC  , b d f font  femblables,  8c  que 
l’on  imagine  le  triangle  b df  pofé  fur  le  triangle  ABC  de 
maniéré  que  l’angle  b tombe  fur  fon  égal  B , 8c  le  côté  d b 
fur  fon  homologue  A B , le  côté  df  repréfenté  alors  par 
D F fera  parallèle  à la  bafe  A C.  Car  le  triangle  BDF 
égal  à b df  fera  femblable  au  triangle  ABC.  Donc  l’angle 
B DF  = B AC.  Donc  les  lignes  DF  & AC  font  pa- 
rallèles. 

403.  V.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  égal  8c  les  côtés 
qui  comprennent  cet  angle  égaux  de  part  & d’autre,  ils  font 
égaux  8c  femblables. 

En  effet,  fi  le  triangle  BDF  qui  a déjà  l’angle  B com- 
mun avec  le  triangle  ABC,  avoir  aufll  les  deux  côtés  B D, 


peut  conclure  la  fimilitude  ou  l’égalité  de  deux 
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B F , égaux  refpeéfcivement  à A B , B C , il  eft  évident  que  f H», 
ces  deux  triangles  fe  confondroienr. 

404.  VI.  Deux  triangles  ABC,  abc,  qui  ont  tous  leurs  2_. 
côtés  homologues  égaux , font  égaux  ôc  femblables. 

Pour  le  prouver j imaginons  le  triangle  abc  pofé  fur  & 
ABC,  de  maniéré  que  le  côté  a c tombe  fur  AC;  il  eft 
clair  que  puifque  AB  = a b , & que  BC  = b c , le  point  b ** 
doit  fe  trobver  fur  les  deux  arcs  décrits  , l’un  du  centre  A 
& du  rayon  A B , l’autre  du  centre  C & du  rayon  C B.  Donc 
il  fe  trouvera  fur  leur  interfeétion  B.  Le  triangle  a b c fe 
confondra  donc  avec  A B C , & lui  fera  par  conféquent  égal 
& femblable. 

A of.  VII.  Si  deux  triangles  abc , ABC  ont  deux  côtés  homolo- 

tues  égaux  a A , AB,  & BC,  bc  avec  les  angles  A 8c  a oppofés  à l’un 
e ces  côtés  égaux  de  part  & d’autre  , je  dis  que  ces  triangles  feront 
égaux  & femblables , pourvu  que  les  angles  C ,c  opj>ofés  aux  autres 
cotés  égaux  AB,  ai  foient  de  même  cfpccc,  c’eft-a-dire , ou  tous 
deux  aigus  ou  tous  deux  obtus. 

Pofons  l'angle  bac , fur  l’angle  B AC,  le  point  b tombera  fur  le 
point  B , à caufe  de  AB  = a b , & le  point  c fur  quelque  point  de  A C, 
a caufe  de  l'angle  B AC=idt.  Mais  bc  — BC  ; donc  le  point  c doit 
tomber  au(fi  fur  quelque  point  de  l'arc  C E décrit  du  centre  B & du 
rayon  BC.  Donc  il  eft  ou  en  E,  ou  en  C.  Or  le  triangle  BEC  étant  ifofeele,  / 

les  angles  égaux  C,  E font  aigus  ( ]9b) , & par  conféquent  l’angle 
A E B eft  obtus.  Donc  fi  les  angles  C & c font  tous  deux  aigus , 
le  point  c tombera  fur  le  point  C j le  triangle  abc  fera  donc  con- 
fondu avec  ABC  & lui  fera  égal  & femblable.  Mais  fi  les  angles 
c , C , ou  plutôt  e , E font  obtus , le  point  e tombera  en  E & par 
conféquent  le  triangle  abc  fera  confondu  avec  AEB  & lui  lcra 
égal  & femblable. 

< 406.  De  ce  que  nous  venons  de  dire  fur  l’égalitc  des  Zfi 
triangles  , il  fuit  I °,  que  deux  obliques  parallèles  A B , 

C D comprifes  entre  deux  autres  parallèles  A D , B C font 
égales. 

Car  fi  l’on  mene  AF  & D E perpendiculaires  fur  BC,’ 
le  triangle  ABF  fera  femblable  au  triangle  C D E.  Or 
par  la  nature  des  parallèles  A F = D E.  Donc  le  trian- 
gle A B F eft  égal  au  triangle  C D E ; donc  AB  = CD: 
on  prouveroit  de  même  que  AD=BC. 

407.2°,  Que  tout  triangle  A BD  peut  ctre  circonf? 
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crit  à un  cerclé,  c’eft-à-dire,  que  Ton  peut  décrire  au  dedans 

de  ce  triangle  une  circonférence  qui  touche  tous  fes  côtés, 

H fuffit  pour  cela  de  divifer  deux  de  fes  angles  en 
deux  parties  égales  j & de  mener  du  point  de  concours 
des  deux  lignes  de  divifion  une  perpendiculaire  fur  l’un 
des  trois  côtés , n’importe  lequel.  Cette  perpendiculaire 
fera  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée.  Cal  les  trian- 
gles ACE,  A C G font  égaux.  Donc  CE±=CG;  Sc 
CG  =C  H,  à caufe  de  l’égalité  des  triangles  BCG, 
B C H.  Donc  les  trois  perpendiculaires  CE  , C G , CH 
peuvent  être  rayons  d’un  même  cercle  infcrir  dans  le  trian- 
gle propofé. 

408.  On  a aufli  BG  = BH,HD=ED,  AE=AG.  Et  appcUant  p 
le  pcrimctrc  du  triangle  A B D , on  aura  p = iAE  + iED  + iBH  = 

AD-f-AB — BD 

2A  D-|-iBH=2.BD-t-iAE=iA  B4-1E  D.DoncAE= ; 

2 ' 

le  point  E eft  donc  déterminé.  Les  points  G & H peuvent  l'être  de 
meme.  Il  n’y  aura  donc  qu’à  faire  paiîer  une  circonférence  par  ces 
tfois  points. 

409.  Si  le  triangle  étoit  reéfangle  en  B , l'angle  C B H moitié  de 
ABD  feroit  de  450;  fon  complément.  BC  H feroit  donc  auffi  de 
4f°;  6c  le  triangle  BCH  feroit  ifolcele.  Donc  CH  = BH  = |/>- 
AD.  Donc  le  rayon  du  cercle  inferit  dans  un  triangle  rcétangle  eft  égal  à 
la  moitié  de  fon  périmètre  moins  l’hypoténufc. 


Les  autres  Polygones  de  leurs  principales  propriétés. 


3 

410.  O n diftingue  trois  fortes  de  Polygones , les  irrèguA 
lier  s , les  fymmétriques,  & les  réguliers. 

• Les  polygones  irréguliers  font  ceux  qui  ont  des  angles 

6c  des  côtés  inégaux.  On  appelle  polygones  fymmetri-  t 
ques  ceux  dont  tous  les  côtés  oppofés  font  parallèles  Sc 
égaux.  Les  polygones  réguliers  ont  tous  leurs  côtés  & tou» 
leurs  angles  égaux. 

27.  Un  quadrilatère  fymmétrique  fe  nomme  Parallélo-  \ 

2.8.  gramme.  Un  quadrilatère  régulier  s’appelle  Quarré.  Un  J, 

29.  quadrilatère  qui  a deux  côtés  parallèles  le  nomme  Trapèze.  ^ 

30.  Un  parallélogramme  dont  tous  les  côtés  font  égaux  , mais 

3 1.  qui  n’a  d’angles  égaux  que  les  angles  oppofés  4 fe  nomme 
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Rhombe  ou  Losange.  Enfin  un  parallélogramme  dont  les 
côtés  oppofés  font  égaux  , & dont  tous  les  angles  font 
droits , fe  nomme  Parallélogramme  reftangle  , ou  Ample- 
ment Reftangle. 

Une  ligne  quelconque  A D qui  traverfe  un  polygone 
en  paflant  d’un  angle  à un  autre  , fe  nomme  Diagonale. 

On  appelle  Angle  / aillant  celui  dont  le  fommer  fort 
de  la  figure,  comme  ABC,  & on  nomme  Angle  ren- 
trant celui  dont  le  fommet  eft  au-  dedans  de  la  figure. 
Tel  eft  l’angle  CDE. 

41 1.  Suppofons  maintenant  qu’un  polygone  n’ait  pas 
d’angle  rentrant , Sc  cherchons  quelle  eft  la  fomme  de 
fes  angles  intérieurs , ABC,  B CD,  CDE,  & c. 

De  l’un  quelconque  A des  angles  de  ce  polygone , 
on  peut  mener  les  diagonales  AC,  AD,  AÈquidivi- 
fent  le  polygone  en  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés 
moins  deux.  Or  il  eft  évident  que  la  fomme  de  tous 
les  angles  de  ces  triangles  eft  égale  à celle  des  angles 
intérieurs  du  polygone  ; donc  la  fomme  des  angles  d’un 
polygone  eft  égale  à 1800  multipliés  par  le  nombre  de 
fes  côtés , moins  deux  ; enforte  que  fi  on  appelle  s la 
fomme  des  angles  du  polygone , & n le  nombre  de  fes 
côtés , on  aura  s—  1 8o°  ( n — 2 ). 

Donc  l°  la  fomme  des  angles  d’un  quadrilatère  quel- 
conque = 360°;  la  fomme  des  angles  d’un  pentagone  =» 
*4°°  ; &c. 

2°,  L’un  quelconque  des  angles  d’un  polygone  régu- 


FIG. 


33, 


33* 


3* 


lier  ==  180  ( I-——).  Car  alors  tous  les  angles  intérieurs 

font  égaux.  Donc  leur  fomme  eft  égale  au  produit  de  l’un 
quelconque  de  cês  angles  par  leur  nombre,  par  confé- 

S l , 

quent  l’un  de  ces  angles , ou  — = 180  fi-  — ).  On  voit 

donc  que  les  angles  d’un  polygone  régulier  font  d’autant 
plus  obtus,  ou  approchent  d’autant  plus  de  1800,  que 
ce  polygone  a de  côtés. 

JDe-là  il  fuit  que  chaque  aogle  du  triangle  équilatéral 
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= 6o°;  que  chaque  angle  du  quarré  = 5JO°j  que  celui 
du  pentagone  régulier  = 1080  j que  celui  de  l’hexagone 
régulier  = 1 20°  ; que  celui  de  l’heptagone  régulier  =s 
:ï280-t-f=I28°  34'  17" -4-7",  8cc,  &c. 

412.  Quant  à la  fomme  des  fuppléments  des  angles 
intérieurs  d’un  polygone  quelconque  qui  n’a  pas  d’angle 
rentrant,  elle  eft  encore  plus  facile  à déterminer.  Car 
chaque  fupplément  t=  1 8o°  moins  l’angle  intérieur  auquel 
il  appartient  j donc  la  fomme  de  tous  les  fuppléments 
b=i8o°  x n — la  fomme  des  angles  intérieurs  = 1800 
xn  — 1 8o°  ( n — 2 ) = 3 5o°. 

41  j.  Si  un  polygone  a des  angles  rentrants,  la  fomme  de  tou* 
les  fuppléments  des  angles  faillants  plus  tous  les  angles  rentrants  =360“ 
H-i8o°  pris  autant  de  fois  que  le  polygone  a d’angles  rentrants. 

Car  la  fomme  de  tous  les  fuppléments  des  angles  faillants  du  poly- 
gone A B CEF  1=  360°.  Or  li  on  fait  un  angle  rentrant  CDÊ,  la 
tomme  des  fuppléments  augmente  de  EC  D -t-  D EC  ou  de  1 8o° — l’an- 
gle rentrant  CDE.  De  même  fi  on  faifoit  un  autre  angle  rentrant 
EHI,  la  fomme  des  fuppléments  feroit  360°-*-  180°  x 1 — CDE 
— F H I.  Donc  en  général  la  fomme  des  fuppléments  des  angles  fail- 
lants plus  la  fomme  des  angles  rentrants  = 360”  -h autant  de  fois  1 8*° 
que  le  polygone  a d’angles  rentrants. 

Des  Polygones  Jymmétriques. 

414.  Puifque  les  côtés  oppofés  d’un  polygone  fytn- 
métrique  doivent  être  parallèles  8c  égaux  , il  eft  clair  i°  , 
que  le  nombre  de  ces  côtés  eft  toujours  pair  ; 20,  que  tout 
polygone  régulier  d’un  nombre  pair  de  côtés  eft  en  meme 
temps  fymmétrique. 

Cela  pofé , fi  de  chaque  angle  d’un  polygone  fymmétri- 
que , on  mene  des  diagonales  aux  angles  oppofés  , les  trian- 
gles oppofés  au  fommet , comme  AFB,DFC  feront 
égaux. 

Car  le  côté  A B eft  égal  & parallèle  au  côté  homologue 
D C ; donc  l’angle  F D C = F B A , & l’angle  F C D « 
FAB.  Les  triangles  AFB,  DF  C font  donc  femblables. 
D’ailleurs  ils  ont  un  côté  homologue  égal  de  part  8c  d’autre  , 
favoir  AB,  DC.  Donc  ils  font  égaux. 

De-li 
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De-là  il  fuie  que  A F = F C , que  B F = F D,  &c.  Donc  HG* 
toutes  les  diagonales  A C , D B , &c  , fe  coupent  en  deux 
parties  égales  au  même  point  F qu’on  peut  appeller  à 
caufe  de  cela  le  centre  du  polygone  fymmétrique.  Une  & 
diagonale  quelconque  A C divife  donc  le  polygone  fym-  3 
métrique  en  deux  parties  égales  8c  femblables , puifqu’il 
y a de  part  8c  d’autre  de  cette  diagonale  autant  de 
triangles  égaux  8c  femblables. 

4.1p.  En  général  toute  droite  IL  paftanr  par  le  centre 
F d’un  polygone  fymmétrique  eft  divifée  en  deux  éga- 
lement au  point  F , & partage  le  polygone  en  deux  par- 
ties égales  & femblables.  Cela  fe  prouve  par  l’égalité 
& la  fimilitude  des  triangles  F IB,  DFL  & A1F  , 
LCF. 

416.  De  ces  propriétés  on  peut  déduire  une  maniéré 
facile  de  décrire  un  polygone  fymmétrique  d'un  nom- 
bre de  côtés  donné.  Veut-on,  par  exemple,  décrire  un 
polygone  fymmétrique  de  fix  cotés  ? on  mènera  par  le 
point  F , trois  droites  EFG.DFB,  AFC  qui  raftenc 
entre  elles  des  angles  quelconques.  On  prendra  enfuite 
FB=DF,  & aune  grandeur  arbitraire  j de  même 
AF  = FC,  EF=GF,  & par  les  points  A , B,  G , C , * 

D,  E , ainfi  trouvés , on  mènera  AB,  B G , &c  qui  feront 
les  fix  côtés  du  polygone  demandé.  Cela  eft  évident, 
puifque  les  triangles  A F B , D F C ayant  deux  côtés  égaux 
autour  d’angles  égaux  , doivent  être  égaux  8c  fembla- 
bles. Donc  A B eft  égal  8c  parallèle  à D C , 8c c. 

Des  Polygones  réguliers. 

417.  Tout  polygone  régulier  peut  être  inferit  &c  cir- 
confcrit  à un  cercle. 

Cela  fe  réduit  à prouver  qu’il  y a au-dedans  de  ce  36, 
polygone  un  point  C également  éloigné  des  fommets  de 
tous  les  angles , & tel  en  même  temps  que  les  perpen- 
diculaires menées  de  çe  point  fur  chaque  côté  du  poly- 
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RG.  gone  foient  égales  entre  elles  & divifent  chaque  côté  en 
36.  deux  parties  cgales. 

Or  fi  on  divile  en  deux  également  tous  les  angles  A B D* 
B DF,  &c , par  les  lignes  CB,  CD,  &c , je  di«  que 
toutes  ces  lignes  fe  rencontreront  au  point  cherché  C.  En 
effet  les  angles  ABD,  BD  F,  &c , étant  égaux,  leurs 
moitiés  ABC,CBD,CDF,CFD,  font  égales.  Donc 
tous  les  triangles  ABC,  BCD,  DCF,  &c  , font  ifof- 
celes  & fembiables.  Mais  les  bafes  AB,  BD,  DF  , 
font  toutes  égales.  Donc  ces  triangles  font  ifofeeles , égaux 
& fembiables.  Donc  AC=BC=CD^eCF,  &c.  Donc 
le  cercle  décrit  du  rayon  C B pâlie  par  cous  les  fommecs 
des  angles  du  polygone  donné. 

Pour  prouver  maintenant  que  l’on  peut  circonfcrire 
tout  polygone  régulier  à un  cercle , il  faut  faire  voir  que 
les  perpendiculaires  CK,  CL,  CM,  &c  font  égales. 
Or  les  triangles  A CB,  BCD,  &c  étant  ifofeeles,  les 
perpendiculaires  CK,  CL,  CM,  &c  divifent  en  deux 
également  les  côtés  fut  lefquels  elles  tombent  ( 37 6).  De 
plus  , l’angle  C B L =s  C B K.  Donc  les  triangles  rectan- 
gles CB  K,  CB L font  égaux  Sc  fembiables.  Donc  CK 
* = C L ; on  prouvera  de  même  que  CL  = CM  = CN 
&c.  Donc  toutes  ces  perpendiculaires  font  cgales. 

418.  De-là  il  fuit  que  le  côté  d’un  polygone  quelcon- 
que régulier  inferit  dans  un  cercle  eft  la  corde  d’un  arc 

de  n étant  le  nombre  des  côtés  du  polygone.  Ainfï 

le  côté  d‘un  triangle  équilatéral  inferit  , eft  la  corde 
d’un  arc  de  120°. 

On  voit  par  ce  qui  précédé , qu’il  eft  facile  d’inferire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  donné.  Mais  lorf- 
qu’il  s’agit  d’inferire  dans  un  cercle  donné  un  polygone 
régulier  d’un  nombre  de  côtés  donné,  c’eft  un  problème 
que  la  Géométrie  élémentaire  ne  peut  réfoudre  que  dans 
très-peu  de  cas.  Nous  allons  les  expofer  brièvement. 

419.  I Infcrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  équi- 
latéral. D’un  point  quelconque  B pris  fur  la  circonfé- 
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rence  donnée,  comme  centre,  8c  du  rayon  BC  , je  décris 
l’arc  A C D qui  coupe  en  A & en  D la  circonférence  ; 

Ear  ces  points  A 8c  D , je  mene  A D , 8c  prenant  AG  , 

) G égaux  chacun  à AD,  j’aurai  le  triangle  AD  G qui 
fera  équilatéral. 

Car  ayant  mené  les  deux  cordes  AB,  BD,  les 
triangles  A C B , B C D feront  équilatéraux.  Donc  les  an- 
gles AC  B,  BCD,  ou  les  arcs  AB,  BD  feront  cha- 
cun de  6 o°  ; 8c  par  confcquent  l’arc  total  A B D fera 
de  120°.  Or  la  corde  de  1200  eft  égale  au  coté  du 
triangle  équilatéral.  Donc , 8cc. 

420.  Puifque  l’arc  AB  eft  de  6 o°,  fa  cofde  AB  eft 
le  côté  de  l’hexagone  régulier  infcrit.  Or  A B — C B. 
Donc  le  côté  de  l'hexagone  régulier  infcrit  ejl  égal  au  rayon. 

Si  on  divife  l’arc  AB  en  deux  parties  égales  , la  corde 
delà  moitié  de  cet  arc  fera  le  côté  du  dodécagone  régulier; 
en  peut  donc  par  la  Géométrie  élémentaire  inferire  dans 
un  cercle  les  polygones  réguliers  de  3,  6,  12,  24, 48, 
&c  côtés. 

411.  Soit  propofé  maintenant  de  trouver  l'expreflion  analytique 
du  côté  du  triangle  équilatéral. 

A caufe  du  triangle  ifofeele  BAC  la  perpendiculaire  AQ  menée 
du  fommet  A fur  la  bafe  CB  divifera  cette  bafe  en  deux  parties 
égales  au  point  Q.  Donc  C Q eft  la  moitié  de  CB.  Soir  le  rayon 
CB  = «.  On  aura  CQ  = {a,  & V’fAC*—  CQl)  , ou  AQ=}«  y 3. 
Donc  a AQ  ou  le  côté  AD  du  triangle  équilatéral  a pour  expref- 
Con  analytique 

* 422.  II.  Inferire  un  quarré  dans  un  cercle  donné. 

Si  on  mene  les  diamètres  A D , B F perpendiculaires 
î un  à l’autre,  je  dis  qu’ils  couperont  la  circonférence  donnée 
aux  points  A,  B,  D,  F,  par  lefquels  fi  on  mene  les 
cordes  AB,  BD,  DF,  AF,  on  aura  les  quatre  côtés  du 
quarré  demandé , puifque  les  arcs  AB, BD,  DF,  AF 
font  chacun  de  po°. 

413.  De-là  il  fuit  que  fi  on  nomme  le  rayon  AC,  a , on  aura  le 
côté  du  quarré  — a V 1.  Car  AC  +CF1  = AT*  , ou  AF’  - ta1. 
414.  III.  Inferire  dans  un  cercle  donné  un  décagone  régulier. 
Suppofons  que  A B foit  le  côté  cherché  , & menons  les  rayon* 
AC,  B C avec  la  ligne  B E , de  maniéré  qu’elle  oivife  en  deux 
également  l’anglp  ABC,  CeU  pofé , l'angle  AC  B «ft  de  }6°.  Donc 

Sij 
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FIG.  les  angles  ABC,  BAC  font  chacun  de  710.  Or  par  la  fuppofition 
BE  diyife  en  deux  également  l’angle  ABC.  Donc  l’angle  ABE  = 
* 3 6°  = A C B.  Le  triangle  A B E elt  donc  ifofccle  & femblable  au 

triangle  AÇ  B.  Donc  A E : A B : : AB  : AC;  mais  l’angle  E BC  = { 
ABC=36°  = ACB.  Donc  le  triangle  ECB  cft  il'ofcele.  Donc  EB 
ou  A B = EC , & AE:EC::E€:AC.  Donc  £ on  divifc  le  rayon 
AC  en  moyenne  & extrême  raifon  au  point  E , le  plus  grand  fegment 
E C fera  égal  au  côté  A B du  décagone  régulier. 

4x5.  IV.  Itifcrire  dans  un  cercle  un  Pcnûdécagone  régulier , ou 
JJ'  un  polygone  régulier  de  quinze  côtés. 

On  prendra  d’abord  A B égal  au  rayon  AC  , c’cft-à-dirc  l’arc  AD  B 
de  6o°  ; enfuitc  on  fera  A D égal  au  côté  du  décagone , & la  corde 
D B menée  par  les  extrémités  des  deux  arcs  AB,  AD  fera  le  côté 
du  pentédécagone  cherché.  Car  l’arc  ADB=j  de  la  circonférence  , 8c 
l’arc  A D de  cette  même  circonférence.  Or  j — r5  = Tîi  d’où  H 
cil;  aifé  d’inferire  dans  un  cercle  les  polygones  de  30,  60 , no,  &c 
côtés. 

426.  Lorfqu’on  voudra  circonfcrire  à un  cercle  donné 
un  polygone  régulier , on  commencera  par  inferire  dans 
ce  cercle  un  polygone  d’un  égal  nombre  de  côtés.  Cela 
40.  fait , du  centre  C on  abailTera  fur  chaque  côté  , comme 
AD,  une  perpendiculaire  C B.  Enfuite  par  le  point  B , 
on  fera  palfer  la  tangente  E B F qui  rencontrera  en  E , 
& F les  rayons  CA,  CD  prolongés,  & on  aura  EF, 
pour  l’un  des  côtés  du  polygone  cherché.  On  fera  la  même 
chofe  pour  les  autres  côtés  FG,  GH,  &c,  & par-là  le 
polygone  cherché  fe  trouvera  décrit. 

On  voit  en  effet , que  les  triangles  ECB,  F C B , 
F CM,  MC  G,  &c,  font  tous  égaux  entre  eux.  Donc 
EF=FG=GH,  &c,  & EB=BF=Ÿ EF  = FM 
&c.  Donc  le  cercle  donné  touche  chaque  côté  du  polygone 
EFG  H &c  par  le  milieu.  Ce  polygone  eft  donc  cir- 
confcrit  au  cercle  donné. 


417.  Si  on  veut  avoir  l’expreflion  du  côté  d’un  polygone  circonf- 
crit,  on  nommera  CA,  a,  le  côté  AD  d’un  polygone  d’un  même 
nombre  de  côtés  infcrit=é,  &on  aura  AQ  = { b,  QC=  V ( aa — \bb)  , 
& à caufe  des  triangles  femblables  C AQ , CEB,  Q C (]/  aa — ^bb)  : 

AQfî  b)  : : CB  ( a)  :EB,  Donc  xEB  ou  le  côté  cherché= tfA. — 

y^aa-bb) 

£F. 


4x8.  On  peut  déduire  de  la  formule  précédente,  i°.  Que  le  côté  du 
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•uarr<$  circonfcrit  = ta  , ce  qui  d'ailleurs  eft  évident.  tV  Que  le  côté  FIG.  1 
du  triangle  équilatéral  circonfcrit  = i a y 3 = le  double  du  côté 
du  triangle  équilatéral  inferit.  ■ 

Des  Lignes  proportionelles. 

'42p.  Lorsqu’une  première  ligne  eft  à une  fécondé; 
comme  une  troifieme  eft  à une  quatrième , ces  lignes  font 
proportionelles  entre  elles. 

Si  la  première  eft  à la  fécondé  , comme  la  quatrième  à 
U troifieme , les  deux  premières  fbnr  réciproquement  pro- 
portionelles  aux  deux  autres. 

Dans  l’un  & dans  l’autre  cas , celles-là  font  réciproques 
aux  deux  autres , qui  font  les  extrêmes  d’une  proportion 
dont  les  deux  autres  font  les  moyens. 

Si  la  première  eft  à la  fécondé,  comme  la  fécondé  à la 
troifieme  , on  a une  proportion  continue  dont  la  fécondé 
ligne  eft  moyene  proportionelle. 

Cette  proportion  continue  devient  une  progreflion  , lorf- 
que  la  première  ligne  eft  à la  fécondé  , comme  la  fécondé 
à la  troifieme , comme  celle-ci  à la  quatrième , & ainfi 
de  fuite. 

En  général  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  dé- 
montrées fur  les  quantités  proportionelles,  conviennent 
aux  lignes  qui  ont  entre  elles  ce  rapport.  Au  refte,  il 
ne  s’agit  ici  que  de  proportions  & progreftions  géomé- 
triques ; & c’eft  la  partie  la  plus  eftentielle  des  Eléments 
de  Géométrie. 

43  o.  Suppofons  d’abord  que  fur  la  droite  A B on  prenne  4.  1 . 
des  parties  égales  AD,  DG,  GI&c,  & que  l’on  mene 
les  parallèles  DF,  GH,  1K,  &c , fut  la  droite  ACj 
il  eft  clair  que  les  parties  AF,  F H , H K , de  cette 
droite  feront  égales  entre  elles  : car  fi  on  mene  parallè- 
lement à AC  les  lignes  DE,  G R,  IS,  les  triangles 
ADF,  DGE,  GIR  feront  égaux.  Donc  AF— DE 
= GR  = FH=HK=&c. 

On  aura  donc  AD:AF::DG:FH::GI:HK>  & 

S iij 
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flG,  par  conféquent  A P , fomme  de  tous  les  antécédents  ; 
eftàAQ,  fomme  de  tous  les  conféquents  (241)  , comme 
un  feul  antécédent  AD  eft  1 fon  conféquent  AF  ; & 
comme  un  nombre  quelconque  de  parties  de  A B eft  au 
même  nombre  de  parties  de  A C j par  exemple::  AG; 
AH::  Al:  AK:  :DI:  FK,  &c. 

42.  43  I.  Donc  l°,  Si  deux  droites  A E , A D font  coupées 

par  deux  ou  par  un  plus  grand  nombre  de  parallèles  ED , C B , 
leurs  parties  CE,  BD  feront  proportionelles  aux  lignes  en- 
tières A E , AD. 

43*  432.  2°,  Si  deux  triangles  ABC,  a Refont  fembla- 

bles,  tous  leurs  côtés  homologues  font  proportionels. 

Car  Ci  l’angle  B =3  b , & fi  on  prend  fur  A B la  partie 
D B égale  au  côté  homologue  a b , en  menant  D F paral- 
lèle à A C , le*triangle  B DF  fera  égal  au  triangle  abc ^ 
Or  AB:BC::BD:BF.  Donc  A B : B C a b : b c. 
On  prouvera  de  même  que  AB  : A G ; ; & b : a c . j & que 
AC:CB  \\ac\cb.  Donc  les  triangles  femblables  ont  tous 
leurs  côtés  homologues  proportionels. 

433.  Réciproquement,  li  les  deux  triangles  ABC, 
abc  ont  tous  leurs  côtés  homologues  proportionels,  je 
dis  qu’ils  feront  femblables. 

Pour  le  prouver,  prenons  fur  AB  la  partie  DB  égale 
au  côté  homologue  a b , & menons  D F parallèle  à AC. 
Le  triangle  B D F fera  femblable  au  triangle  ABC.  Donc 
AB:BD:;AC:DF::CB:BF.  Mais  par  la  fuppofition 
A J \i:  ab  ou  DB::  AC:ûc::BC:  b c ; Donc  D F = a e, 
& B F = b c.  Le  triangle  B D F eft  donc  égal  & fem- 
blable au  triangle  abc,  & puifque  le  premier  eft  fem- 
blable à A B C , le  fécond  l’eft  aufli.  . 

434.  Si  deux  triangles  ABC,  abc,  ont  un  angle  égal  B , 4‘&  les 
côtés  autour  de  cet  angle  proportionels , je  dis  qu’ils  feront  fembla- 
bles. 

Soit  encore  pris  BD  = al , & on  aura  AB  : BC  : : ah  : b c : : B D ou 
a b : B F.  Donc  B F = bc  ; de  meme  DF  = jr.  Le  triangle  abc  eft 
donc  égal  & femblable  au  triangle  B D F , & par  conféquent  fem- 
blable au  triangle  ABC.  On  prouvera  de  meme  que  fi  les  triangles 
ABC,  abc  ont  un  angle  égal,  B = b,  & deux  autres  côtés  homolo- 
gues AB.  AC,  & a b,  ac  proportionels,  ils  feront  femblables., 
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La  propriété  des  triangles  femblables  que  nous  venons  HG* 
d’expofer , eft  un  principe  fondamental  de  la  Géométrie. 

En  voici  deux  applications. 

45  5’.  Le  point  B étant  fuppofé  inacceflible 3 on  de- 
mande  la  diftance  de  ce  point  au  point  D. 

Du  point  D ayant  vifé  le  point  B,  on  marqueta  ftit 
le  rayon  vifuel  BD  un  point  quelconque  G , & on  conf- 
ttuira  fur  le  terrein  le  triangle  A GD  dont  on  mefurera 
exa&ement  les  trois  côtés  3 cela  fait,  d’un  point  quelcon- 
que C de  la  bafe  AD,  on  vifera  de  nouveau  l’objet  B f 
& on  obfervera  le  point  E où  le  rayon  vifuel  BC  coupe 
le  côté  A G j la  diftance  E G étant  mefurée  , voici  com- 
ment on  trouvera  la  diftance  inconnue  BD  que  j’ap- 
pelle x. 

SoitEF  parallèle  à A D , foit  AD=a.,  .A  G~b..; 
GD=?c  ..CD=d  . . . EG=/.  A caufe  des  triangles 
femblables  AGD,  GEF,  on  aura  AG:  EG::AD: 

EF  = ^:  : GD:  GF  = ^/.  Donc  B F = BD — FD^=s 

b b 


BD  — (GD  — GF,'  = BD-+-GF — GD=sx  + ^— c. 
Or  à caufe  des  triangles  femblables  B E F , B C D , on 
a B D : C D ; : B F : E F , ou  * : d : : x H-  c : donc 

afx  cdf  , f r,  ■*  , b — f 

-j-  = dx-t--j-  — cd)Sc  par  confequent  x=  cd. 


Il  n’y  a donc  qu’à  fubftituer  les  valeurs  dans  cette  for- 
mule. 


43  6.  La  Réglé  de  double  faufte  pofition  peut  fe  dé- 
montrer auffi  par  les  triangles  femblables  : car  foit  repré- 
fenté  par  AC  = a le  premier  nombre  fuppofé  : foit  AB 
s Me  fécond  nombre.  Si  le  nombre  cherché  eft  entre  ces 


deux-là  , on  pourra  le  repréfenter  par  A P = x , & fup- 
pofanr  une  droite  indéfinie  EG  qui  pafle  par  le  point 
P & qui  fafle  avec  A C un  angle  aigu  quelconque , on 
aura  C D = c pour  marquer  l’écart  de  ces  deux  lignes 
dans  la  première  fuppofition  : ainli  CD  exprimera  la 

S iv 


4* 
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première  erreur,  & BE=d  exprimera  la  fécondé. 

Or  les  triangles  B P E & C P D font  femblables  j donc 
BP:BE::CP:CD,  ou  x — b:d:ia  — x : c ; ce  qui 

ad -h  bc 


donne  cx—bct^ad  — dx  j &c  x = 


€ -f-  d 


formule 


exa&ement  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée 
(23  8)  , pour  le  cas  où  les  erreurs  ont  des  lignes  contraires. 

Si  les  deux  quantités  fuppofées  eulTent  été  moindres 
que  A P , telles , par  exemple  , que  AI  & AB,  orv 
eût  trouvé  deux  erreurs  de  même  ligne , & la  formule 
qui  convient  à ce  cas-là.  On  trouve  avec  la  même  fa- 
cilité la  correction  indiquée  (2  69  \ 

43  7.  De  la  propriété  des  triangles  femblables  il  fuit , 
que  fi  on  divife  un  angle  quelconque  A d’un  triangle 
ABC  en  deux  parties  égales  par  la  droite  AD,  les 
côtés  AB  & AC  feront  proportionels  zux.  fegments  B D 
& DC. 

CarfoitBF  parallèle  à AD  & qui  rencontre  en  F le 
côté  A C prolongé  , on  aura  BD:DC::FA:AC.  Or 
l’angle  DAC  = DAB  = ABF  = BFC.  Donc  le  trian* 

Éle  FAB  eft  ifofcele,  & pat  conféquent  FA=AB. 
lonc  B D : D C : : B A : AC. 

43  8.  II  fuit  aulli  que  les  parties  de  deux  droites  qui  fe 
coupent  entre  parallèles,  font  proportionelfes.  Voye%  les 

Fig-  34  & 3f- 

439.  Si  du  fommet  de  l’angle  droit  A d’un  triangle 
re&angle  BAC  on  abaifle  fur  l’hypoténufe  BC  la  per- 
pendiculaire A D , il  en  réfultera  que  les  triangles  B AD, 
A D C feront  femblables  entre  eux  & au  triangle  total 
BAC. 

II  en  réfultera  auffi  que  la  perpendiculaire  AD  fera 
moyene  proportionelle  entre  les  fegments  BD,  D C, 

Il  en  réfultera  enfin  que  chaque  côté  AB,  ou  AC 
du  triangle  reétangle  BAC  fera  moyen  proportionel  entre 
l’hypoténufe  entière  B C & le  fegment  adjacent  à ce  côté  , 
c’eft-à-dire  qu’on  aura  BC:AB::AB:BD,&  BGî 

AC;:  AC:DC. 
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I®.  Le  triangle  redangle  B AD  a un  angle  aigu  B FIG. 
commun  avec  le  triangle  redangle  BAC.  Donc  il  lui 
eft  femblable.  Le  triangle  redangle  ADC  a aufli  un 
angle  aigu  C commun  avec  le  triangle  BAC;  il  lui 
eft  donc  femblable  aufli.  Or  deux  triangles  femblables  à 
un  même  triangle  , font  femblables  entre  eux.  Donc  , &c. 

11°.  De  la  fimilitude  des  triangles  B AD,  ADC,. 
on  déduit  B D : A D : : A D : D C.  Donc  A D1  = B D X 
DC.  ^ 

III".  A caufedes  triangles  femblables  B AD,  BAC, 

011  a BD:BA::BA:BC,  & par  la  même  raifon  les 
triangles  B A C , A D C donnent  D C : A C : : A C : B C. 

Or  de  ces  deux  dernieres  proportions , on  rire  A C1  =5 
DCxBC,  & BAJ  = BDxBC.  Donc  B A*  -f-  A C*= 

(DC  + BD)xBC=BCxBC  = BC*. 

440.  Et  par  conféquent  dans  tout  triangle  reBangle 
le  quarré  de  Vhypoténufe  eft  égal  à la  fomme  des  quarrés 
des  deux  autres  côtés  : propofition  célébré  par  fa  grande 
utilité.  Elle  eft  la  quarante-feptieme  du  premier  Livre 
d’Euclide. 

441.  Soit  le  côté  AB  = a,  AC  — b,  BC  = c, 

on  aura  c2  = a1 -+-£*,  d’où  il  fuit  que  deux  quelcon- 
ques des  côtés  d’un  triangle  redangle  étant  connus , le 
troifieme  l’eft  immédiatement.  Ainfic  = j/'  (a* -{-b1)  . . .• 
b = V ( c*  — a1  ) . . . a = ( c1  — b2  ).  Si  a = b , on  a 

c = ai/~ 2.  Or  dans  ce  cas  B C eft  la  diagonale  du  quarré  48. 
ABCD  dont  le  côté  AB  = a.  Donc  la  diagonale  eft 
inco  mmen  fur  able*  avec  le  côté  du  quarré. 

442.  De  ce  qui  précédé  , on  peut  conclure  que  fl  du 
fommet  A d’un  triangle  quelconque  ABC  on  abaifle  45?, 
fur  la  bafe  BC  la  perpendiculaire  AD,  on  aura  cette 
proportion  : la  bafe  B C eft  à la  fomme  A C -4-  A B des 
deux  autres  côtés,  comme  leur  différence  />  C — AB 

eft  à la  fomme  ou  à la  différence  DC±  DB  des  feg- 
inents  DC  , BD.  (On  doit  prendre  la  fomme  des  feg- 
ments  lorfque  cette  perpendiculaire  tombe  en  dehors  du 
triangle  ). 


Digitized  by  Google 


28 2 Leç  o n s Élémentaires 

ÏïG.  Car  AB1— bB^AD^AC1— DC1.  Donc  AC1— i 

AB1  = DCZ  — DB*  ; d’où  l’on  tire  BC  : AC  4-  AB  : z 
AC  — AB:DC±:  DB. 

Des  Lignes  proportionelles  conjidérées  dans  le  Cercle. 

443.  Si  d'un  point  quelconque  M pris  fur  la  demi-cir - 
'KO  eonftrence  AMB,  on  mene  la  perpendiculaire  MP  fur  le 
* * diamètre  AB , cette  perpendiculaire  fera  toujours  moyens 

proportionellc  entre  les  deux  fegments  ou  abfcijfes  AP  , PB  j 
enforte  que  l’on  aura  toujours  P Mz  = A P x P B. 

Car  fi  on  mene  A M & MB,  le  rriangle  AMB  fera 
re&angle.  Donc  MP1  = APxPB,  On  a aufli  le  quarrc 
AM1  de  la  corde  A M , = AP  x A B. 

444.  Soit  le  diamètre  A B = 2 a , l’abfcifle  AP=ar^ 
ce  qui  donne  2 a — x pour  l’autre  abfcilTe  BP.  Soit  la 
perpendiculaire  oui’ ordonnée  PM=jy,  & nous  aurons  géné- 
ralement^)'= {2  a — x)  x = 2 ax  — x x } équation  fon- 
damentale que  nous  retrouverons  fouvent , & qui  exprime 
la  propriété  fi  connue  du  cercle  , d’avoir  toujours  le  quarré 
de  chacune  de  fes  ordonnées  égal  au  produit  des  abf- 
cifles  correfpondantes.  On  l’appelle  à caufe  de  cela  Y équa- 
tion du  cercle. 

Si  on  eût  fait  PC  = Jf,  c’eft-à-dire , fi  on  eût  mis  l’ origine  des 
ab&iftes  au  centre  du  cercle,  alors  on  eût  trouvé  par  le  triangle 
reélangle  C P M , l’équation  y y = a a — x x , laquelle  exprime  la 
même  propriété  du  cercle. 

Et  fi  au  lieu  d’appeller  i a le  diamètre,  on  l’appclloit  a,  lesdeur 
équations  précédentes  deviendroient  yy=  ax—xx , & y y a a 

— arjcj  ce  qui  reviendroit  toujours  au  même. 

445.  Imaginons  maintenant  la  tangente  M T , & prolongeons  l’axe 
A B jufqu’à  ce  qu’il  rencontre  cette  tangente  au  point  T , la  ligne  P T 
eft  ce  qu’on  appelle  la  fourangente. 

Pour  en  trouver  l’exprefiion  , rappelions  - nous  que  le  triangle 
C M T eft  reétangle  en  M.  On  a donc  T P X P C = P M1.  Donc  P T 

DM*  „ . aa  — xx  n_ 

= — -,  Soit  CP  = a;,  Sc  on  aura  PT  = . Donc  PT-f- 

C P x 

CP  = CT=—  ,Ce  qui  donne  cette  proportion,  CP:  CA  ::CA: 

CT.  D’od  il  eft  facile  de  connoître  le  point  T,  & par  conféqucnt 
de  mener  la  tengente  T M , le  point  M étant  donne. 


Google 


Digitized  t 


de  Mathématiques.  283’ 

Veut-on  maintenant  avoir  l’expreffion  de  la  tangente  T M ? Le  trian-  HG* 
gle  TMC  reétangle  en  M donnera  TM  — A'CCT*  — CM*J=e,.. 

— aa)-=z  — V (a*  — x *)• 
x x 

44  6.  Si  deux  cordes  fe  coupent  dans  un  cercle , leurs 
parties  feront  réciproquement  proportionellesyc'ed-k-dng  qu’on  f j - 

aura  CF:  AF:  :FB  :FD,ouCFxFD  = AFxFB. 

Car  fi  on  mene  A C , B D , les  triangles  ACF, 
FBD  feront  femblables,  puifque  l’angle  CFA=DFB, 

8c  que  l’angle  C D B = C A B.  Donc  C F : A F : : F B ; 

FD. 

447.  Par-là  on  peut  réfoudre  les  deux  problèmes  fuivants. 

I.  Mener  par  le  point  donné  A la  corde  B A D de  manière  que 
AD  foit  à A B : : m : n.  J,  « a I «.  _ 

Par  le  point  A & par  le  point  C je  mene  d abord  le  diamètre  F G j 
puis  je  remarque  que  le  point  A étant  donné,  on  connoît  fa  dis- 
tance AC  au  centre  C.  Soit  donc  AC=i,  CF  = «,  A D = * , 

& on  aura  AB  = — , BAx  AD=—  =FAxAG  = aa — b b. 
m m 


m 


Donc  x,  ouAD  = v^[  — (a  a—ii)],  8i  A B =»/  [ — . ( aa  — iè)]. 

n T7i 


Donc  fi  du  point  A comme  centre  & d’un  rayon  y'  [ — (a  a — b b)] 

71  - 

on  décrit  un  arc  de  cercle , cet  arc  coupera  la  circonférence  en  un 
point  D par  lequel  & par  le  point  A u on  mené  DAB,  elle  fera 
la  corde  demandée. 

II.  Par  le  point  A mener  la  corde  B AD  égale  à une  droite  donnée 
c.  En  gardant  les  mêmes  dénominations,  on  aura  AB  = c-r,  & 
ABxAD=c*-xx=ca-i4.  D’où  l’on  tire  AD  ou  * = {c-+-v^ 
($  (C-t-b  b-aa),  Sc  AB  = jt-v'  ( \c c b b — aa). 

448.  Si  du  même  point  B pris  hors  la  circonférence 
d’un  cercle  on  mene  les  deux  fécantes  AB,  AC,  leurs 
parties  extérieures  AD,  AE  feront  réciproquement  pro- 
portionelles  aux  fécantes  entières  ; en  forte  que  l’on  aura 
AD:AE::AC:AB.  Car  fi  on  mene  B E , D C , les 
triangles  ABE,  ADC  feront  femblables  , ayant,  outre 
l’angle  commun  A , les  angles  D B E , D C E égaux.  Doue 
A D : A E : : A C : A B.  Donc  ADx  AB  = AExAC. 


445>.  Si  l’une  des  fécantes  devient  la  tangente  AM, 
çette  tangente  fera  moyene  proportionelle  entre  la  fc- 
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cante  entière  A B & fa  partie  extérieure  A D. 

Car  fi  on  mene  M D , M B , les  triangles  AMD, 
A M B feront  femblables  , puifqu’outre  l’angle  commun 
A,  les  angles  AMD  , ABM  font  égaux,  ayant  chacun 
pour  mefure  la  moitié  de  l’arc  M D.  Donc  AD:  AM  : : 
AM:  AB,  & A M1  = A D x A B.  Donc  les  deux  tan- 
gentes A M , A N menées  du  meme  point  A font  égales. 

4fo.  Si  quatre  cordes  forment  un  quadrilatère  inferit,  le  produit 
des  deux  diagonales  BD,  AC  fera  égal  à la  fomme  des  deux  produits 
de  chaque  côté  par  le  côté  oppofé , c’eft-à-dire  qu’on  aura  AC  x B D = 
BCx  AD  + ABxCD. 

Menons  DE  de  maniéré  que  l’angle  ADErBDC,  les  triangles 
AED,  B C D feront  femblables , puifque  par  la  fuppofition  A D E = 
BDC  , & que  l’angle  D A E = DBG.  Donc  B D : B C : : AD  : AE=s 

— — - — . Or  les  triangles  B A D , E DC  font  auflî  femblables , puif- 
que A BD  = A CD,  & que  A D B = C D E ('car  ADB  = ADE-BDE  = 
BDC— BDE=CDE;.  Donc  BD:  AB::CD:CE  =— 


r „ ABxCD  + BCx  AD  , „ 

Donc  AE-t-CE  = AC= . Dou  Ion  tire 

BD 


ACxBD=ABxCD+BCxAD. 

4f  I.  Pour  faire  quelque  application  de  cette  propriété , foient  les 
deux  arcs  AC,  C B , & ayant  mené  A B , propofons-nous  de  trouver 
une  équation  générale  qui  exprime  le  rapport  qu’il  y a entre  AC, 
C B , A B & le  rayon  du  cercle. 

Je  mene  par  le  point  Cle  diamètre  CD  & les  cordes  AD  , DB;  ie 
nomme  enluite  CD  (ia) , AC  (b)  , CBfcJ,  AB  (d)  ; cela  pofé  , 
le  quadrilatère  inferit  A C B D donne  lad  =CBx  AD+ ACxBD  : 
or  AD  = V (CD1—  AC*  j,  & BD  = V (CD1  — C B1  ).  Donc 
xad  — c v'  ( 4 a*  — b1)  -f-  b / ( 4 <il  — c1) , équation  générale  par 
le  moyen  de  laquelle  on  peut  réfoudre  les  problèmes  fuiyants. 

I.  Étant  donnée  la  corde  AC  d’un  arc , trouver  la  corde  A B 
du  double  de  cet  arc. 

On  a dans  ce  cas  b — c.  Donc  d — AB=—  (^ax  — bx). 

II.  E:ant  donnée  la  corde  AB  d’un  arc,  trouver  la  corde  AC  de 
la  moitié  de  cet  arc. 

Soit  x la  corde  cherchée  A C , & on  aura  ad  ==  x j/- (4  al  — x') 

Donc  x=y/^ rax  -\/r -a1  dx (a1  -f-f  ad)  - ad). 

III.  Etant  données  les  cordes  A C,  CB  de  deux  arcs,  trouver  la 
corde  AB  d’un  arc  AC  B égal  à leur  fomme. 
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On  a AB=rf=-î  ✓ (4a}  — b')-\-—  — c M. 

ta  1 a 

IV.  Etant  données  les  cordes  AB,  AC  de  deux  arcs,  trouver  la 
corde  C B d'un  arc  égal  à leur  différence. 

Soit  CB  = c = ar,  on  aura  t ud—xy  ( 4a1—  bl)+-  b y ("4a*  — 

D’où  l’on  tire  * = — y (4a*  —b1)  — . — VC+a'  — d1). 

xa  ta  y 

V.  Etant  donnés  trois  points  A , C , B , trouver  le  rayon  du  cer- 
cle qui  pafferoit  par  ces  trois  points. 

En  regardant  a comme  l’inconnue  danslequation  iad=  c y (4 a'-b*) 

r*-by(4a* — c'),  on  trouve  a~  - ^ . — — 

V — ( d% -h  c*  — bx)\ 

Si  le  triangle  ABC  cil  reétangle , on  a a = {b.  Donc  le  centre 
éu  cercle  tombe  alors  au  milieu  de  A B ; ce  qui  d’ailleurs  eft  évident. 


FIG. 

S6. 


Solutions  de  quelques  problèmes  fur  les  lignes  proportionelles. 

I.  Etant  données  trois  droites  a , b % c , trouver  une  J7* 
quatrième  proportionelle  y. 

Ayant  mené  deux  droites  AD,  A E qui  faffent  entre 
elles  un  angle  quelconque , je  prends  fur  A D la  partie 
A B —a  , & A D =s  c , je  prends  enfuite  fur  A E la 
ligne  AC  — b t & ayant  mené  C B,  je  tire  DE  paral- 
lèle à C B . Cela  pofé  , je  dis  que  A E eft  la  quatrième 
proportionelle  demandée. 

Car  les  triangles  A C B , A E D font  femblables.  Donc 
AB  : A C:  : AD  : AE  = — . On  eût  trouvé  la  même 

a 

chofe  par  l’interfeétion  de  deux  droites  entre  parallèles. 

S’il  falloir  trouver  une  troifieme  proportionelle  à deux 
droites  données  a & b , il  eft  évident  que  la  conftruction 
feroit  toujours  la  même.  Il  faudroit  feulement  prendre 
AD  = AC. 

473.  IL  Trouver  entre  deux  droites  a & b une  moyene  j8. 
proportionelle  yfab. 

Ayant  mené  la  ligne  indéfinie  APB,  je  prends  fur 
cette  ligne  la  partie  AP  =a,  BP  = b & je  décris  une 
demi  - circonférence  fur  le  diamètre  AB.  Cela  pofé  j 
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il  eft  clair  que  la  perpendiculaire  P M menée  par  le  point 
de  divifion  P fera  la  moyene  propordonelle  demandée. 
Car  PM1  = AP  x PB. 

4^4. 111.  Divifer  une  droite  donnée  a de  la  même  maniéré 
qu’une  autre  droite  AB  eft  divifée. 

Par  l’une  des  extrémités  A de  la  droite  A B je  mene  A C 
égale  à la  droite  donnée  a &c  qui  fafte  avec  À B un  angle 
quelconque.  Enfuite , je  tire  C B , & des  points  de  di- 
vifion I , F , D de  la  ligne  A B , je  mene  parallèlement 
à C B les  lignes  DE,  F G , I H qui  diviferont  A C 
de  la  meme  maniéré  que  la  droite  AB  eft  divifée.  Car 
les  lignes  BC,  DE,  FG,  IH  étant  parallèles , on  a 
AB  : AC::  Al:  AH:  :1F  : H G : : FD  : GE  ::  D B :EC. 

45,y.  IV.  Divifer  une  droite  AB  en  un  nombre  quel- 
conque n de  parties  égales. 

Par  le  point  A on  mènera  la  ligne  indéfinie  A C fur 
laquelle  ayant  pris  un  nombre  n de  parties  égales  .de 
telle  grandeur  que  l’on  voudra  AE,  EG,&c....LC, 
on  mènera  par  l’extrémité  C & par  le  point  B la  ligne 
CB.  Cela  pofé,  les  lignes  LK,  IH,  &c,  parallèles  à 
CB  diviferont  la  ligne  AB  en  un  nombre  n de  por- 
tions égales.  Car  AB:AC::AD:AE::DF  : E G . . 

FH:GI,&c.  Or  AE  = EG=GI  =IL=  — AC. 

' n 


Donc  AD  = DF=FH  = — AB. 

71 

45'6.  V.  Divifer  une  droite  donnée  A‘B  en  moyene 
& extrême  raifon  ; c’eft-à-dire  , de  maniéré  que  le  plus 
grand  fegment  F B foit  moyen  proportionel  entre  la  ligne 
entière  AB  & le  plus  petit  fegment  AF. 

Par  l’extrémité  Â de  la  ligne  A B élevez  la  perpen-" 
diculaire  A C =\  A B , & ayant  mené  C B,  prenez  F IJ  = 
CB  — AC}  la  ligne  AB  fera  divifée  en  moyene  8c 
extrême  raifon  au  point  F. 

Car  CB"  ou  F B2  2 A C x F B -4-  AC"  = A C*-4— 
’AB*.  Donc  FB*  = AB2  — 2ACxFB  = AB’  — 
ABxFB  = ABxAF.  Donc  A B :FB  : :FB:  AF. 
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C_  nJlruElion  géométrique  des  Equations  déterminées 
du  premier  £r  du  fécond  degré. 


Parmi  les  découvertes  qui  ont  rendu  Defcartes  fi  célèbre  , il  n’en 
eft  point  qui  ait  plus  contribué  aux  progrès  des  Mathématiques , que 
celle  de  r application  de  l’ Algèbre  à la  Géométrie.  Les  conftrudions 
géométriques  font  partie  de  cette  application  ; mais  nous  nous  borne* 
rons  ici  à celles  des  équations  du  premier  & du  fécond  degré. 

4j7_  Conftruire  géométriquement  une  équation , c’eft  trouver  en 
lignes  les  valeurs  de  l'inconnue. 

Si  l'équation  n'eft  que  linéaire , ou  du  premier  degré , on  déter- 
minera toujours  la  valeur  de  l’inconnue  par  la  feule  interfedion 
des  lignes  droites. 

Si  l'équation  eft  quadratique  , ou  du  fécond  degré  , auquel  cas  l'in- 
connue doit  avoir  deux  valeurs , on  les  trouvera  par  l'interfedion 
de  la  circonférence  du  cercle  avec  une  ligne  droite. 

Mais  fi  l’équation  à conftruire  eft  plus  élevée  , il  faut  alors  fe  fervir 
de  différentes  courbes  dont  le  choix  & l’ufage  entraînent  beaucoup  de 
difficultés.  Celle  de  les  décrire  exadement,  eft  fi  grande  que  les 
réfultats  donnent  des  racines  bien  moins  approchées , que  ceux  des 
méthodes  purement  algébriques. 

4J8.  Si  on  a ^ ==x,  on  prendra  (tfi J une  quatrième  propor- 
b 

tionclle  à i , a , c , & on  aura  la  valeur  de  x.  Si  on  a x = - — - , on 

de 


& on  aura  n=x.  De  même 


, ab  . . cm 

prendra  m = — , enluite  n = — , 
d e 

-■  j ■ Ce  conftruit  en  prenant  une  ligne  m ss  — , enfuite  une  ligne  a 
e=  C-^  ; & on  a a = , & ainfi  des  autres.  Ce  feroit  la  même 

fs  'fs  5 

chofe,  fi  on  avoit  à conftruire  — — , — 8Cc. 

b 1 b1  b** 

4jg.  Mais  fi  on  a une  fradion  à conftruire  dont  le  numérateur  foie 

, abc  -+-  ccd->r  mnp 

Complexe , comme  — 


abc 


rq 


«ede , uûe  ligne  k = , une  ligne  i 

rq 


on  prendra , par  ce  qui  pré- 
ccd 


rq 


-,  enfin  une  ligne  l 


e=  ÜLnI.t  & en  ajoutant  k , i,  l,  on  aura  une  ligne  égale  à la  fradion 

ri 

propofée. 

460.  Si  le  numérateur  & le  dénominateur  étoient  complexes,  comme 
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dans  on  prendroit  une  ligne  / = &-*-  — , 8c  la  frac-* 

mlr-hn  h * ° m 

ûbc  f* 

tion  propoféc  deviendroit (-  EE  que  l’on  conftruiroit , comme 

jrtl  ntl 

. * jt  » r * aicc-t-q*  h-h  noqk  — m>p 

ci-denus.  De  meme  li  on  avoir  x = ? — — = , on 

q 1 1 — klq-\-cmd 

. . ....  kl  cmd  . abec 

prendroit  une  ligne/=t  — h- , & on  auroit  x= f- 

' } ? ??  fqq 

L -f-  — — — m ? , que  l’on  conftruiroit  comme  ci-defliis. 

f /?  fil 

46 1.  Au  refte , il  y a plufieurs  cas  où  la  conftruétton  cft  plus 
facile  que  par  les  méthodes  précédentes  ; nous  en  allons  donner  quel* 
«jues  exemples. 

Soit  x = Au  lieu  de  décompofer  cette  fraétion  en  deux 

c-^-d  * 1 

autres  ^ , — C—^  on  prendra  une  quatrième  proportionelle  à 

.f-k-d,  a -f-c,  b,  & on  aura  la  valeur  de  x. 

Soit  x — — — , on  prendra  une  quatrième  proportionelle  à c , 

a-\-b  ,a—b  . & on  aura  x. 

_ . abcc — aabb  , ,,  àb 

Soit  encore  — j on  prendra  Une  ligne  m = — ; oc  on 

abc-t-c * r ° c 


aura  x = - 


cm  ■ 


■ m m 


j d’où  en  prenant  une  quatrième  proportionelle 

m -f-  c 

à m-4-c,  c — m,m » on  aura  la  valeur  de  x. 

Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à éclaircir  ces  exemples  par  des  figures; 
Cela  ne  peut  avoir  aucune  difficulté. 

46t.  Voyons  donc  comment  on  peut  conftruirc  les  radicaux  du 
fécond  degré. 

Si  on  avoit  d’abord  xx  = am,  ou  x=  V am,  il  faudroir  prendre 
une  moyene  proportionelle  entre  a & m , & ce  feroit  la  valeur  de  x. 
Si  on  avoit  x — / (a  b -4- b c) , on  prendroit  entre  b Sc  a ■+■  c une 
moyene  proportionelle  qui  feroit  égale  à»/  ( ab-hbc ). 

De  même  fi  on  avoit  x = %/  (a1  b c)  , on  prendroit  m = — , 8c 

d 

on  aurait  x = V a(  a -+-m  ) qui  fe  conftruiroit  comme  dans  le  cas 
précédent.  ♦ 

• . bd 

463.  Soit  maintenant  x = V (a  c ■+-  bd)  , on  prendra  /»=  —8c 

ü. 

on  aura  x = V a (c-\~m). 

Si  on  avoit  x = y'  (a1  — b*)  , on  prendroit  une  moyene  propor- 

tionclle 


I 
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tioiielle  entre  a-4-b  & a — b , & on  aurait  la  valeur  de  x.  On  peut 
aulli  conftruire  V (a1  — b"1  ) de  cette  autre  maniéré.  Soit  décrite 
du  diamètre  AB=m  une  demi-circonférence  A CB,  je  dis  que  fi  on 
y inferit  la  corde  A C—b,  en  menant  CB  , cette  ligne  fera  = 

V (a1  — b' j.  Car  le  triangle  ACB  eft  rcéfanglc. 

Si  on  avoir  à conftruire  V (a1  -4-bl)  , on  prendrait  m=.  — , en- 
« a 
fuite  une  moyene  proportionellc  entre  a Sza-+-m-}  mais  il  eft  plus 
fimplc  de  conftruire  un  triangle  rc&angîe  ACB,  dont  les  côtés  AC, 
CB  foient  a,  & b-,  l’hypoténufc  AB  fera  égale  à / (a1 -4-bl). 
S'il  y avoir  fous  le  radical  propofé  plus  de  deux  termes  comme 

ab  bc 

dans  V (ab  -4-  bc  -+-  df) , on  prendrait  (460  j m — ( +/>  & 

d d 

le  radical  deviendrait  /àm,  quantité  facile  à conftruire.  Si  on  avoitx  = 

'f  (a  c — ■+•  rd)  , on  prendroit  n=c  — — ^ -f-  — 

a a a " 

& on  auroit  x = ^aü. 

464.  Soitl'exprdfion  à conftruire  -4-/1  &cjj 

b2  cl 

au  lieu  de  faire  comme  dans  la  méthode  précédente  m = 1 &c, 

a a 

on  prendra  AB  = a ; enfuite  on  mènera  B C = b perpendiculaire  à AB , 
& on  aura  CA‘  = al  -4 -4*.  Si  on  mène  C D =c  perpendiculaire  à CA, 
on  aura  AD’m’  + i1-)-  c'.  En  menant  DE  =d  perpendiculaire  à 
DA,  on  aura  AÈl  = a‘  -f-  b1  -+-  c*  ■+■  d1,  &c.  &c,  d'où  il  eft  évi- 
dent que  la  dernière  hypoténufe  AF  fera  V (a1  ■+■  b1  -h  cz  &cc). 

S'il  y avoit  dans  cette  expreffion  quelques  quarrés  négatifs  -,  on  pren- 
droit , par  ce  qui  précède , un  feul  quarre  m1  égal  à la  fomme  des 
quarrés  pofitifs  , un  atitre  quarré  nl  égal  à la  fomme  des  quarrés  né- 
gatifs , on  aurait  enfuite  à conftruire  v (mz  — n *)  , ce  qui  eft  facile. 

46 f.  On  peut  réduire  à la  conftruélion  que  nous  Venons  de  don- 
ner toutes  les  autres  quantités  radicales.  Si  on  a,  par  exemple, 

V (b  c -h  a m -h  d n — c q)  , on  prendra  b c=  il , am  ==  kz  , d /t  = 
/' , cq=pz  , & on  aura  à conftruire  V (i2  -4-  kl  -f-  /*  — pl). 

S'il  y a des  fractions  fous  le  radical  propofé , il  fera  aifé  de  s'en 

débarrafier.  Qu’on  ait,  par  exemple,  x = f ( ■■  — )3  on  prendra 

b -f-  c 


m. 


cd 


b-4-c  b +c 

facile  à conftruire. 


: n , & on  aura  x = V (bm-4-dn)  , quantit 


Suppofons  maintenant  qu’on  ait  x = / (a  a — 


ccff-ddff 


a b -f— c d 

prends  c c -4-  d d=  m m , y'  (a  b -4-  cd)  — n%  & j’ai  x = y'  (aa 


ffm  m 


n n 


),  je  prends  p 


=f-. 


& j’ai 


V (aa—pp). 
T 


FI(j« 


65. 


.4 


)>  le. 
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4 66.  Nous  avons  fuppofé  jufqu’ici  i°,  que  la  quantité  donnée  étoît 

\ ^ j ■*4*  }} 

homogène:  fi  elle  ne  l’étoir  pas  comme  , on  la  rendrait  telle, 

a1  ■+■  c 

en  multipliant  fes  termes  par  différentes  puiffances  d’une  ligne  / qu’on 
regarderoit  comme  l’unité , ce  qui  ne  changcroit  pas  la  valeur  de  la 

quantité.  On  auroit  donc  dans  cet  exemple  — — - , quantité  homo- 
gène & égale  à la  propofée.  Si  on  avoit  — a^- - , on  rendroit 

a*  c ■+■  a/b  * — /'*  d 


■ , &c. 


m-t-n 
abc  + cfg 


cette  expreffion  homogène  en  l’écrivant  ainfi  , 

r 0 é+-+-  a'I—  IU 

467.  Nous  avons  fuppofé  i°,  que  la  quantité  donnée  n’étoit  que 
d’une  dimcnlîon  ; fi  elle  en  avoit  plufieurs,  il  ne  feroit  pas  difficile 
de  la  réduire  à une  feule  quantité  monome  de  la  même  dimenfion. 

_ . , a b c -I-  cf  g _ , . . , * 

Qu’on  ait,  par  exemple  , — — • Je  prendrais  (460)  p=z 

ab-ufg  . 

— , & j aurais  pc  — 

7Tl-\-  fl  TTl  — f—  Tl 

468.  S’il  entroit  deux  radicaux  dans  la  quantité  propofée , comme 
dans  V [ff-k-  gV(kk  — b b j],  on  prendrait»/  (kk-bb  ) = c,  enfuitc 
Y/(ff-k-gc)  = n = y'  [ff-hg  V ( kk—  b b)  ].  Si  on  avoit  à conftruirc 

4 .4  4 

V aie,  on  feroit  ac  — mx,  & on  auroit  v(ax  ml)-=  f/dm=rr(a*  c). 
De  même»/<îicd  fe  conftruit  en  prenant  ab—m> , c d—n} , ce  qui 

donne  y'abcd=Vmn.  Enfin  , fi  on  avoit  V ( à1  fg  + befk  — af/)y 
fs  b cfk 

prendrait  m=—  H f , & le  radical  propofé  devien- 

4 a a} 

droit  V a*  m,  quantité  facile  à conftruirc. 

En  général , on  voit  que  toute  quantité  dans  laquelle  il  n’entre  que 
des  radicaux  du  fécond  degré , pu  même  du  quatrième , ou  du  hui- 
tième, 8cc.  peut  toujours  être  conftruite  par  le  moyen  du  cercle. 

46?.  De-là  il  fuit  que  toute  équation  du  fécond  degré  peut  être 
réfolue  par  le  moyen  du  cercle.  En  effet  l’équation  xx — px=qqt 
‘qui  peut  repréfenter  toutes  celles  du  fécond  degré , donne 
V (\p  P -+-  </<l)  y quantité  facile  à conftruirc  par  ce  qui  précédé. 

470.  Pour  donner  quelques  exemples , propofons-nous  de  mener  du 
point  donné  A hors  des  parallèles  E B , C D la  droite  AK  de  manière 
oue  la  partie  K I interceptée  par  ces  parallèles  foit  égale  à une  droite 
donnée  c. 

Soit  menée  AF  perpendiculaire  fur  les  parallèles  AB  , C D,  & fiait 
A F = a,  FG=i,FK  = x.  On  aura  AK»/  (a1  -F-  xx)  : A F (a)  : : 

I K (c):  F G (b).  D’où  l’on  tire  — ss  y'  (a1  -hxx)  , & par  confé- 


on 
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quent  x = y \/  (c1  — A1,)  , ce  qui  donne  cette  conftruôion.  HG. 

Du  point  G comme  centre  & d'un  rayon  égal  à la  droite  donné  c , 

Toit  décrit  un  arc  de  cercle , qui  coupe  en  H la  ligne  F B , je  dis  que 
A K parallèle  à G H fera  la  ligne  demandée. 

Car  FG  (h)  : AF  (a):  : FHfKcc  — bb)  : FK  (x)  = -1 

9 

V'  ( c c — b b ).  Il  cft  pourtant  à rcmarqurr  que  l’équation  — xxx 

b 

/ (a*-+-x*)9  donne  x = — ~ y (c  c — b b)  aufli-bien  que  x = 


t-V  (cc—bb).  . x 

Mais  pour  favoir  ce  que  lignifie  cette  valeur  négative — 

' b 

V (ce — bb),  il  faut  obfervcr  que  l’arc  de  cercle  décrit  du  centre 
G & du  rayon  GH=c,  coupe  la  ligne  F B en  deux  points  M & H. 

D’od  il  fuit  que  AK'  parallèle  à MG  n’eft  pas  moins  propre  à ré- 
foudre le  problème  propofé  que  A K ; c’eft  donc  FK'  égale  8c  direc- 
tement oppofée  à F K,  qu’exprime  la  valeur  négative — y"  Ce1  — b1). 

D’où  l’on  peut  conclure  en  général , que  lorfque  le  réfultat  d'un  cal- 
cul donne  une  valeur  négative  de  l'inconnue , cela  Jignifie  quon  doit 
prendre  cette  inconnue  dans  un  fens  oppofé  à celui  oit  on  l'avoit  priée 
d'abord. 

471.  Soit  propofé  mairAenant  de  décrire  un  cercle  qui  pafle  par  les 
deux  points  donnés  A 8c  B , 8t  qui  touche  la  droite  C F donnée  de  0 j*. 
pofition. 

Le  problème  fe  réduit  à trouver  le  point  M où  le  cercle  touche  la 
droite  CF  ; car  ce  point  étant  trouvé,  fi  on.  fait  paflër  une  circon- 
férence de  cercle  par  A , B , M,  elle  fera  la  circonférence  cher  hée. 

Soit  menée  par  les  points  A & B la  droite  ABF  qui  rencontre  en 
F la  droite  CF,  8t  foit  divifée  A B en  deux  également  au  point  D ; en 
nommant  FM  (x  ),  F D (a),  AD=DB  = i,  on  auraxx  =BF  x AF 
~a2 — b2.  D’où  x — V (a-  — b1)  , ce  qui  donne  cette  conftrudion. 

Sur  le  diamètre  DF  foit  décrit  la  demi-circonférence  DGF  dans 
laquelle  fi  on  inferit  la  corde  DG  -=D  B , je  dis  que  GF  fera  égale 
à F M , car  F G = / (a2  — b1)  = F M.  Or  le  point  M étant  déterminé, 
le  problème  «A  xéfolu. 


' TiJ 
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Leçons  élémentaires 
Des  Figures  femblables . 


66. 


472.  Deux  figures  font  femblables  3 lorfqu’ayant  un 
égal  nombre  de  côtés , tous  les  côcés  de  l’une  font  pro- 
porrionels  aux  côtés  homologues  de  l’autre  , 8c  que  de  plus 
tous  les  angles  de  l’une  font  refpeélivement  égaux  à ceux 
de  l’autre. 

D’  où  il  faut  conclure  que  tous  les  polygones  réguliers 
d’un  égal  nombre  de  côtés  font  des  figures  femblables  , 8c 
que  par  conféquent  les  cercles  font  tous  femblables  en- 
tre eux  , puifqu’on  peut  les  regarder  comme  des  polygones 
réguliers  d’une  infinité  de  côtés. 

473 . Si  deux  figures  ABCDE,  a b c d e font  fem- 
blables , le  contour  ou  le  périmètre  de  la  première  figure 
fera  au  contour  de  la  fécondé  , comme  un  côté  quel- 
conque A B pris  dans  la  première  figure  eft  au  côté  homo- 
logue a b pris  dans  la  fécondé  , ou  comme  un  nombre 
quelconque  de  côtés  AB-i- AE-f'DE  pris  dans  la 
première , eft  au  même  nombre  a b -4-^e  -J-  de  de  côtés 
homologues  pris  dans  l’autre. 

Car  ÀB:tf£::BC:Ac::DC:dc::DE:de  &c  ; 
donc  la  fortune  des  antécédents , ou  le  périmètre  de  la 
première  figure  efl  à la  fomme  des  conféquents , ou  au 
périmètre  de  la  fécondé  , comme  A B : a b , ou  comme 
AB  + AE  + DE,  &c  : a b -3- a e -F- de.  8cc. 


67.  • De- là  il  fuit  que  les  contours  de  deux  polygones  ré- 
guliers ABDEFG,  ab  d ef  g font  entre-eux  : : le  côté 
A G : au  côté  homologue  a g : : la  portion  B A G F du  péri- 
mètre du  premier  polygone  eft  à la  portion  homologue 
bagf  du  fécond.  Or  fi  C eft  le  centre  de  ces  polygones  , 
à caufe  des  triangles  ifofceles  8c  femblables  a C g , A C G , 
on  aura  A G :ag  ::CG  : C g.  Donc  ABDEFG  : abdefgiî 
BAGF  : bagf:  :CG:Cg. 

68.  474*  ^ es  circonférences  de  deux  cercles  font  donc  entre 
elles  comme  leurs  rayons  8c  comme  deux  arcs  quelconques 
A M,  B N compris  entre  deux  rayons  CA,  CM. 


Digifced  by  Google 


de  Mathématiques.  apj’ 

Ec  puifqu’on  a d’ailleurs  CM:CN::AM:BN,  on  FIG. 
aura  auilx  AMF:  B N D : : l’arc  A M : l’arc  B N : : la  corde 
AM  : la  corde  BN:  : CM:  CN. 

Ainfi  les  circonférences  A M F , B ND  contenant  cha- 
cune 360  degrés,  leurs  arcs  correfpondants  AM,  BN, 
contiennent  autant  de  degrés  l’un  que  l’autre.  On  voit 
donc  bien  que  la  mefure  d’un  angle  en  degrés  eft  tou- 
jours la  même , de  quelque  rayon  que  l’on  décrive  l’arc 
qui  doit  mefurer  cet  angle. 

475\  Si  dans  deux  figures  femblables  ABCDE  , a b cde  66. 
on  mene  les  diagonales  AD  & AC,  ad  Sc  a c , elles 
feront  proportionelles  entre-elles  & aux  côtés  homologues 
A E , a e.  Car  les  triangles  A D E , a de  font  femblables  , 
ayant  i°,  un  angle  égal  E , e ; 2°,  les  côtés  autour  de  cet 
angle  proportionels.  On  a donc  AD  : a d : : A E : a e.  On 
prouvera  de  même  que  AC:ac::BC  : b c : : A E : ae:: 

AD  : ad.  En  général , la  propriété  des  figures  femblables 
eft  d’avoir  toutes  leurs  dimenjîons  homologues  proportionelles. 

Cela  pofé , s’il  s’agiflbit  de  décrire  un  polygone  fem-  69. 
blable  au  polygone  donné  A B CD  EF,  & dont  le  coté 
homologue  à AB  fut  donné  , on  prendroit  fur  A B pro- 
longé, s’il  étoit  néceflaire,  la  ligne  A b égale  au  côté  homo- 
logue à A B donné  par  la  fuppofition.  On  meneroit  en- 
fuite  du  point  A les  diagonales  A C , A D , A E , & les 
parallèles  b c à BC,cdàCD,deàDE,e/àEF  for- 
meroient  le  polygone  demandé. 

Car,  par  la  conftruétion,  les  angles  des  figures  ABCDEF  , 
a b c d ef  font  refpeétivement  égaux.  D’ailleurs  leurs  côtés 
font  proportionels  à caufe  des  triangles  femblables  ABC 
abc  , & ACD,  A c d &c.  Donc  les  figures  a b cdef  x 
ABCDEF  font  femblables. 
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Des  Éléments  de  Géométrie , 

» 

47^.  O»  appelle  Surface  , Aire  , ou  Superficie  tout  ce 
que  l’on  conçoit  n’avoir  que  deux  dimenlions  de  l’étendue  * 
la  longueur  & la  largeur. 

Suppofons  , par  exemple  , que  ce  Livre  Toit  partagé  en 
deux  moitiés , & que  chacune  de  ces  moitiés  foit  par- 
tagée en  deu*  autres , tk  ainfi  de  fuite.  Il  eft  clair  que 
chaque  feuillet  peut  fe  divifer  de  même  ; & qu’après  avoir 
épuifé  tous  les  procédés  des  Arts  pour  divifer  & foudivifer 
un  feul  de  ces  feuillets , on  conçoit  encore  poflibles  des 
divifions  fans  fin  , d’où  réfulteroient  à chaque  fois  des 
feuillets  de  plus  en  plus  minces , quoique  toujours  égaux 
en  longueur  & en  largeur  au  premier. 

M«ds  comme  à l’image  diftinéte  des  premières  divi- 
fions fuccédenr  des  idées  confufes  du  nombre  de  ces 
feuillets  lequel  va  toujours  croiffant , &c  de  leur  épaifleur 
qui  diminue  de  plus  en  plus,  tout  ce  que  l’on  retire  de 
cette  confidération  , eft  une  idée  bien  imparfaite  de  ce 
que  l’on  appelle  infiniment  grand  &c  infiniment  petit.  Il 
en  réfulte  cependant  d’une  maniéré  fort  claire  , i°,  qu’à 
force  de  divifer  & de  foudivifer , on  approche  de  plus 
en  plus  du  terme  où  le  feuillet  n’auroit  aucune  épailTeur  : 
2°,  ' que  pour  atteindre  ce  terme , il  faudroit  un  nom- 
bre vraiment  infini  de  divifions:  30,  que  ce  nombre  eft 
impoffible , & que  par  conféquent  on  n’arrivera  jamais  a 
çe  terme , quoique  l’on  en  approche  de  plus  en  plus. 

477.  On  appelle  des  Limites  ces  fortes  de  quantités 
vers  lefquelles  d’autres  tendent  fans  pouvoir  jamais  y attein- 
dre. Ainfi  on  peut  dire  que  la  furface  eft  la  limite  du 
corps , que  la  ligne  eft  la  limite  de  la  furface , Si  que. 
le  point  eft  la  limite  de  la  ligne. 
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On  peut  dire  aulïi  que  la  furface  d’un  corps  eft  cette  FIG. 
enveloppe  extérieure  dont  il  eft  revêtu,  & lur  laquelle 
tombent  nos  regards.  Pour  en  déterminer  la  grandeur, 
cherchons  d’abord  quelle  eft  en  général  la  mefure  natu- 
relle des  furfaces , & nous  verrons  enfuite  comment  oti 
évalue  en  particulier  celles  des  diflérents  polygones  qui 
peuvent  fervir  de  faces  aux  corps. 

478.  Il  faut  i°,  que  la  mefure  des  furfaces  foit  elle- 
même  une  furface  à laquelle  on  puifle  rapporter  celles 
que  l’on  veut  évaluer.  Cette  furface  primitive  eft  en  quel- 
que forte  la  bafe  de  toutes  ces  évaluations,  comme  l’unité 
eft  la  bafe  de  tous  les  calculs  des  nombres.  Il  faut  a° , 
que  cette  mefure  foit  la  plus  fimple  de  toutes  ; il  faut 
donc  que  fa  longueur  & fa  largeur  foient  égales  , & que 
chacune  de  ces  dimenfions  foit  repréfentée  par  l’unité. 

Or  la  largeur  fe  mefure  en  prenant  la  diftance  des  extré- 
mités parallèles,  & la  mefure  de  cette  diftance  eft  la  per- 
pendiculaire qui  les  joint  (372  4 donc  la  mefure  la  plut 
naturelle  des  furfaces  ejl  un  quarré  plus  ou  moins  grand , 
que  l'on  prend  toujours  pour  l'unité  de  furface. 

Une  furface  d’un  pouce  de  long  fur  un  pouce  de  large  , 
par  exemple  , eft  la  mefure  commune  des  furfaces  eftimées 
en  pouces  quarrés.  Ainfi  on  dit  qu’il  y a 144  pouces 
quarrés  dans  une  furface  d’un  pied  de  long  fur  un  pied 
de  large,  Sc  qu’il  y en  a J 184  dans  une  toife  quarrée. 

475).  C’eft  parce  que  la  mefure  commune  des  furfaces 
doit  toujours  être  un  quarré,  que  l’on  nomme  Quadrature 
l’évaluation  d’une  furface.  Ainfi  le  problème  fi  connu  de 
la  quadrature  du  cercle  , confifte  à trouver  un  quarré  égal 
en  furface  à un  cercle  donné,  c’eft-à*dire  qui  renferme 
précifément  autant  d’efpace  que  ce  cercle. 

En  général , lorfqu’on  fe  propofe  de  mefurer  une 
furface  , il  faut  chercher  combien  de  fois  elle  contient 
le  quarré  que  l’on  prend  alors  pour  l’unité.  Or  cette  recher- 
che eft  aifée  dans  toutes  les  figures  reétilignes,  comme 
on  va  le  voir. 

Commençons  par  le  quarré  A B C D , autre  que  celui  70. 

T iv 
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TIG,  qui  lui  doit  fervir  de  mefure  & que  nous  repréfente- 
tons  par  abcd.  Il  eft  certain  que  fur  la  bafe  AB  on 
peut  mettre  autant  de  quarrés  égaux  au  quarré  abcd , 
que  cette  bafe  contient  de  fois  le  côté  ab  , ou  l’unité 
de  longueur.  Donc  A B étant  la  fomme  de  ces  unités , 
fi  on  exprime  par  s la  furface  du  petit  quarré,  on  aura 
ABxs  pour  celle  de  tous  les  petits  quarrés  qui  peuvent 
être  mis  fur  AB,  Sc  qui  forment  le  re&angle  ÀBFE. 
Mais  n’eft-il  pas  évident  que  la  furface  du  quarré  total 
ABCD  contient  autant  de  fois  celle  de  ce  reétangle , 
que  la  ligne  AD  ou  AB  contient  AE  ou  ad,  unité 
de . largeur  ? Donc  ABCD  , ou  AC  ( car  on  défigna 
fouvent  les  quarrés  Sc  les  redangles  par  deux  lettres  dia- 
gonalement  oppofées  : = A B1  x s , Sc  comme  r=  I , 
on  a A C =■  A B1  : c’eft-à-dire  que  pour  avoir  la  furface 
d’un  quarré,  ilfaut  multiplier  l’unité  de  furface  par  le  quarré , 
du  nombre  des  unités  J impies  contenues  dans  un  de  fes  côtés , 
Sc  non  par  le  quarré  d’un  de  fes  côtés. 

Remarquez  en  effet  que  cette  derniere  expreflion  n’eft 
pas  exa&e , puifqu’on  ne  multiplie  jamais  une  ligne  par 
une  autre.  Mais  comme  elle  eft  ufitée , nous  nous  en 
fervirons  dans  le  feus  que  nous  venons  d’indiquer. 

j 480.  Cela  poféj  cherchons  la  mefure  de  la  furface 
^ d’un  redangle  quelconque  ABCD. 

Si  on  décrit  fur  fon  plus  grand  côté  A B le  quarré 
A B E F , ce  quarré  contiendra  autant  de  redangles  égaux 
à ABCD,  que  AF  contient  de  fois  AD.  Il  en  con- 

. , A F AB  . 

tiendra  donc  un  nombre  exprime  par  ^ j 011  ad’  ^ 1 

on  appelle  x la  furface  du  re&angle  , on  aura  A B.' 

= ^X‘?  d'où  x = AB  X AD  j c’eft- à-dire  que  la  furface 

d'un  reélangle  quelconque  efi  égale  au  produit  de  fa  bafe 
par  fa  hauteur. 

Par  exemple  fi*un  re&angle  a 7 pouces  de  long,  fur  j 
pouces  dé  large , fa  furface  contient  2 1 pouces  quarrés. 
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Ce  que  nous  difons  des  pouces  quarrés  peut  s’appliquer 
à toute  autre  mefure  femblable. 

481.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  prouver,  i°, 
que  la  furface  du  triangle  reétangle  AC  B eft  égale  au 
produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  la  bafe.  Car  ce 
triangle  eft  la  moitié  du  reétangle  ABCD. 

2°,  Que  la  furface  d'un  triangle  quelconque  ABC  ejl 
égale  au  produit  de  l'un  quelconque  AC  de  fes  côtés  par 
la  moitié  de  la  perpendiculaire  menée  de  l'angle  oppofé  B 
fur  cette  bafe  prolongée,  s'il  ejl  nécejfaire. 

Car  le  triangle  A B D ={  B D x A D , & le  triangle 
CDB  = j B D x D C.  Donc  CDB  + ABD,  ou  la 
furface  du  triangle  ABC=-jBD  (DC±  AD)  = 
{BDxAC. 


482.  Donc  la  furface  d'un  parallélogramme  quelconque 
A BDE  ejl  égale  au  produit  de  la  bafe  AE  par  la  dif- 
tance  des  côtés  parallèles  AE,  BD,  = AExBC.  Car  Ci 
on  meue  la  diagonale  BE,  le  triangle  ABE  fera  égal 
au  triangle  B E D.  Donc  la  furface  du  parallélogramme 
AB  DE  eft  double  de  celle  du  triangle  AEB. 

483.  Pour  mefurer  la  furface  d’un  trapeze  quelconque 
ABCD,  foit  menée  la  diagonale  AC;  on  aura  ABC  = 
AExBC=  BCxCF  &ACD_ADxiCpt  Donc  ABC 


+ ACD  = ABCD  = iCFx(BC  + AD);  c’eft- 
à-dire  que  la  furface  d'un  trapeqe  quelconque  ejl  égale  au 
produit  de  la  demi-J'omme  de  fes  bafes  par  la  perpendicu- 
laire qui  en  mefure  la  dijlance . 

484.  Il  eft  également  facile  de  mefurer  la  furface  d’un 
polygone  quelconque  régulier  ; car  Ci  du  centre  de  ce 
polygone  on  imagine^  des  rayons  menés  à tous  fes  angles, 
ces  rayons  diviferont  le  polygone  en  aurant  de  triangles 
égaux  &c  femblables  quil  a de  côtés.  Or  la  lurface  de 
l’un  quelconque  de  ces  triangles  eft  égale  au  produit  de 
la  moitié  du  côté  du  polygone  par  le  rayon  du  cercle 
inferir.  Donc  la  furface  d'un  polygone  régulier  quelconque 
efi  égale  à la  moitié  du  périmètre,  multipliée  par  le  rayon 
du  cercle  irferit , 
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Donc  la  furface  d’une  portion  B C G de  polygone  ré- 
gulier , comprife  entre  deux  rayons  CB , C G & les  côtés 

B A -f-  AG 

B A & A G , eft  égale  à la  portion  -• du  périmètre  , 

multipliée  par  le  rayon  du  cercle  infcrit. 

Donc  la  furface  d’un  cercle  quelconque  eft  égale  au  pro- 
duit de  fa  circonférence  par  la  moitié  de  fon  rayon  , 6c 
par  conféquent  la  furface  d’un  feéteur  quelcoftque , eft 
égale  au  produit  de  fon  rayon  , par  la  moitié  de  i’arc 
qui  le  termine.  • 

Pour  avoir  la  furface  ou  la  quadrature  d’un  cercle , 
il  faudroit  donc  connoître  le  rapport  du  rayon  à la  circon- 
férence. Mais  on  n’a  pu  le  déterminer  que  par  approxi- 
mation -y  & on  a trouvé  que  le  diamètre  d’un  cercle  eft 
à fa  circonférence  , à peu-près  comme  7 à 22 , ou  comme 
113  à 3 y y , ou  plus  exactement  , comme  1 à 3 , 
I4iyp20y3 y8p75>3 2 avec  cent  onze  autres  décimales, 
ce  qui  fait  une  approximation  prefque  infinie.  Voye\  l’Hif- 
toire  des  Recherches  fur  la  Quadrature  du  Cercle } & 
l’Hiftoire  des  Mathématiques  y Ouvrages  de  M.  Montacla  , 
généralement  eftimcs. 

487.  Soit  <7t  le  nombre  3 , I4iyp  &c  ; on  aura  1 : 
n pour  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence.  Soir 
r le  rayon  d’un  cercle  quelconque , on  aura  1 : t : : 2r  ; 
inr  pour  la  circonférence  de  ce  cercle.  Sa  furface  fera 

donc  <7irz. 

48 6.  Soit  propofé  maintenant  de  mefurer  la  furface 
d’un  polygone  quelconque  irrégulier. 

On  le  divifera  d’abord  en  triangles } on  prendra  enfuite 
la  furface  de  chacun  de  ces  triangles , & la  fomme  de 
ces  furfaces  fera  évidemment  celle  de  polygone  propofé. 
Mais  s’il  s’agifloit  de  trouver  un  feul  triangle  égal  en 
furface  à un  polygone  donné,  (au  pentagone  ABCDE, 
par  exemple  ) , on  meneroit  la  diagonale  C E pour  re- 
trancher l’angle  D;  enfuite  par  le  point  Don  meneroit 
DG  parallèle  à cette  diagonale  , & qui  reficontre  en  G le 
côté  A E prolongé.  Cela  pofé  ^ fi  on  menç  C G x le 
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quadrilatère  A B CG  fera  égal  en  furface  au  pentagone  EIG> 
A B C D E,  puifque  le  triangle  CKD  = le  triangle  EKG  ; ^ j, 
ce  qui  fe  prouve  par  l’égalité  des  triangles  C G E , C DE  , 
dont  les  bafes  & les  hauteurs  font  refpeétivement  égales, 
de  maniéré  qu’en  retranchant  le  triangle  commun  CK  E , ' 
il  refte  CKD==  EK  G.  ' 

Si  on  mene  à préfent  la  diagonale  C A , 8c  B F parallèle 
à cette  diagonale  , on  prouvera  de  même  que  le  triangle 
F C G eft  égal  en  furface  au  quadrilatère  B C G A , & 
par  conféquent  au  pentagone  propofé  qui  fe  trouvera  par 
ce  moyen  réduit  en  un  triangle  de  même  furface. 

Par  cette  méthode,  on  peut  réduire  un  polygone  quel- 
conque en  un  triangle  de  même  furface,  d’où  il  fuit  qu’on 
peut  trouver  la  quadrature  cxatte  de  toutes  les  figures  rec- 
tilignes. 

De  la  comparaifon  des  Surfaces. 

487.  Si  B repréfente  la  bafe  & H la  hauteur  d’un  triangle 
quelconque,  fa  furface  fera  S=ÿBH:  de  même,  fi  on 
nomme  b 8c  h la  bafe  8c  la  hauteur  d’un  autre  triangle 
dont  la  furface  eft  s , on  aura  s = { b h.  Donc  S : s B H * 
b h , d’où  il  fuit 

Iü.  Que  les  furfaces  de  deux  triangles  quelconques 
font  entre-elles  en  raifon  compofée  de  leurs  bafes  & de 
leurs  hauteurs.  . ! 

11°.  Que  deux  triangles  qui  ont  la  meme  bafe  ou  des 
bafes  égales  font  entre-eux  comme  leurs  hauteurs.  Car 
alors  B =b.  Donc  S : s f:  H : h. 

III.  Que  deux  trianglès  qui  ont  des  hauteurs  égales 
font  comme  leurs  bafes,  puifque  H étant  égal  à.  h,  on 
a S : s : : B : b. 

IV  . Que  deux  triangles  font  égaux  en  furface , lorf- 
que  leurs  bafes  8c  leurs  hauteurs  font  en  raifon  inverfe. 

Car  fi  B : b : : h : H,  on  a bh  = BH  , 8c  par  conféquent 
S = r. 

V°.  Que  les  furfaces  de  deux  triangles  femblables  font 
comme  les  quarrés  de  leurs  dimcnfions  homologues.  Car  dans 
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ce  cas  B : b : : H : h ; d’ailleurs  S : s : : B H : b h.  Donc  S : 
x : : B2  :J)Z  : : H'  : II2,  comme  le  quarré  d’une  dimenüon 
prife  dans  l’un  eft  au  quarré  de  la  dimenfion  homolo- 
gue de  l’autre. 

488.  De-làil  fuit  i°,  nue  la  furface  du  triangle  équilatéral  circonf- 
cric  eft  quadruple  de  celle  du  triangle  équilatéral  infcrit.  Car  le  côté  de 
l’un  eft  double  du  côté  de  l’autre  (417). 

î®.  Que  le  quarré  circonfcrit  eft  double  du  quarré  infcrit.  Car 
en  appellant  a le  rayon  du  cercle,  leurs  côtés  font  1a  , a j/t.Or 
le  quarré  de  1 a eft  double  de  celui  de  a 1/  z. 

489.  Si  deux  triangles  BAC  , bac  ont  chacun  un  angle  égal  A , 
<*;  je  dis  que  leurs  furfaces  feront  comme  les  produits  des  côtés  qui 
entourent  l’angle  égal  dans  chacun.  Ainfi  on  aura  B A C : b a c : : 
ABxAC:dixat. 

Car  fi  on  mené  les  perpendiculaires  BD  , b d fur  les  côtés  AC, 

bd 

ac,  on  aura  B AC  : bac  : : B D x A C:  b dx  a c : : AC  : a ex  - — , 

BD 

_ bd 

Or  à caufe  des  triangles  femblables  A BD,  abd , on  a = 

D BD 

- — , Donc  B AC  : b a c : : AC  : ■ - * U—  :ACx  ABtccxai. 

AD  AB 


Pour  faire  quelque  application  de  cette  propriété  , propofons-nous 
de  mener  du  point  donné  B la  droite  B F fur  le  triangle  A CD , de 
manière  qu'il  foir  divife  en  deux  parties  A E F , E F D C dont  les 
lurfaccs  foient  dans  le  rapport  de  m à n. 

Puifque  AEF  ; EFD  C ; : m ; n , donc  AEF-f-EFDC,  ouACD: 
A E F : m -I-  n : m.  Or  ACD:  AEF  : : ACxAD:AEx  AF.  Donc 
m + «:m:;ACxAD:AExAF.  Cela  pofé  , foit  mené  B I parallèle 
à AC,  & foient  nommées  les  connues  BI  (a)  , AI  (c) , AC 
(b)  ; AD  (d)  , & "l'inconnue  AF  (x)  \ à caufe  des  triangles  fem- 
blables A E F,  B I F , on  aura  Y l (x  -Y-  c)  : BI  (a)  ; : A F (x)  : AE  = 


a x 

. Doncwt 

aH-c 

bc  dm 


1 ::bd: 


Donc  x = 


ax*  . . . . bdmx 

. D <Jul ontirexx 

x-t-c  a(m-t-n) 

bdm  -+•  y/  (b1  d 1 m1  -+-  \abdmc  (m  4-  n)  ] 


De 


la(m-î-n) 

ces  deux  valeurs , l’une  pofitive , l’autre  négative  , il  n’y  a que  la 

pofitive  x=  — qui  foit  propre  à réfoudre  la  queftion  pro- 
xu  (m  -j-  n) 


pO  fée. 

Pour  favoir  ce  que  l’autre  lignifie  , il  faut  obferver  que  fi  AC  , AD 
(b , d)  étoient  toutes  deux  négatives,  c’eft-à-dire  devenoient  AC', 
A D' , cela  ne  changeroit  rien  du  tout  à l’équation  trouvée  ci-detfus  ; 
d'où  il  fuit  que  cctcç  équation  doit  donner  aulfi  la  folution  du  cas 
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efi  II  s'agiroit  de  mener  du  point  B ia  droite  BE'F'qui  divife  le 

triangle  A D'C'  en  deux  parties  dont  le  rapport  foit  — . C’tft  donc 

n 

AF'  que  lignifie  la  valeur  négative  trouvée  ci-deflTus.  Or  AF'  cfl 
direélement  oppofée  à A F.  On  voit  donc  fe  confirmer  ce  que  nous 
avons  déjà  dit  des  quantités  négatives  (woj. 

Si  le  point  donné  B étoit  fur  le  côté  AC  comme  en  E,  on  auroit 

b dm' 

alors  AI  (cj  = o , & AF  = ; & fi  ce  point  étoit  en  dc- 

a ( m-i-n  ) 

dans  du  triangle  AC  D , on  auroit , en  faifant  a négatif  dans  la  for- 
mule trouvée  ci-dcflus , la  folution  de  ce  cas. 

4po.  LorJ'que  deux  figures  font  femblables,  leurs  furfaces 
font  toujours  proportionelles  aux  quarrés  de  leurs  dirnen- 
ftons  homologues.  « 

Car  foient  A & B les  deux  dimenfions  dont  le  pro- 
duit donne  la  furface  S de  la  première  figure,  Sc  a,  b, 
les  deux  dimenfions  homologues  dont  le  produit  donne 
la  furface  s de  la  fécondé.  On  aura  S : s : : À B : a b.  Mais 
par  la  nature  des  figures  femblables  on  a , A : a : : B :b\ 
donc  S : s : : A1  : a*  : : B*  : b*.  Donc  les  furfaces  des  figures 
femblables  font  comme  les  quarrés  de  leurs  dimenfions 
homologues. 

45?  1.  De-là  il  fuit  i°,  que  les  furfaces  des  cercles  font 
comme  les  quarrés  de  leurs  rayons  , comme  les  quarrés  de  leurs 
diamètres  , comme  les  quarrés  de  leurs  circonférences , £r  en 
générât  comme  les  quarrés  de  leurs  dimenfions  homologues. 

2°,  Qu’une  figure  quelconque  ALMNC  conftruite  fur 
l’hypoténufe  AC  d’un  triangle  re&angle  eft  égale  à la  fom- 
me  des  deux  figures  femblables  ADFGB  , BHIKC  conf- 
truices  fur  les  deux  autres  cotés. 

• Car  ALMNC  : ADFGB  : BHIKC  : : AC1  : AB1  : BC>. 
Donc  ALMNC  : ADFGB  -+-  BHIKC  : : AC»  : AB1  -4- 
BCi.  Or  AC-  =AB1-+-BC\Donc  ALMNC  = AJJFGB 


FIG* 

77* 


78. 


-h  BHIKC. 

Donc  fi  fur  l’hypoténufe  AB  on  décrit  un  demi-cercle 
ACB  , il  fera  égal  en  furface  à la  fournie  des  demi-cercles 
ACD  , CF  B conftruits  fur  les  deux  autres  côtés  AC , CB.  79 • 
On  aura  donc  AECGB  = ADC-J-CFB,  & en  retran- 
chant les  parties  communes  AEC  A CGBC , relieront 
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les  efpaces  curvilignes  ADCEA  -+-CFBGC  égaux  en  fur- 
face  au  triangle  ABC.  Si  AC  étoic  = CB  , chaque  efpace 
feroit  égal  au  triangle  ACK , ou  KCB.  On  nomme  ces 
efpaces  Les  Lunules  ciHyppocrate , parce  qu’un  ancien  Géo- 
mètre de  ce  nom , en  trouva  la  quadrature. 

492.  Nous  allons  terminer  cette  matière  par  la  réfo- 
lution  de  quelques  problèmes. 

I.  Etant  données  les  deux  figures  femblables  ADFGB , 
BHIKC , trouver  une  troifieme  figure  ALMNC  égale  à leur 
femme , 6*  oui  leur  foit  en  même  temps  femblable. 

On  difpoiera  à angles  droits  les  deux  côtés  homologues 
AB,  BC,  &c  AC  fera  le  côte  homologue  du  polygone 
demandé.  Il  fera  donc  facile  de  le  décrire. 

Donc  pour  trouver  un  cercle  égal  à la  fomme  de  deux 
autres  cercles , il  faut  difpofer  les  diamètres  ou  les  rayons 
de  ceux-ci  à angles  droits  , l’hypoténufe  AC  fera  le  dia- 
mètre ou  le  rayon  du  cercle  demandé. 

II.  Trouver  une  figure  ADFGB  femblable  à deux  autres 
figures  ALMNC,  BHIKC,  £r  qui  foit  égale  à leur  dif- 
férence. 

De  l’un  quelconque  AC  des  côtés  de  la  plus  grande 
figure  comme  diamètre , on  décrira  un  demi-cercle  dans 
lequel  on  inferira  la  corde  BC  égale  au  côté  homologue 
à AC  dans  la  fécondé  figure.  Ceia  pofé , je  dis  que  AB 
fera  le  côté  homologue  du  polygone  demandé.  Car  AB1 
= AC: — BC1.  Il  efk  donc  facile  de  décrire  un  cercle 
égal  à la  différence  de  deux  autres  cercles  donnés. 

III.  Trouver  une  feule  figure  égale  à La  fomme  ou  a la  différence 
de  tant  de  figures  femblables  qu'on  voudra,  & qui  leur  foit  en  même 
temps  femblable. 

Soicnr  A , B , D , &c  les  côtés  homologues  des  figures  qu’il  faut 
ajouter;  foient  a,  b,  d,  &c  les  côtés  homologues  des  figures  à fouf- 
trairc  ; foit  enfin  x le  côté  homologue  du  polygone  demandé,  on  aura 
X1=  A:  -+-B’-  -+-  D3-H  &c  . . . . — a 1 — b1 — d 1 . . . &c.  quan- 
tité facile  à conftruire  (464).  On  peut  donc  trouver  un  feul  cercle 
égal  à la  fomme  ou  à la  différence  de  tant  de  cercles  qu’on  voudra. 

IV.  Trouver  une  figure  femblable  a une  autre  figure  donnée  & qui  foit 
avec  elle  dans  le  rapport  de  m a n. 

Je  nomme  a un  côté  quelconque  de  la  figure  donnée,  & x le  côté 
homologue  dans  la  figure  cherchée.  J’ai  donc  a*  ; x1  i : m : n.  D'où  x 
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n a 


3 °3 


ssy'  ( — a1)  — a V — = — i/wa,  quantité  facile  à conftruirc. 
m mm 

On  peut  donc  trouver  deux  cercles  qui  foient  entre  eux  m :nt 
quelque  foit  ce  rapport,  fùt-il  même  incommenfurable. 

V.  Trouver  la  furface  & les  côtés  d'un  rectangle  A B C D dont  on  ne 
tonnoit  que  le  périmètre  ( p ) , 6’  la  diagonale  AC  (a.). 

Soit  AB=x  , AD=j,  on  aura  x ■+■  y — ^ p , 5c  x1  -h y1  = a1.  La 
première  équation  donne  x.v-+-  axy  -+-yy=  pp.  D’où  xy,  ou  la  fur- 
face  cherchée  — \pp  — = - tîP1  ) , 

yz=  A D = \p—  ✓ ( t a'  — jgpp). 

VI.  Trouverla  furface  d' untriangle  dont  onne  connoît  que  les  trois  côtés. 
Soit  AC  — a,  AB  = b , BC  = c , la  perpendiculaire  B D =x  , on 

aura  AD  = y'(bb-xx)....DC  = / (ce  -xx).  Donc  A D -+-D  C =« 

= f? (bit  - J{x)  -f-  V (cc-xx) . D’où  l’on  tire  x = — y'  [ +a  1bl-(a’>‘  -H 

la 

ÛX  • 

Donc  — , ou  la  furface  demandée  (s)  = [4a1  J-  - 

(V+  b1  \ v [ (h — al)a^-h(ici — b1)  ( ta* — c ) 

c1  ] = ..  .-J  / \_(iab  — (a'  H-  b1  — c*))  ( lab  -f-  (a1  -f-3*  — c*)  )] 

= •••£  V (c*—  (a  — b)1  ) ( (a-hb)*—ct)  = 

4 ^[f^  + c — a)  (a  -f-  c — b)  (a  b — c)  (a-{-b  -\-c)~\.  Soit  q 

la  detni-fomme  des  trois  côtés , ou  q — — — — , on  aura  tq  — 

la  = b -f-  c — a , iq  — ib  — a c — b , iq  — ic  — a -t-  b — c. 
Donc  la  furface  s=  y/  (q  . q — a . q b . q — c).  , 

Si  C N eft  le  rayon  du  cercle  inferit  dans  le  triangle  ABC,  en  me- 
nant C'BjC'A.C'C  & les  perpendiculaires  C' M , C' P , on  aura 
le  triangle  ABC'  = C'N  xj  AB,  BC'C=iC'P  xBC  =^C'NlxBC, 
AC'C=  j CN  x AC  ; donc  la  furface  j du  triangle  A BC  = C'N  x j 

f.  + < + O-  Do*  1.  r.yon  C'  N = TVj -.■!■] 

ü -+*  b — f-  c 


v(.'—vzLi=±  ). 


Si  le  triangle  A B C eft  redangle  en  A;  on  a ce=a*  -i-bi,  ScCNzr 
ab  qb({a-h{b  — lc)  , , 

a+-b-hc  b cj  (\  b - j c)  1 1 1 ^ 

VII.  Etant  donnés  f hypoténufe  d‘un  triangle  rectangle  , & le  rapport 
de  fes  deux  autres  côtes  , trouver  fa  furface. 

Soit  AC=a;BC:  AB::m:*j  AB=*,BC  fera  , & on 

n 


IILIIL  , U 

aura  x7  -f- x z=  a1,  D’ou  x = — 

rtl  m1  -\-n 


m x 

7-,  & > ou  la  Lur- 

* M 


ïig. 

71, 


8 o. 


8 1: 
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Eig. 


8 o. 


face  cherchée  = a ■ ” . On  aaufll  A B = _ , ■.  f - — — , & B C == 


m 1 -J-  n1 


'Kc* 


■**; 


VIII.  Etant  donnés  le  rapport  des  trois  côtés  d'un  triangle  quelcon- 
que , & leur  fomme , trouver  la  furface  de  ce  triangle. 

Soit  AC  = *,AB=y  ,BC  = {,  le  périmètre  = p = x -+-  y -4-  £ , 
le  rapport  des  trois  côtés  x : y : ç : : a : b : c.  Donc  x -+-  y î ou  p : 

> • a P 

a-{-b+c::x:  a:  : y : b:  : r\c\  d’où  l’on  tire  . ..  x = ; . . .y  = 

J 1 a -I-  £-t-  c 

t Or  les  trois  côtés  étant  connus  , on 


bp 


y=-C-L 
3 a+b-t 


a *4*  b 4“  c 
a la  furface. 

IX.  Le  périmètre  d'un  triangle  rcclangle  étant  donné  , avec  le  rap- 
8i.  port  de  L kypoténufe  a la  fomme  des  deux  autres  côtés  , déterminer  la 
furface  de  ce  triangle. 

Soit  p le  périmètre  donné  ; AC  : AB  + BC::m:n;AC  = x,  AB 
— y , B C = ç;  on  aura  x : y-t-  ç : : m : n.  Donc  x-t-y-t-£.»oup: 

_ m P n P , , 

x : : m -f-  n : m.  Donc  x — . . . y -h  j = . . . y -1-  *y£ 


■r  = 


(m-\-  n)  - 


m-\-  n 
; or  y1  -f-  = X:  = 


. , , m- p1 

1 — r * «1/*  : -r*  — v»î  — 


( m-i-n ) - * 


m-y-n 

Donc  la  furface 


cherchée  J yj  = \pp  ( 


m 


).  Si  on  veut  avoir  les  côtés  du  triangle. 


®n  trouvesa  que  le  plus  petit-=  - 2 P (n  — ]f  xm' — n1  ) , & le 

m -\-n 


plus  grand 


iP 


m ■ 


n (n  îb! — n2)* 


Des  Surfaces  planes . 

On  appelle  Surface  plane  celle  dont  to'us  les  points 
font  exactement  de  niveau.  Telle  feroit  la  furface  d’un 
miroir  parfaitement  poli , s’il  exiftoit  un  miroir  de  cette 
efpece. 

493.  Le  plan  eft  donc  parmi  les  furfaces  ce  que  la  droite 
eft  parmi  les  lignes.  Mais  pour  nous  en  former  une  idée 
pVis  diftinéte  , concevons  un  triangle  rectangle  ABF, 
qui  tourne  autour  de  la  perpendiculaire  immobile  A B : il 
82.  çft  clair  que  fi  dans  fa  révolution  la  ligne  B F lailfe  des 

traces 
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traces  de  Ton  partage  , elles  feront  toutes  dans  un  plan  cir- 
culaire , pendant  que  les  traces  de  l’oblique  A F couvri- 
ront une  furface  convexe. 

494.  Il  réfulte  de  là  , Ie1  ; que  fi  une  droite  quel- 
conque a deux  points  communs  avec  un  plan  , tous  les 
autres  points  de  cette  droite  doivent  être  dans  le  même 
plan  ; &c  que  par  conféquent  fi  on  prolonge* tout  à la 
rois  ce  plan  & cette  droite , ils  relieront  toujours  con- 
fondus. 

, 49 y.  2°,  Qu’une  droite  AB  perpendiculaire  à un  plan 
ell  néceflairement  perpendiculaire  à toutes  les  droites  F B , 
GB,  DB  , NB,  HB,  LB  qui  étant  dans  le  même 
plan  partent  par  l’extrémité  B de  cette  droite. 

On  ne  peut  donc  mener  d’un  point  donné  A hors 
d’un  plan  , qu’une  feule  perpendiculaire  AB  fur  ce  plan. 
Car  fi  on  en  pouvoir  mener  une  autre  comme  A F , l’an- 
gle A F B feroit  droit  ainfi  que  l’angle  F B A j on  pour- 
roit  donc  mener  du  même  point  A deux  perpendiculaires 
fur  la  même  ligne  F B , ce  qui  ell  impoflible.  On  prou- 
veroit  de  même  que  d’un  point  donné  B dans  un  plan 
on  ne  peut  élever  qu’une  feule  perpendiculaire  à ce  plan. 

30,  Que  la  diftance  d’un  point  à un  plan  fe  mefure 
par  la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  le  plan. 

40 , Que  deux  droites  AB,  MN  perpendiculaires  à 
lin  même  plan  font  parallèles  entre  elles.  Car  alors  les 
angles  ABC,  MNC  font  tous  deux  droits.  On  voit  même 
que  fi  ces  droites  étoient  également  inclinées  & dans  le 
même  fens  fur  le  plan  PQ,  elles  feroient  encore  paral- 
lèles , puifque  les  angles  A B C , M N C feroient  égaux. 

496.  Lorfque  deux  plans  fe  coupent,  il  eft  clair  que 
leur  interfeétion  n’a  •qu’une  feule  dimenfion  qui  eft  la 
longueur , puifque  les  plans  font  cenfés  n’avoir  aucune 
cpairteur.  Il  eft  clair  aulli  que  leur  interfeftion  eft  tou- 
jours une  ligne  droite. 

497.  Il  eft  donc  évident  que  trois  points  , non  en  ligne 
droite , déterminent  la  pofition  d’un  plan. 

On  voit  bien  , en  effet , qu’une  infinité  de  plans  dif- 

V 


Fia. 

82. 
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ÏIG.  férenrs  , comme  HD,CG,  peuyem  avoir  les  deux  points 
A & B communs  entre  eux  ; mais  on  voit  eu  même 
temps  qu’il  n’y  a qu’un  feul  de  ces  plans  qui  pafTant 
par  les  points  A & B , puifte  pafler  par  le  point  déter- 
miné C.  Donc  les  trois  poinrs  A , B , C déterminent 
la  pofition  du  plan  C G. 

Donc  trois  points  ne  peuvent  être  communs  à deux 
plans  différents  , fi  ces  points  ne  font  pas  en  ligne  droite. 

45)8.  2°,  Deux  droites  CA  & AD  qui  fe  coupent, 
font  dans  un  même  plan  P Q.  Car  les  trois  points  C , 
A,  D déterminent  la  pofition  des  deux  droites  CA, 
A D.  D’où  il  fuie  qu’un  angle  quelconque  CAD  dé- 
termine la  pofition  d’un  plan. 

499.  3°,  Si  une  droite  À B eft  perpendiculaire  à deux 
droites  F B , G B dans  leur  point  d’interfedion  B,  elle 
fera  perpendiculaire  à leur  plan  PQ. 

Car  fi  on  conçoit  que  F B tourne  autour  de  la  ligne 
immobile  AB,  elle  décrira  dans  ce  mouvement  un  plan 
perpendiculaire  à AB.  Or  il  eft  clair  que  ce  plan  eft  ce- 
lui des  deux  droites  F B , GB,puifque  GB  eft  perpen- 
diculaire à AB. 

83.  v 300.  Suppofons  maintenant  que  deux  plans  DH  & CG 
fe  coupent  dans  la  ligne  A B , Sc  menons  A C dans  le 

Jilan  C G , perpendiculaire  à A B , tk  AD  perpendicu- 
aire  à AB  dans  le  plan  DH;  alors  l’angle  CAD  fera 
la  mefure  de  l’inclinaifon  des  deux  plans  DH,  CG. 
D’ou  l’on  voit  que  les  inclinaifons  des  plans  les  uns  à 
l’égard  des  autres  fe  mefurent  comme  celles  des  lignes 

droites  ; enforte  que 

l°,  Un  plan  qui  rencontre  un  autre  plan  fait  avec  lui 
deux  angles  dont  la  fomme  eft  de  1S00. 

2°,  Dans  l’interfedion  de  deux  plans  les  angles  oppofés 
au  fommet  font  égaux. 

30,  Si  un  nombre  quelconque  de  plans  fe  coupent  fur 
une  même  ligne  , la  fomme  de  tous  les  angles  qu’ils  fe- 
ront deux  à deux , tant  en-de(Tus  qu’en-deftous  de  leur 
commune  interfedion  , fera  de  360V 
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4e,  Un  plan  qui  coupe  deux  ou  plufieurs  plans  parai-  rIG* 
leles  fait  avec  eux  des  angles  correfpondants  égaux  , &c.  Sic. 

yoi.  Si  un  plan  coupe  deux  ou  plufieurs  plans  paral- 
lèles , les  lignes  droites  qui  naîtront  de  leurs  interfec- 
tions  feront  toutes  parallèles.  Car  fi  elles  ne  l’étoientpas, 
elles  fe  rencontreroient  en  les  prolongeant.  Les  plans  dans 
lefquels  elles  font , fe  rencontreroient  donc  aufii.  Iis  ne 
feroient  donc  pas  parallèles. 

J02.  Si  le  plan  CGeft  perpendiculaire  au  planPQ,  83* 
& fi  l’on  mene  d’un  point  quelconque  B du  plan  C G 
la  perpendiculaire  B A fut  la  commune  interfe&ion  CF, 
je  dis  que  B A fera  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

Car  fi  dans  le  plan  PQ  on  mene  D A perpendicu- 
laire à CA,  l’angle  B AD  fera  droit  à caule  des  plans 
perpendiculaires.  Donc  B A fera  perpendiculaire  aux  deux 
droites  CA  & AD,  & par  conféquent  à leur  plan  P Q. 

J03.  Si  deux  plans  DH  ,•  C G font  perpendiculaires  à 
un  troifieme  plan  PQ  , leur  interfeflion  B A fera  aujfi 
perpendiculaire  à ce  troijieme  plan.  CarBAeft  alors  per- 
pendiculaire aux  deux  droites  C A , A D.  Donc  elle  eft 
perpendiculaire  à leur  plan  PQ. 

Des  Lignes  droites  coupées  par  des  Plans  parallèles. 

y 04.  Si  d’un  même  point  A on  mene  à travers  deux  84. 
plans  parallèles  P Q , p q tant  de  droites  que  l’on  voudra , 

A d D,  A/F,  &c , 1°,  toutes  ces  droites  feront  cou- 
pées proportionellement j 2°, les  figures  DFGEH , d/geA 
feront  femblables. 

Car  Ci  on  fait  palier  un  plan  par  les  trois  points  A,  D, 

F,  fes  interfeéHons  avec  les  plans  parallèles  PQ  , p <j  feront 
(yoi)  les  droites  parallèles  D F , df  Donc  les  triangles 
ADF,  Ad/ feront  femblables.  On  prouvera  la  même 
chofe  des  triangles  AFG  & A/g  , AEG  & A e g,  &c  ; d’où 
il  fuit  que  A D : A d : : DF  : df  : : A F : A/:  : F G if  g : : 

A G : A g,  &c  : ; les  perpendiculaires  AB  & A A menées  du 

V ij 
( 
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même  point  A fur  les  deux  plans  q.  Donc  1 °,  toutes  les  droites 
AD,  AF,  AG,  &c  font  coupées  proportionellemenc 
par  les  plans  PQ,  p'q . 

. 2°,  Puifque  D F : df:  : AF  : A f : : F G :/g  , Sec  , on 
a DF:  df  : : F G :/g:  : E G : eg,  &c  : or  fi  on  mene  DG , 
à g t on  prouvera  comme  ci-deiïus  que  les  triangles  A D G, 
A dg  font  femblables.  Donc  A D : A d : : D G : d g : : DF  : 
df  : : F G :/g  j les  triangles  D F G , df  g ont  donc  tous 
leurs  côtés  homologues  proportionels , Sc  font  par  confé- 
quent  femblables.  D’où  il  fuit  que  les  angles  F,  / font 
égaux.  On  prouvera  la  même  chofe  des  angles  G & g , 
E Sc  e,  &c.  Donc  tous  les  angles  de  la  figure  D F G EH 
font  refpe&ivement  égaux  à ceux  de  la  figure  df  g e h. 
D’ailleurs  tous  leurs  côtés  homologues  font  proportionels. 
Donc  elles  font  femblables. 

: yoy.  De  ce  que  l’angle  F eft  égal  à l’angle/,  il  fuit 
que  fi  deux  angles  D F G , df  g ont  leurs  côtés  refpe&ive- 
jnent  parallèles , ils  feront  égaux  quoique  firués  dans  dif- 
férents plans , ce  que  nous  avons  déjà  démontré  pour 
le  cas  ou  ces  augles  font  dans  le  même  plan. 

Si  les  lignes  A d D , A/ F , &c  au  lieu  de  partir  d’un 
même  point  A étoient  parallèles , il  eft  clair  que  toutes 
les  lignes  d D,  / F , g G , &c  feroient  égales  entre  elles  , 
& les  figures  D F G E H , dfg  eh  feroient  égales  Sc  fem- 
blables. 

De  ce  que  les  figures  DFG  EH,  dfgeh  font  fem- 
blables , il  fuît  que  leurs  furfaces  font  entre  elles  : : D F1  : 
df1  : -.AD1  : A d1  : : le  quarré  B A1  de  la.diftancedu  point 
A au  plan  P Q eft  au  quarré  b A1  de  la  diftance  du  même 
point  A au  plan  pq.  Or  le  rapport  de  AB1  à Ai1  eft 
«confiant  pour  un  même  point  A.  Donc  quel  que  foit 
le  nombre  dès  droites  AD,  AF,  &c , les  furfaces  des 
■ figürês  DFGEH,  dfgeh  feront  entre  elles  dans  le  rap- 
port* confiant  de  A B1  à A b1 ,8c  leurs  périmètres  feront 
raufli  dans  la  raifon  confiante  de  A B à Ai. 

S’il  y avoir  un  plus  grand  nombre  de  plans  parallèles  , 
-ils  auroient  tous  les  mêmes  propriétés. 
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• des  Eléments  de  Géométrie ; 

jo  6.  Oh  appelle  Solide  tout  ce  qui  réunit  les  trois  di-  • 
menfions  de  l’étendue.  Or  pour  former  un  folide , on 
peut  fuppofer  que  plufieurs  plans  foient  tellement  unis 
par  leurs  angles  , qu’ils  enferment  de  tout  côté  un  cer- 
tain efpace } alors  on  aura  un  Polyèdre  dont  les  faces  feront 
les  plans  qui  concourent  à le  former , & dont  les  angles 
folides  réfulreront  du  concours  des  angles  plans. 

Si  le  polyèdre  n’a  que  quatre  faces  planes , on  le  nom- 
me Tetraedre.  S’il  en  a fix  , c’eft  un  Hexaedre  , &c  , &cj 
Lorfqne  tous  les  angles  d’un  polyèdre  font  égaux  , & que 
toutes  fes  faces  font  des  plans  égaux  & femblabjes  , ce 

polyèdre  eft  régulier.  . 

J07.  On  tnefure  les  angles  folides  en  prenant  la  fomme  8 J. 
des  angles  plans  qui  les  forment.  L’angle  folide  B , pat 
exemple,  a pour  mefure  la  fomme  des  degrés  des  an- 
gles plans  ABC,  CBD , DBE,  EBA. 

Or  il  eft  aifé  de  voir  qu’il  faut  au  moins  trois  angles 
plans  pour  former  un  angle  folide , & que  la  fomme  de 
deux  quelconques  de  ces  angles  eft  toujours  plus  grande 
que  le  troifieme.  . j 

jo8.  D’où  il  fuit  qu’wn  angle  folide  eft  moindre  que 
36 o°.  Car  foit  la  pyramide  quadrangulaire  BACDE, 
dont  les  faces  font  les  quatre  triangles  A B E , E B D , 

&.c , & dont  la  bafe  eft  le  quadrilatère  A C D E.  Il  eft 
clair  que  les  deux  angles  A E B -t-  D E B font  plus  grands 
que  l’angle  AED  avec  lequel  ils  forment  l’angle  folide  E; 
donc  leur  fupplément  eft  moindre  que  celui  de  l’angle 
AED.  Par  la  même  raifon , le  fupplément  des  deux  angles 
E A B H—  C A B eft  moindre  que  celui  de  l’angle  C A E , 

& ainfi  de  fuite.  Donc  la  fomme  des  fuppléments  des 
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huit  angles  inférieurs  des  faces  de  la  pyramide  , laquelle 
fomme  eft  l’angle  folide  B , eft  moindre  que  la  fomme 
des  fuppléments  des  quatre  angles  de  la  bafe,  qui  eft 
de  360°.  L’angle  folide  eft  donc  moindre  que  360°. 

C09.  Et  par  conféquent  , il  ne  peut  y avoir  que  cinq  Polyèdres  ré- 
guliers , /avoir,  trois  dont  l es  faces  /oient  des  triangles  équilatéf 
raux  ; un  dont  les  /aies  /oient  des  quarrés , & un  dont  les  /aces 
/oient  des  Pentagones  réguliers. 

Car  puifqu’il  faut  au  moins  trois  angles  pour  former  un  angle 
folide  , & qu’un  angle  folide  ne  petit  être  de  360  degrés  , il  eft  clair 

Su’il  n’y  a que  cinq  cas  où  on  puifle  faire  un  angle  folide  avec 
es  plans  de  Polygones  réguliers.  i°.  L’angle  d’un  triangle  équi- 
latéral étant  de  60  degrés , trois  de  ces  angles  font  un  angle  folide 
de  180  degrés;  8c  par  conféquent  quatre  triangles  de  cette  cfpece 
peuvent  faire  un  Tétraèdre.  Quatre  triangles  équilatéraux  joints 
enfemble , peuvent  faire  un  angle  folide  de  140  degrés , & former 
un  corps  régulier  à huit  faces,  appellé  Oclaedre.  }•,  Ciijq  de  ces 
triangles  joints  enfemble  peuvent  former  un  angle  de  }oo°,  & par 
çonféquent  on  en  peut  corapofer  un  corps  régulier  à îo  faces , appellé 
Ico/aedre  ; mais  fix  triangles  équilatéraux  joints  enfemble  feroient 
3 60°.  40,  Chaque  angle  d'un  quarté  valant  90°,  trois  de  ces  angles 
feront  un  angle  folide  de  170,  & par  conféquent  oh  en  pourra  com- 
pofer  un  corps  régulier  à.fix  faces , appellé  Mexaedre  ; mais  quatre 
de  ces  angles  feroïent  ;<o»,  ce  qui  ne  peut  faire  up  angle  lolide. 

5 rf.  Chaque  angle  du  Pentagone  régulier  valant  108°,  trois  de  ces 
angles  joints  enfemble  pourront  faire  un  angle  folide  de  3*4°  ; 8c 
on  en  pourra  faire  un  corps  régulier  à douze  faces  , appellé  Dodécaèdre  ; 
mais  fi  on  joignoit  quatre  de  cas  angles , on  auroit  431e,  angle  folide 
împoflible.  Enfin  l’angle  de  l'hexagone  régulier  étant  de  tto°  , fi  on 
en  ajoute  trois  enfemble  , la  fomme  3 6o’  montre  qu’on  ne  peut  faire 
d’angles  folides , ni  par  conféquent  de  corps  régulier  avec  des  hexa- 

foncs , 8c  à plus  forte  raifon  n’en  pourra-t-on  pas  faire  avec  des 
leptagones  , des  Octogones , 8cc  ; donc  il  ne  peut  y avoir  que  cinq 
Corps  réguliers. 

j-io.  Comme  il  faut  au  moins  trois  angles  plans  pour 
former  un  angle  folide  , Sc  qu’alors  même  ces  angles  laif- 
fent  un  vuide  à la  bafe , il  faut  un  autre  plan  pour  le 
fermer.  C’eft  pourquoi  de  tous  les  polyèdres,  le  plus  fimplç 
eft  la  pyramide  triangulaire , ou  le  tétraèdre. 

Si  au  lieu -d  un  triangle  ou  d’un  quadrilatère,  on  fup- 
pofe  que  la  bafe  d’une  pyramide  eft  un  polygone  d’un 
plus  grand  nombre  de  côtés,  les  faces  de  cette  pyramide 
fç  multiplieront  dans  le  même  rapport,  jufqu’à  ce  que  1a 
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bafe  étant  devenue  un  cercle,  la  pyramide  alors  devienne 
un  Cône. 

Si  la  perpendiculaire  abaiiïee  du  fommet  de  la  pyra- 
mide fur  fa  bafe  paflfe  par  le  centre  de  cette  bafe,  la 
pyramide  eft  droite.  Il  en  eft  de  même  pour  le  cône: 
on  l’appelle  droit  ou  oblique , félon  que  la  perpendicu- 
laire, menée  de  fon  fommet  pafte  ou  ne  pafle  point 
par  le  centre  de  fa  bafe. 

y 11.  Autre  maniéré  de  concevoir  la  formation  des 
folides.  Si  la  bafe  ADHC  monte  parallèlement  à elle-  ^7* 
même  le  long  de  GD  ou  AB.,  la  fomme  de  tous  les 
éléments  égaux  à cette  bafe  forme  un  folide  que  l’on  ap- 
pelle Prifme.  Il  eft  droit  ou  oblique  , fuivant  que  DG 
eft  perpendiculaire  ou  incliné  fur  la  bafe. 

Le  prifme  ejl  donc  un  folide  terminé  par  des  bafes  égales 
& parallèles , & par  des  faces  qui  font  des  parallélogrammes. 

Sa  grofl'eur  eft  donc  uniforme.  On  l’appelle  prifme  triangu- 
laire , lorfque  le  polygone  générateur  eft  un  triangle  ; prifme 
quadrangulaire  , lorfqu  il  a pour  bafe  un  quadrilatère  : & 
fi  ce  quadrilatère  eft  un  parallélogramme  j le  prifme  alors 
fe  nomme  Parallelepipede. 

Ce  fera  un  parallelepipede  reétangle , toutes  les  fois  0 
que  la  bafe  fera  un  re&angle , 8c  que  de  plus  la  ligne  0 ' * 
le  long  de  laquelle  fe  fait  le  mouvement  fera  perpen- 
diculaire à cette  bafe. 

Si  la  bafe  étoit  un  qnarré , dont  le  côté  fût  égal  à la 
ligne  de  hauteur  , le  prifme  engendré  par  fon  mouve- 
ment feroit  un  hexaecke  régulier,  que  l’on  appelle  aufli 
cube.  Le  cube  eft  donc  un  prifme  à fix  faces  toutes  égales 
& toutes  quarrées.  Un  dez  à jouer  , par  exemple , eft  un 
cube. 

Lcw^que  le  polygone  générateur  eft  un  cercle  , le  prifme 
devient  rond  , 8c  on  l’appelle  cylindre.  Il  eft  droit  ou 
oblique  félon  k polîrion  de  la  ligne  de  mouvement  ou 
de  fes  côtés  par  rapporr  à la  bafe. 

yi2.  Troifieme  maniéré  déformer  des  félidés.  Si  ail-* 
tour  d’une  ligne  immobile  C A,  on  fait  tourner  une  figure 
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FIG.  quelconque  AFBC,  elle  engendrera  un  folide  , appelle 
Jolide  de  révolution.  Son  axe  eft  la  ligne  immobile  CA. 

Il  fuir  de  cetre  description  qu’un  point  quelconque  B 
de  cette  figure  trace  dans  fon  mouvement  la  circonfé- 
rence d’un  cercle  dont  le  rayon  BP  eft  perpendiculaire 
à l’axe  , 8c  dont  le  centre  eft  P : ce  qui  fait  voir  que  toutes 
les  ferions  faites  dans  un  folide  de  révolution  par  des  plans 
perpendiculaires  à fon  axe  font  des  cercles.'; 

88.  Si  le  polygone  générateur  eft  un  reélangle  , il  engen- 
• drera  un  cylindre  droit.  Si  ce  n’eft  qu’un  triangle  rec- 
ko*  tangle , le  folide  de  révolution  fera  un  cône  droit.  Si  c’eft 
la  moitié  d’un  polygone  d’un  grand  nombre  de  côtés, 
elle  produira  un  fphéroïde.  Enfin  le  folide  de  révolution 
fera  une  fphere , fi  le  demi-polygone  qui  l’engendre  eft 
un  demi  cercle. 

y 1 3 . La  Sphere  efl  donc  un  folide  tel  que  tous  les  points 
de  fa  J urf ace  font  également  éloignés  d’un  point  en  dedans 
que  Von  nomme  centre.  D’où  il  fuit  que  toute  ligne  droite 
qui  pafte  par  fon  centre , & qui  eft  terminée  de  part  & 
d’autre  à fa  furface  , eft  égale  à fon  axe. 

On  peut  donc  prendre  pour  axe  de  la  fphere  route 
droite  qui  pafte  par  fon  centre , 8c  qui  aboutit  des  deux 
côtés  à fa  furface.  Donc  toutes  les  feétions  faites  dans 
une  fphere  par  des  plans  qui  paftent  par  fon  centre  , font 
des  cercles  égaux. 

y 14.  En  général , fi  on  coupe  une  fphere  par  un  plan 
quelconque , la  fe&ion  fera  toujours  un  cercle.  Car  fi  du 
centra  de  la  fphere  on  mene  un  diamètre  perpendicu- 
laire au  plan  coupant , on  pourra  regarder  ce  diamètre 
comme  l’axe,  autour  duquel  la  fphere  a été  engendrée. 
Or  dans  ce  cas  la  feétion  eft  un  cercle  ( y 12). 

. On  appelle  grands  cercles  d’une  fphere  tous  ceux  donc 
les  plans  paftent  par  fon  centre.  On  appelle  petits  cercles 
ceux  dont  les  plans  palfent  au-deftus  ou  au-deftous  du 
centre , & il  eft  évident  que  plus  ces  cercles  en  font  éloi- 
gnés, plus  ils  font  petits. 
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FIG. 

De  la  mefure  des  Surfaces  des  Solides. 

yiy. No  u s appellerons  furface  latérale,  ou  Amplement 
furface  d’un  folide  celle  de  Tes  faces,  fans  y comprendre 
celle  des  bafes , & nous  appellerons  furface  totale  d’un 
folide  celle  de  fes  bafes  & de  fes  faces. 

Un  polyèdre  étant  terminé  pat  des  faces  planes,  il  eft 
aifé  d’en  avoir  la  furface.  C’eft  pourquoi  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas.  » 

yi 6.  La  furface  d'un  prifme  quelconque  eft  égale  à la  pi, 
longueur  BC  multipliée  par  le  contour  G1H  de  lafec- 
tion  faite  dans  ce  prifme  par  un  plan  perpendiculaire  à 

B C. 

Car  la  furface  du  parallélogramme  BCED  = DEx 
GI  = BC  X GI ...  La  furface  du  parallélogramme  ABCF 
= B C x I H j enfin  celle  du  parallélogramme  A F D E = 
AFxGH  = BCxGH.  Donc  la  tomme  dç  tous  ces 
parallélogrammes  , ou  la  furface  du  prifme  = B C x G I H./ 
y 17.  De- là  il  fuit  que  la  furface  d'un  prifme  droit , , 

& par  conféquent  celle  d’un  cylindre  droit , eft  égale  au 
produit  du  contour  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  , ou  par  la  dis- 
tance de  fes  bafes  parallèles.  # 

La  furface  du  cylindre  oblique  AB  CD  eft  donc  auffi  égale  à fa  8p. 
longueur  A B multipliée  par  le  contour  GM  IM  G de  la  feéhon  faite 
par  un  plan  perpendiculaire  à A B. 

Or  il  eft  aifé  de  s’affurer  que  cette  feétion  eft  une  cl' ipfe  ; en 
effet  par  un  point  quelconque  P de  l’axe  GI , failonspaffer  un  plan 
parallèle  à la  bafe  du  cylindre , fon  intcrfeéHon  avec  la  furface  courbe 
fera  un  cercle , & fon  interfcélion  avec  le  plan  G M I fera  la  droite 
M PM  perpendiculaire  à l’axe  G I.  Celapofé  , foit  G P = x , PM=y, 

LP  = r , G I = zz , LK  = BC  = AD  = i.  On  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle  , yy  = b 7 — 77  , & à caufe  des  triangles  fembla- 

^ J bx  L C bb  ° 

blés  L PG,  PKI,  £ = — . Donc  yy= — (ux — x x)  équation  à 
a au 

l’cllipfe  , dont  le  grand  axe  eft  A & dont  le  petit  axe  eft  a.  Voyc[ 
les  Scétions  coniques. 

y 18.  La  furface  d’une  pyramide  régulière  eft  égale  à 
la  moirié  du  périmètre  du  polygone  qui  lui  fert  de  bafe,  mul- 
tipliée par  la  perpendiculaire  menée  de  fon  fommet  fur 
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l’un  quelconque  des  côtés  de  la  bafe  , & que  l’on  nomme 
Apothème.  Cela  eft  trop  évident  pour  avoir  befoin  de  dé- 
monftration. 

II  fuit  de  là  que  la  furface  du  cône  droit  eft  égale  an 
produit  de  la  demi-circonférence  de  fa  bafe  par  fon  apo- 
thème ou  par  la  diftance  de  fon  fommet  à l’un  quelcon- 
que des  points  de  fa  bafe. 

s 2 • S1 9-  Suppofons  le  cône  droit  ABC  coupé  par  im 
plan  D E parallèle  à fa  bafe  AC,  & propofons-nous  de 
mefurer  la  furface  du  cône  tronqué  A CED. 

Soit  A C = æ,  DE  = b , E C refte  de  l’apothème  B C 

= d j B E = x,  on  aura  x -4-  d : a : : x : b j d’où  x = 
b d 

M ^ • Soit  exprime  par  1 : w le  rapport  du  diamètre  à la 
circonférence,  on  aurai»  8c  an,  pour  les  circonférences  des 
bafes  D E & A C.  Donc  B C x ~-8c  BE  x — — feront  les 

i a 

furfàces  des  cônes  droits  ABC,  BD  E;,  & par  con- 
fcquent  leur  différence,  ou  la  furface  du  cône  tronqué  = 

(x-+-d)~  — xX~~  =dx  (a-+-b).  Ot~  (a-+-b) 

eft  la  circonférence  du  cercle  qui  tient  le  milieu  entre 
les  bafes  D*E  & AC.  Donc  la  furface  du  cône  tronqué 
ejl  égalé  au  produit  de  ce  qui  refit  de  l' apothème  , par  la  cir- 
conférence moyenne  proport ionelle  arithmétique  entre  celles 
des  bafes  fupérieure  6*  inférieure. 

£20.  Imaginons  maintenant  que  le  demi-polygone  ré- 
gulier SAN  tourne  autour  de  l’axe  S N qui  paffe  par 
fon  centre  C,  & cherchons  la  furface  du  fphéroïae  que  ce 
demi-polygone  engendre  par  fa  révolution. 

11  faut  d abord  obferver  qu’il  y a deux  côcés  dans  ce 
polygone  qui  décrivent  des  cônes:  ce  font  les  côtés  B&& 
1 N.  Le  feul  côté  A E décrit  un  cylindre  : cous  las  autres  , 
comme  B A & I E décrivent  des  cônes  tronqués.  Or  il 
fuit  de  ce  qui  précédé  que  la  furface  de  l’un  quelconque  de 
ces  cônes  tronqués  eft  égale  au  produit  du  côté  générateur 
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(AB,  par  exemple  ),  par  la  circonférence  du  cercle  que 
décrit  le  milieu  M de  ce  côté. 

Cela  pofé,  foie  CM  le  rayon  du  cercle  inferit  dans 
le  polygone  donné , & foient  menées  les  perpendiculaires 
BQ,  MP,  A R , fur  l’axe  S N , & foie  mené  B D pa- 
rallèlement à Q R;  les  triangles  rectangles  A BD,  CP  M 
font  femblables,  puifqu’ils  ont  leurs  côtés  homologues 
perpendiculaires.  Donc  AB:BDouQR::CM:PM:: 
la  circonférence  qui  a pour  rayon  CM:  eft  àUa  circon- 
férence qui  a pour  rayon  PM::  cire  C M : cire  P M.  Donc 
AB  x cire  PM,  ou  la  furface  du  cône  tronqué  décrit 
par  A B = Q R x cire  C M. 

Par  un  raifonnement  femblable,  appliqué  aux  folides 
décrits  par  les  autres  côtés  du  polygone,  on  prouve  que 
la  furface  du  fphéroïde  eft  égale  à(SQ-t-QR-t-RK  -f- 
KL  + LN)  ou  SNx  cire  CM.  Donc  la  furface  d'un 
fphéroïde  quelconque  eft  égale  au  produit  de  fon  axe  par  la 
tirconférence  du  cercle  auquel  il  efl  eirconfcrit. 

Or  la  fphere  peut  être  regardée  comme  un  fphéroïde 
d’une  infinité  de  côtés.  Donc  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  de  fon  axe  par  la  circonférence  de  l'un 
quelconque  de  fes  grands  cercles. 

Et  la  furface  d'une  calotte  fphérique  produite  par  la  ré-  cjo. 
isolation  du  demi-fegment  h CP  eft  égale  à l'épaijfeur  CP 
de  cette  calotte , multipliée  par  la  circonférence  de  l'un  des 
grands  cercles  de  la  fphere. 

£21.  Donc  i°,  la  furface  de  la  fphere  eft  quadruple  . 
de  celle  de  l’un  quelconque  de  fes  grands  cercles , puif- 
qu’un  grand  cercle  n’a  pour  furface  que  la  moitié  de  Taxe 
multipliée  par  la  demi-circonférence. 

a°,  La  furface  de  la  fphere  eft  égale  à la  furface  con- 
vexe du  cylindre  eirconfcrit,  puifqu’elles  ont  toutes  deux 
pour  mefure  Je  produit  de  l’axe  EK  ou  FA,  par  la  _ . 
circonférence  d’un  des  grands  cercles  de  la  fphere , ou  par 
la  circonférence  qui  a pour  diamètre  A B. 

. 3 La  furface  de  la  fphere  eft  à la  furface  totale  du 

cylindre  circQnfçtit:  :a  : Car  les  deux  bafes  du  cylia- 
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dre  font  chacune  égales  à un  grand  cercle  de  la  fphere. 
Donc  la  furface  de  la  fphere  eft  à la  furface  totale  du 
cylindre  circonfcrit  : : i :ÿ: : 2 : 3. 

y 1 ».  Si  on  conçoit  un  cône  équilatéral  D I L circonfcrit  à la  fphere  , 
fâ  furface  totale  fera  à celle  de  la  fphere  : : 9 : 4. 

Car  foit  S la  furface  d’un  des  grands  cercles  de  la  fphere , & a foti 
diamètre  , on  aura  IL  = a V 3 , & AB*  (a2)  : I L*  (]a2)  : : S : la 
furface  de  la  bafe  du  cône  = 3 S.  Or  la  furface  du  cône  équilatéral 

eft  triple  de  celle  de  fa  bafe,  puifqu’clle  eft  égale  à x cire  I L -H 

x cire  I L = 3 xi  IL  cire  I L.  Cette  furface  eft  donc  égale  à 

9 S.  D'ailleurs  la  furface  de  la  fphere  eft  4 S.  Donc  &c. 

Les  furfaces  totales  de  la  fphere , du  cylindre  circonfcrit  & du  cône 
équilatéral  circonfcrit,  font  donc  : : 4 : 6 : 9.  D'où  il  fuit  que  la 
furface  du  cylindre  circonfcrit  eft  moyenne  proporcionelle  entre  celle 
de  la  fphere  & celle  du  cône  équilatéral  circonfcrit  ; on  trouveroit  de 
la  même  maniéré  que  la  furtice  de  la  fphere  eft  à celle  du  cylindre 
inferit,  eft  à celle  au  cône  équilatéral  inferit  : : 1 6 : 11:9.  Donc  la 
fitrface  totale  du  cylindre  inferit  eft  auffi  moyenne  proportionelle  entre 
celle  de  la  fphere  & celle  du  cône  équilatéral  inferit. 

J23.  La  comparaifon  des  lur laces  de  deux  folides  quel- 
conques eft  fore  aifée.  Car  appellant  S Sc  s ces  furfaces , 
A & B les  faéteurs  de  la  première  , a & b les  facteurs 
de  la  fécondé  , on  aura  toujours  S : s : : A B : a b. 

D’où  il  fuit  1 °,  que  fi  A , on  aura  S : s : : B : b.  2®, 
que  fi  A : a : : b : B , on  aura  S = s.  3.“,  que  fi  A : a : : B : 
b y on  aura  S : s : : A1  : a1  : : B1  : b1.  Ce  dernier  cas  a lieu 
dans  les  folides  fcmblables.  On  appelle  ainfi  ceux  dont 
les  dimenfions  homologues  font  proportionelles.  Les  fpha- 
res  , par  exemple  , font  des  folides  femblables.  Ainfi  leurs 
furfaces  font  entre  elles , comtne  les  quarrés  de  leurs  rayons , 
ou  de  leurs  diamètres,  ou  des  circonférences  de  leurs  grands 
cercles,  Sc  en  général,  comme  les  quarrés  dejeurs  dimen- 
fions homologues. 


De  la.  mefure  des  Solides. 

; 5*24.  La  folidité  d’un  corps  eft  la  portion  d’étendue 

comprife  entre  fes  faces.  Ainfi  deux  cylindres  de  même 
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groflear  & de  même  hauteur  ont  une  même  folidité , de 
quelque  matière  qu’on  les  fuppofe,  l’un  de  plomb  maflif, 
par  exemple  , l’autre  de  liège.  Il  ne  faut  donc  pas  con- 
fondre le  poids  d’un  corps  avec  fa  folidité. 

y 2 On  fait  i°j  que  pour  mefurer  la  longueur  des 

lignes , on  fetfett  d’une  mefure  que  l’on  regarde  comme 
l’unité , & que  cette  mefure  eft  elle -même  une  ligne  droite. 
2P,  Que  pour  mefurer  les  furfaces , on  a recours  aufli  à 
la  plus  fimple  d’entre  elles , qui  eft  le  quarré  , auquel 
on  rapporte  toutes  les  autres  comme  à leur  unité.  Donc 
pour  mefurer  les  folidités  , il  n’y  a qu’à  voir  quel  eft  le 
folide  le  plus  fimple  , afin  de  le  prendre  pour  l’unité  com- 
mune à tous. 

Or  le  plus  fimple  des  folides  eft  celui  dont  les  trois 
dimenfions  font  égales  , & dont  chacune  eft  égale  à l’unité. 
C’eft  donc  le  cube  qui  eft  la  mefure  la  plus  naturelle  des 
folidités.  Audi  dit- on  indifféremment  la  cubaiure  ou  la 
folidité  d’un  corps. 

La  recherche  de  la  folidité  d’un  corps  fe  réduit  donc 
à trouver  le  nombre  de  fois  qu’un  cube  d’une  grandeur 
déterminée  , que  l’on  prend  alors  pour  l’unité  de  folidité, 
eft  contenu  dans  ce  corps.  Si  l’on  veut,  par  exemple,  ef- 
rimer  un  folide  en  pieds  cubes , on  imaginera  un  autre 
folide  plus  petit , dont  la  longueur , la  largeur  , & l’épaif- 
feur  fuient  chacune  d’un  pied  \ ce  fera  un  pied  cube,  ou 
l’unité  à laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’à  rapporter  le  folide 
propofé  , pour  favoir  combien  de  fois  il  la  contient. 

$26.  Cela  pofé,  cherchons  la  folidité  d’un  cube  autre 
que  celui  que  l’on  prend  pour  l’unité.  , ^ 

Je  fuppofe  que  le  cube  à mefurer  foit  AB^jDF, 
& que  celui  que  l’on  veut  prendre  pour  fa  mefure  foit 
abcdf'y  il  eft  clair  l°,  que  l’on  pourra  mettre  fur  la 
bafe  A B C D un  nombre  de  ces  petits  cubes  exprimé 

par  2°,  qu’il  y aura  dans  le  grand  cube 

A B1 

autant  de  tranches  compofées  d’un  nombre  de  petits 


FIG. 
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JTT  J * 

' cubes,  qu’on  pourra  en  mettre  fur  la  hauteur  A E } 3% 

' A E 

que  le  nombre  de  ces  tranches  fera  Il  y aura  donc 

dans  le  cube  A B C D F un  nombre  de  petits  cubes  abc dft 

T , AfiI  AE  AB‘  „ 

reprefente  par  X — = 7^7- ; & pujfque  ab=  I , 

l’expreflion  de  la  folidité  du  grand  cube  fera  fîmplemenc 
AB3. 

Donc  la  mefure  de  la  folidité  d’un  cube  eft  le  produit 
de  l’unité  de  folidité  par  la  rroifîeme  puiflance  d’une  quel- 
conque de  fes  dimenfions.  Un  pied,  cube , par  exemple , 
contient  1728  pouces  cubes  j une  toife  cube  — 216  pieds 
cubes  =3  216  x 1728  pouces  cubes",  &c. 

Propofons-nous  maintenant  de  mefurer  la  folidité  d’un 
parallelepipede  reétangle  HD  MPI. 

Pour  cet  effet,  je  fuppofe  que  fur  le  plus  grand  côté 
D I de  ce  parallelepipede,  on  ait  conftruit  le  cube  ABCDF  ; 
il  eft  clair  i°,  que  ce  cube  doit  contenir  le  parallelepipede 
propofé,  autant  de  fois  que  fa  bafe  contient  celle  du  paral- 
lelepipede \ 2°,  que  ce  nombre  de  fois  eft  exprimé  par 

HDMP  = HDMPÏ  3 > qQe  la  foIldlte  du  cube  do,t  etre 
égale  à celle  du  parallelepipede  , ptife  ce  nombre  de 
fois.  Appellant  donc  x la  folidité  du  parallelepipede  , on. 

aura  *•.  =DIÎ>  d’où  x=DlxHDMP=DIx 

rlDMr 

DHxDM=le  produit  de  la  furface  de  fa  bafe  par  fa 
hauteur. 

yo^Il  fuit  de-làque  la  folidité  d’un  prifme  quelconque  , 
droit^p oblique , eft  égale  au  produit  de  fa  bafe , par  la  per- 
pendiculaire abaijjée  d’un  des  points  de  la  bafe  fupérieure  fur 
la  bafe  inférieure , prolongée  s'il  efl  nécejfaire. 

97-  Car  foit  le  prifme  A B C D E F , droit  ou  oblique  , il 
n’importe.  On  peut  réduire  fa  bafe  à celle  d’un  re&angle 
a b c d,  fur  lequel  on  peut  former  un  parallelepipede  rec- 
tangle a b c df  dont  la  hauteur  foit  égalé  à la  hauteur 
GO  du  prifme.  On  peut  aulli  diyifer  ces  deux  folides 
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par  des  plans  parallèles  à leurs  bafes  , Sc  former  ainfi  des  ÏKJ. 
le&ions  IKLMN,  i kl  m qui  feront  toutes  égales  aux 
bafes  & par  conféquent  égales  entre  elles.  Or  ces  fe&ions 
auront  toujours  la  même  propriété,  à quelque  point  de 
hauteur  qu’on  les  falTe,  Sc  leur  fomme  eft  égale  dans 
les  deux  folides.  Donc  la  folidité  du  prifme  eft  égale  à 
celle  du  parallelepipede;  elle  s’eftime  donc  en  multipliant 
, la  furface  de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  ' 

Le  cercle  pouvant  être  regardé  comme  un  polygone 
d’une  infinité  de  côtés,  le  cylindre  peut  être  regardé  auûî 
comme  un  prifme  dont  la  bafe  eft  un  cercle  j ainfi  la 
mefure  de  la  folidité  d’un  cylindre  eft  toujours  le  pro- 
duit de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

$28.  Soient  à préfent  deux  pyramides  S A BCDE,  g 8 . 
s a b c , dont  les  hauteurs  S F , sf  foient  égales  ; fi  Ion 
coupe  ces  pyramides  par  un  plan  parallèle  à celui  de  leurs 
bafes  , les  fe&ions  feront  deux  polygones  I K L M N , i k l 
également  éloignés  des  fommets  S , s.  On  aura  donc  (y  O y) 

5 F1  : S P1  : : A B C D E : I K L M N : : sf1  : s p1  ::  a b c 
ikl ; d’où  l’on  tire  ABCDE:al»c::lKLMN:i(!; 

6 par  conféquent  la  fomme  de  tous  les  éléments  IKLMN  , 
ou  la  folidité  de  la  première  pyramide , eft  à la  fomme 
de  tous  les  ikl,  ou  à la  folidité  de  la  fécondé , comme 
la  bafe  A BCDE  eft  à la  bafe  abc. 

Cela  pofé,  foient  deux  pyramides  d’une  même  hauteur 
a , & appelions  X la  folidité  de  la  première  , B fa  bafe  ; 
x la  folidité  de  la  fécondé , b fa  baie  : nous  aurous  X : x 

g 

: : B : b,  & par  conféquent  X = y x j ce  qui  fait  voir 

que  la  folidité  d’une  feule  pyramide  une  fois  connue,  on 
aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres  pyramides 
qui  auront  la  même  hauteur.  Cherchons  donc  à connoître 
la  folidité  d’une  pyramide  de  hauteur  donnée. 

y 29.  Je  me  reprcfente  un  cube  comme  formé  par  l’af* 
femblage  de  fix  pyramides  égales  , qui  toutes  vont  fe 
•réunir  par  leur  fommet  au  centre  du  cube,  & qui  ont 
chacune  pour  bafe  une  de  fes  faces,  La  hauteur  de  ces 
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pyramides  fera  donc  égale  à la  moitié  de  la  hauteur  du 
cube  ; de  maniéré  que  fi  la  hauteur  du  cube  eft  2 a , 
j’aurai  8 a3  pour  l’exprelfion  de  fa  folidité,  8c  par con- 

féquent  — — , ou  — — , pour  l’expreflion  de  la  folidité  x 


6 5 

de  chacune  de  ces  pyramides.  D’ailleurs  leur  bafe  b = 

g 

4a2  ; donc  la  formule  X =s  -j  x , devient  X = ^a  B • 

c’eft-à-dire  que  la  folidité  d'une  pyramide  quelconque  ejl  égale 
au  tiers  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

Donc  i°,  la  pyramide  eft  le  tiers  du  prifme  de  même 
bafe  de  de  même  hauteur  j 20,  la  folidité  du  cône  eft 
auili  le  tiers  de  celle  du  cylindre  qui  lui  eft  circonfcrit. 

y 3 o.  Pour  trouver  celle  du  cône  tronqué  A DEC, 
menons  la  perpendiculaire  B F fur  fes  bafes  , 8c  fuppofons 
AC  = a,DE=i,GF=dj  le  rapport  du  diamètre 
à la  circonférence  = I : v , 8c  la  partie  BG  = ï.  Nous 

db 


aurons  donc , x : x -f-  d : : b : a.  D’où  x — 


a-b * 


Or  les 


furfaces  des  cercles  qui  ont  DE  & AC  pour  diamètres  , 

7T  CL^  TÇ 

font  exprimées  par  — & — . Donc  les  folidités  des  cônes 

A B C & B D E font  ( x -f-  d ) 8c  ; & par  confé- 
quent  leur  différence  ou  la  folidité  du  cône  tronqué 
ACDE  = — (( a'—b')  x 4-  a'd)  = - -4-  ab)> 


î-4 


bd 


3-4 


•** 


en  mettant  pour  .v  fa  valeur 

\ 

5" 31.  Pour  mefurer  la  folidité  d’un  polyèdre,  on  le 
divifera  en  pyramides  dont  on  calculera  féparément  la 
folidité.  Leur  fournie  fera  celle  du  polyèdre  propofé.  Si 
ce  polyèdre  eft  régulier , on  multipliera  le  rayon  de  la 
fphere  à laquelle  on  peut  le  concevoir  circonfcrit , par 
le  tiers  de  fa  furface  , 8c  on  aura  fa  folidité.  Car  on  peut 
concevoir  que  du  centre  de  la  fphere  inferite  on  ait  mené 
à tous  les  angles  du  polyèdre  des  droites  qui  le  divifenc 
•en  autant  de  pyramides  égales  qu’il  a de  faces.  Or  la 

folidité 
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folidité  de  l’une  quelconque  de  ces  pyrainides  eft  égale  pj(*f 
au  tiers  de  fa  bafe  qui  eft  une  des  faces  du  polyèdre , 
multipliée  par  la  perpendiculaire  menée  de  fon  centre 
fur  cette  face , c’eft  à-dire  , par  le  rayon  de  la  fphere 
infcrite. 

y 32.  A l’égard  de  la  fphere  même  , fa  folidité  eft  égale 
au  tiers  de  fa  furface  multipliée  par  fon  rayon. 

Car  on  peut  concevoir  la  fphere  divifée  en  un  nom* 
bre  itlfini  de  petites  pyramides , qui  onc  toutes  pour  fom- 
met  le  centre  même  de  cette  fphere,  8c  pour  bafe  une 
portion  infiniment  petite  de  fa  furface.  Or  la  folidité  de 
l’une  de  ces  pyramides  eft  égale  au  produit  du  rayon  pac 
le  tiers  de  la  portion  infiniment  petite  de  la  furface  de 
la  fphere  , qui  lui  fert  de  bafe.  Donc  la  fomme  de  toutes 
ces  petites  pyramides , ou  la  folidité  de  la  fphere. eft  égale  au 
produit  de  fon  rayon  par  le  tiers  de  fa  furface. 

P33.  Soit  s la  furface  d’un  des  grands  cercles  de  la 
fphere  & a fon  rayon , fa  folidité  fera  ~ a s.  Or  le  cy-  . 
lindre  circonfcrit  à la  fphere  a pour  folidité  2 as.  Donc 
la  folidité  de  la  fphere  eft  à celle  du  cylindre  circonfcric 
n ± asi  2.  a s ::  2 : f Archimede  qui  le  premier  dé- 
couvrit ce  rapport  j fut  frappé  de  fon  identité  avec  celui 
des  furfaces  des  mêmes  folides. 

La  furface  de  la  bafe  du  cône  équilatéral  érant  3 s,  & fa  hauteur  5 a, 
fa  folidité  eft  ; a s.  Donc  la  fphêre  eft  au  cône  équilatétal  : : 4 : 5 , 
rapport  qui  eft  encore  le  même  qua  celui  de  leurs  furfaces. 

Si  l’on  conçoit  un  cône  A E B qui  ait  même  hauteur 
que  le  cylindre  circonfcrit  à la  fphere,  la  folidité  de  ce 
cône  fera  le  tiers  de  celle  du  cylindre.  D’où  il  fuit  que 
le  cylindre , la  fphere  & le  cône  font  alors  : i 3 : 2 : I. 

£34.  Suppofons  maintenant  quhin  fe&eur  circulaire  BCD  QQ 
tourne  autour  du  rayon  D C j il  décrira  un  feéteur  fphérique  * 
BCDM  : or  pour  mefurer  la  folidité  de  ce  feéteur  i foit  BD 
=*  a , x = CP  , qui  eft  l’cpairteur  de  la  Calotte  BCM , foit 

1 : w le  rapport  au  diamètre  à la  circonférence.  On  aura 

2 a 7t  pour  la  circonférence  d’un  des  grands  cercles  de 
la  fphere , & 2 a v x fera  la  furface  dédrite  par  B C.  Donc 
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la  folidité  du  feckeur  fphérique  B C D M = — - — . 


D’oà 


5>o» 


l’on  voir  que  dans  la  même  fphere , les  feéteurs  fphéri- 
ques  font  entre  eux , comme  les  épaifleurs  des  calottes 
fur  lefquelles  ils  font  appuyés. 

y3y.  A l’égard  de  la  calotte  décrite  par  le  demi-feg- 
ment  B C P,  fa  folidité  eft  égale  à celle  du  fe&eur  fphé- 
rique B C M P moins  celle  du  cône  droit  décrit  par  le- 
triangle  B P D.  Or  il  eft  aifé  de  trouver  que  ce  cône  a 

pour  folidité  y (2  ax  — xx ) (a — x)  ; donc  une  ca- 
lotte fphérique  dont  l’épaifteur  eft  x , a pour  expreflîon 
de  fa  folidité  — [ 2 a1  jc— -(2<zx — xxt  (a — x)]=stx* 

( 4 f x ■ • 

g.  De  cette  demiere  expreflîon  on  déduit  facilement  celle  de  la 
folidité  de  b portion  fphérique  engendrée  par  la  révolution  du  trapèze 
circulaire  D P B F } car  en  nommant  z fon  épaifleur  DP,  on  a tout 
de  fuite  v Pour  & folidité.  On  trouve  de  même  qu'en 

nommant  u l'épaiffeur  D Q , 1a  portion  fphérique  décrite  par  le  tra- 
pèze D Q N F a pour  expreflîon  r(aaa  — j u*  \ 

Il  n’eft  donc  pas  difficile  de  connoîtrc  b folidité  de  la  Zone  engen- 

■ ^1-rl 

tirée  par  le  trapèze  Q P B N.  Son  expreffion  eft*  (aax\-u-\ y-  ). 

Or  appellant  g fon  épaifTeur  P Q , y fon  plus  grand  rayon , ou  la  plus 
grande  ordonnée  NQ,  y'  b plus  petite  BP,  on  ce 

qui  donne  d’abord  pour  fa  folidité  ,*g  (a  a — uu  — gu  — j g g)  i 
on  a enfui  te  y y = a a — u u ;doù  y y ■+■  u u = a a =y‘ 1 / -+-  u u ■+■  zg  u 

•i-g g ■ Donc gu=  — Lü — ; & par  conféquent  la  folidité 

-,yy+y'ÿ-*-ge  gg\—*g 

drune  zone  quelconque  = *g(  J — 

(iyy-t-  iy'  y'  -i-  gg)-  Ainfi  quand  même  on  ne  connoîtroit  pas  le 
rayon  de  1a  fphere  dont  cette  zone  fait  partie , on  n'en  déterminerait 
pas  moins  la  folidité. 

y 3 7.  Maintenant  pour  comparer  deux  folides  enfem- 
ble  , appelions  S la  folidité  du  premier , & A , B , C , fes 
trois  facteurs  ; s la  folidité  du  fécond  , a , b , c fes  fac- 
teurs. Nous  aurons  donc  S : s : : ABC  : a b c.  D’où  il  fuit 
t°,  que  fi  A=*tf , S : j : : BC  : £ c.  2°,  Que  lorfque  A : 
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a : : b c : B C , on  a S=j.  3%  Que  dans  les  folid  es  fetn- 
blables  , S : j : : A3  : a3  : : B3  : b}  : : C3  : ci  \ enfor*  , par 
exemple  , que  les  folidités  des  fpheres  font  encre  elles  comme 
les  cubes  de  leurs  rayons , ou  de  leurs  diamètrei  , ou  de  leurs 
dimenfions  homologues  quelconques. 

Il  fuit  de  là  que  les  folidités  des  fpheres  font  proportio- 
nelles  aux  cubes  de  leurs  rayons , tandis  que  les  furfaces 
des  cercles  font  proportionelles  aux  quarrcs  des  rayons, 
& que  les  circonférences  fuivent  le  rapport  fimple  des 
rayons. 
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3 H 
ne.  

APPLICATION  DES  PRINCIPES 

DE  GÉOMÉTRIE  ET  D’ALGEBRE  ■ 

Au  Calcul  des  Sinus  et  a la  Trigonométrie. 


Il  étoit  narurel  de  chercher  à réduire  toutes  les  figures 
reékilignes  au  triangle  , parce  que  le  triangle  eft  la  plus 
fimple  de  toutes  ces  figures.  Aufli  voyons-nous  que  les 
anciens  Géomètres  avoient  déjà  ramené  l’arpentage  à ce 
point  de  fimplicité  : ils  partageoient  en  triangles  les  ter- 
reins  qu’ils  ^voient  à mefurer.  De  là  vient  le  nom  de 
Trigonométrie  à la  fcience  qui  apprend  à réfoudre  les 
Triangles. 

Quand  ils  font  formés  par  des  lignes  droites , on  l’ap- 
pelle Trigonométrie  rectiligne.  Quand  ces  triangles  font 
formés  par  des  arcs  de  cercle , on  l’appelle  Trigonométrie 
fphérique.  L’une  & l’autre  Trigonométrie  font  d’une  grande 
utilité  : mais  pour  être  en  état  d’en  juger , il  faut  com- 
mencer par  le  rendre  familière  la  théorie  des  Sinus. 


Vu  Calcul  des  Sinus . 

On  appelle  Sinus  d’un  arc  ou  d’un  angle,  toute 
n ligne  qui  partant  d’une  des  deux  extrémités  de  cet  arc 
ou  de  cet  angle  , tombe  perpendiculairement  fur  le  rayon 
ou  le  diamètre  qui  pafle  par  l’autre  extrémité.  Ainfi  la 
perpendiculaire  BD,  menée  de  l’extrémité  B de  l’arc 
B A,  fur  le  rayon  CA,  qui  paffe  par  l’autre  extrémité 
A , fe  nomme  le  jinus  de  l’arc  AB,  ou  de  l’angle  A CB 
que  cet  arc  mefure» 

î y- 
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H 9'  Si  EB  eft  le  complément  de  l’arc  B A , fon  finus 
G B eft  le  finus  de  complément  , ou  le  cojinus  de  l’arc 
A B.  Or  il  eft  clair  que  CD  = BG,  & que  BD=GC. 
r S 4°*  La  perpendiculaire  AT  menée  par  le  point  A 
fur  le  rayon  C A jufqua  la  rencontre  du  rayon  CB  pro- 
longé, fe  nomme  la  tangente  de  l’arc  AB,  & C T en 
eft  la  fécante.  De  même  la  tangente  E M de  l’arc  E B 
eft  la  tangente  de  complément,  ou  la  cotangente  de  l’arc 
AB,  & CM  en  eft  la  cofécante. 

On  nomme  encore  Jînus  verfe  & cojinus  verfe  les  lignes 
AD,  EG;  mais  on  s’en  fert  rarement. 

Pour  abréger,  nous  écrirons  finy  cof , tang,  cotyfect 
cofec , fin  v , cof  v , au  lieu  de  finus  , cofinus  , tan- 
gente, cotangence,  fécante  , cofécante,  finus  verfe  & co- 
finus verfe. 

X41.  Il  fuit  de  la  définition  des  finus,  que  le  finus 
d’un  arc  quelconque  efl  la  moitié  de  la  corde  d’un  arc  double . 
Car  fi  on  prolonge  BD  jufqu’enF,  BD  fera  la  moitié 
de  B F,  corde  du  double  de  l’arc  B A. 

Et  c’eft  de  là , pour  le  dire  en  pafTant , que  vient 

{>robablement  la  dénomination  des  finus  : car  autrefois 
es  cordes  d’un  cercle  s’appelloient  infcriptce  , & leurs  moi- 
tiés , ou  femijfes  infcriptce  , fe  défignoient  par  S.  ins.  On 
finit  donc  par  prononcer  finus  dans  un  temps , où  la  plupart 
des  mots  fe  terminoient  en  us. 

De  ce  que  le  finus  d’un  arc  eft  la  moitié  de  la  corde 
qui  foûtend  un  arc  double , il  fuit  évidemment  que  le 
finus  d’un  arc  de  30°  eft  la  moitié  du  rayon  (420). 

5*42.  La  définition  des  finus  fait  voir  avec  la  même 
clarté,  que  le  finus  d’un  angle  aigu  quelconque,  BCA 
eft  le  même  que  celui  de  l’angle  obtus  a CB,  qui  lui 
fert  de  fupplémenr. 

^43.  Quant  au  cofinus  d’un  angle  obtus,  il  eft  tou- 
jours négatif.  Il  en  eft  de  même  de  fa  tangente , cotan- 
gente , fécante , &rc. 

5*44.  On  voit  bien  que  les  finus  croiftent  depuis  0% 
auquel  cas  leur  cofinus  eft  égal  au  rayon , juiqu’à  90°. 

X iij 
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FIG.  Alors  le  finus  devient  égal  au  rayon,  & le  cofinus  s’évanouît,  * 
Les  finus  croiffent  enluite  depuis  ço°  jufqu’à  180*,  ou 
ils  deviennent  nuis , pendant  que  leur  cofinus  devient 
égal  au  rayon  pris  négativement. 

5’45’.  On  voit  également  que  les  tangentes  2c  les  fêtantes 
croilfent  depuis  o , où  la  tangente  eft  nulle  , pendant  que 
la  fécante  eft  égale  au  rayon  , jufqu’à  5:0°  où  la  tangente 
2c  la  fécante  deviennent  égales,  parallèles  2c  par  con- 
féquent  infinies.  La  cotangente  eft  alors  nulle  , 2c  la  cofé- 
cante  égale  au  rayon. 

Depuis  90°  jufqu’à  iôo°3  elles  décroi  fient  de  plus  en  plus;  mais 
elles  font  négatives.  Lorfqu’elles  ont  atteint  1 8o°,  la  tangente  s’éva- 
nouit , & la  fécante  devient  égala  au  rayon  pris  négativement.  Dans 
ce  même  point  la  cotangente  & la  cofécante  deviennent  égales  & 
infinies  négatives. 

54 6.  La  tangente  de  470  eft  égale  au  rayon  , ainfi  que 
99-  la  cotangente.  Car  alors  les  triangles  re&angles  CEM, 
CTA  deviennent  égaux  2c  ifofeeles. 

y 47.  Cela  pofé  , foit  l’arc  BA  = A,  le  rayon CB  = 

C A = 1 (fuppofition  que  nous  ferons  déformais,  afin  de 
rendre  le  calcul  plus  facile  ) , on  aura , à caufe  des  trian- 
gles reâangles  2c  femblables  CBD,  CG  B,  CTA,  CEM, 
les  proportions  & les  équations  fuivantes. 

I.  CD1  -4- B D1  =CB: î oufin1  A-\~.cop  A =5 1 = 
fin1  B 4-co/1  B (B  étant  un  autre  arc  quelconque),  Donc 
fin  A -+-  fin  B:  cof  B -\-cof  A : : cofB  — cof  A ; fin  A — » 
fin  B. 

II.  Cr-APsAC1.  .fcc' A — tang1  A=i, 

III.  CE1  = CM1  — EM1  , • • i=cofec'A — 


cot ' A = fec * A — tang'  A. 

IV.  CD  : BD  :;CA  ; AT  . . , cof  A : fin  A : : 1 : 
tetng  A.  Donc  fin  A = cof  A x tang  A . . . cof  A =; 
fin  A . fin  A 

BD::CT:AT  . , , 1 : fin  A : : fec  A i 


t*ngh  * ’ ’ 

V.  CB 


targ  A.  Donc  fec  A = 


tai\g  A 1 
fin  A cof  A' 


. Y I.  Ç G : GB  : 1.  C E -,  EM  , * , fin  A ; cof  A ; < 1 


Digitized  by  Google’ 

J 


cot  A 


D E 

cof  A 
fin  A 


Mathématiques. 

» 

Donc  cot  A x tang  A 
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A* 

£48 . Soit  propofé  maintenant  de  déterminer  le  lînus 
& le  cofinus  de  la  Comme  de  deux  arcs  donnés  AB  & B E. 

Je  nomme  s le  finus  BD  de  l’arc  A B ...  c fon  co- 
finus CD.  ..i'  le  finus  EG  de  l’arc  C E B . . . d Ton 
cofinus  CG....  enfin  x le  cofinus  cherché  C F = cof 
(AB-4-BE),&jy  le  finus  EF=yzn(AB-FBE). 

Cela  pofc,  à caufe  des  triangles  femblables  CBD» 
C F H , E G H , on  aura  CD  4 c ) :CF  (a-)::  CB  ( I ) ; 

CH=  — : : BD'j)  :FH  = — . 

c ' ' c 

Enfuite  CD(c):EG(j'J:;BD(i):GH  (c1  — 
CB(i)  :EH  (y Donc  s *s—  et/  — x , 8c  s ' =3 


cy—sx. 

La  première  équation  donne  x = c c'  — s s' , & fubf- 
tituant  cette  valeur  dans  la  fécondé , on  a , ( en  faifanc 
atfention  que  I — J1  ■=  c1),  y mc'  + i'c.  Donc  en  géné- 
ral a 8c  b étant  deux  arcs  quelconques,  on  a 
Sin  ( a -4-  b ) = fin  a cof  b -4-  fin  b cof  a. 

Cos  ( a- 4-  b ) —cof  a cof  b — fin  a fin  b. 

545).  Soit  a -t-b  =3  c y on  aura 

Sin  c—fin  a cof  ( c - a)  -{-cof  a fin  ( c — a). 

Cof  c = cof  a cof  (c  — a)  — fin  a fin  ( c — a ). 

Or  en  traitant  fin  ( c — *a  ) 8c  cof  ( c — a)  comme 
des  inconnues,  on  trouve  fin  ( c—a)  = fine  cof  a — 
fin  a cof  c . . . . & coJ  ( c a ) ==  cof  c cof  a -4-  fin  a fin  c. 

JDonc  en  général 

Sin  (a— —b  )=fin  a cof  b — fin  b cof  a. 

Cof  ( a — b ) = cof  a cof  b -4- fin  a fin  b. 

En  faifant  a = b,  on  a fin  2 a = 2 fin  a cof  a,  Sc  cof  2 a 
s=  cof 1 a — fin1  a — 2 cof 1 a — I ( en  mettant  pour 
fin1  a y fa  valeur  1 — cof1  a).  Il  eft  donc  bien  facile 
d’avoir  le  finus  & le  cofinus  du  double  d’un  arc  dont  ou 
connoît  déjà  le  finus  8c  le  cofinus. 

Xiv 


FIG. 

IOO. 
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On  trouve  avec  la  même  facilité  le  finus  & le  cofï- 
nus  de  la  moitié  de  cet  arc.  Car  fi  on  fait  2 a = c , 
on  aura  fin  c =■  2 fin  ■£■  c cof  ±c,  & cof'c  -f- 1=2  cof 1 

Tc.  Donc  co/ic  = ^ ( — 


Jy  _ i—copc 

i(i-+-cofc)  ifi  -i-cofcj 


_ 1 — co/"  c 

) = — ). 


Mais  comme  ces  formules  fuppofent  que  les  lïnus  & 
cofinus  font  déjà  connus  , il  faut , avant  d’aller  plus  loin  , 
apprendre  à les  connoître. 

yyo.  Et  d’abord,  il  eft  clair  que  fi  on  calcule  les  finus 
de  tous  les  arcs  compris  dans  un  quart  de  cercle , depuis 
l’arç  de  1"  jufqu’à  l’arc  de  po°,  on  çonnoîtra  tous  les 
finus,  depuis  celui  de  x"y  jufqu’à  celui  de  1800  ( 5^42  ). 
Or  depuis  180°  jufqu’à  360°,  les  finus  font  les  memes 
que  depuis  o°  jufqu’à  180,  au  figne  près  qui  eft  négatif. 
Donc  Le  calcul  des  finus  fi  réduit  à cçlui  des  finus  d’un 
quart  de  cercle . 

Il  eft  clair  enfuite  que  les  cofinus  peuvent  aifément 
fe  déterminer  par  la  formule  ....  cof  a = y (l  — fin1  afi 
Occuponsrnous  donc  feulement  du  calcul  des  finus. 

On  fait  (485”  ) que  le  rayon  étant  1 , Tare  de  90*. 
eft  repréfenté  par  ^,S1°79^3  s.67^^^6 , &c  ; donc  l’arc 
de  s"  eft  de  0,000004848  &c  parties  du  rayon;  & 
comme  un  arc  auflî  petit  ne  différé  pas  fenfiblement  da 
fon  finus,  on  a pris  0,000004848  ôcc  , pour  finus  d^ 
l’arc  de  1".  On  a doublé,  triplé  cette  fraékion,  & on 
a eu  les  finus  de  2/; , de  3",  Scc. 

' On  auroit  pu  calculer  le  finus  de  2"  , puis  celui  de 
3W  &c,  par  les  formules  fin  2 a = 2 fin  a cof  a , 8c  fin 
( a H-  b)  == fin  a cof  b -4- fin  b cof  a:  mais  on  a trouvé  que 
la  différence  entre  des  arcs  aufli  petits  & leurs  finus  étoif 
trop  infenfible , pour  ne  pas  prendre  chacun  de  ces  arcs 
au  lieu  de  fon  finus  refpeétif. 

En  s’élevant  ainfi  des  * econdes  jufqu’aux  minutes , & 
en  continuant  le  calcul  depuis  les  minutes  jufqu’aux  de- 
grés , par  k moyen  des  deu*  formules  précédentes , an 
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parvient  au  lïnus  de  30°.  Ce  finus  devant  être  égal  à 
la  moitié  du  rayon  , on  peut  vérifier  par  là  les  calculs 
antérieurs  j & on  fe  trouve  avoir  tous  les  finus  depuis 
celui  d’une  fécondé  jufqu’à  celui  de  30°.  Mais  pour  ne 
pas  trop  grollir  le  volume  des  Tables  , on  n’y  fait  entrer 
que  les  finus  des  minutes  8c  des  degrés. 

yyi.  Suppofons  maintenant  que  a=  30°,  on  aura 
Jin  ( 30 0 -bb)—fin  30°  cofb  •+-  cof  30 0 fin  b.  Or  fin  30®. 
= f ....  & cof  3 o°  = ( 1 = 3.  Donc fn 

(30°  -b  b)  =s\Jinb  yr  3 cofb  . . . . 8c fin  (300  — b} 
= 7 cof  b — ^fin  i j/-  3 . Donc  fn  ( 3 O0  -h  b ) = /?« 
(30°  — Æ>)  4- ^ 3.  Il  fuit  de  là  que  connoilfant 
tous  les  finus  depuis  o°  jufqu’à  30°  , on  a facilement  tous 
ceux  qui  font  depuis  30°  jufqu’à  60°. 

yy2.  Cela  pofé,  foit  a = 6 0°,  on  aura  fîn  ( 6 0°  -b  b) 
= 7 cofb  \Z~  3 4-  ^ • • • • Scjîn  ( 6o°  — t ) = i cofb 

j/"  3 — - 7 yîn  &.  Donc  fin  (6o°  -b  b)  = fn  ( 6o°  — b) 
•+«finb.  Par  exemple,  y?/z  66°  = fin  4- fin  6°. 

ConnoilTant  donc  les  finus  des  arcs  qui  font  entre  30® 
Sc  6 0°,  on  aura  tout  de  fuite  ceux  qui  font  depuis  60® 
jufqu’à  5)0°;  ce  qui  complétera  ce  genre  de  calcul. 

3 . Reprenons  les  deux  formules . , . .fin  (a~b  b)  = a 
J?*  a cofb  -i- fin  b cof  a . . . .^zn  ( a — b") —fin  a cof  b — « 
cof  fl,  &:  ajoutons-les  enfemble  j nous  aurons 
S/n  « cof  b — \ fin  (a -b  b)  4-  -j-  fin  ( a — b ). 

En  fouftrayant  la  fécondé  de  la  première , nous  trou* 
verons  . . . , - 


Sin  b cof  a =s\fin  (fl  4-  b ) — ~ fin  (a  — b ) 
Faifant  les  mêmes  opérations  fur  les  deux  autres  for- 
mules ....  cof  (a-bb)  = cof  a cof  b — fin  a fin  b . . . . 
cof  (a-~b  ) = cof  a cof  b -+-  fin  a fin  b , 

,,,  . Cofacofb  = {cof(a-bb)  -\-^cof(a~bb) 

on  en  déduira  . . sLfinb^UfW-b)- 


Ces  quatre  dernieres  formules  font  utiles  quand  01» 
veut  transformer  des  produits  de  finus  en  finus  fimples. 
Les  quatre  fuivantes  fervent  à fubftituer  à des  fomme* 
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ou  à des  différences  de  finus , des  produits  d’autres  finus  » 
afin  que  le  calcul  par  logarithmes  puilfe  s’y  appliquer, 
y yq..  Soit  a -J-  b = p . . .a  — b ~ q y on  aura  a =a 

P-  ^~-q-  . . . %b  — P- Donc 

a » 

O.  r r /’-+-?  rT  — 1 

Sin  p -Jrfin  q = 2 fin  -7-  cof  -7-. 

O-  r r p~~ ? -rP-t-l 

Sinp  — fin  q = 2 fin  —7-  coj  — . 


Cof P' 


• CO 


r.  /-P  + j _.rp  ? 

fq  — 2 cof  " coJ  -7—. 


Cof  q — w/>  = 2/ 


rm 


p — q 


j y Suppotons  dans  les  deux  premières  formules  p — 9°°  > & dans 
les  deux  dernieres  q = o , nous  aurons .... 

q = ifin  Us‘ ° ■+■  ! ?;  «/Ï4  f — ï q)  = 1 A"1  C4  ï 
1 — /«  g = xjL(4S°-sh  cof Ui°  + U)  = f 4Î  ' — » «>• 
= 1 cof  ('450  4-  7 ?,)  = c0/ v*  ?• 

1 -4-co/>  = 1 cof1  \p. 

1 — cof  p — i fin 1 1 p —fin  v.  p. 

y y 5.  Divifons  maintenant  les  formules  du  n SS^c» 
les  unes  par  les  autres , nous  aurons 


finp^rfinq  __ 


fin*J±i 


cof 


fin  p- fin  q ~ rP±fi  rm  P^Zl 

x ’ 

p-\-q 

rang 


p—q  * 

*■  p-+-q  -,f  P~q  — 

— = tang—cot  — 


/»— q 


fin  p-H  fin  q />-+-? 

■C-f — — = tar.g  — I, 

coJ p coj  q x 

fin  p-(-  fin  q _ ^ p — q 

cofq  — cofp  X 


finp-finq  = tangPjZlt 

cofp  -+-  cofq  1 

fin  p — fin  q . P ? 

J — — - = cot  

cofq-— cofp  a 


« 
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cof p -f-  cof g ~ cot  p 
tofq — cofp- 
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-hq  p — q 

— - cot- - 

^ i 


Sf7‘  En  divifant  de  même  les  unes  par  les  autres,  quelques-unes, 
des  formules  du  n°  fjj,  on  trouve 

l—finq  fin1  f4J°— i ? ) cof'ftf* -\-{q)  ~tanZ  l4J°+»î^ 

1 +cofp  cof1  \p 

T^Tp-^T-p=cot^P' 
i+fin  qjjin1  (<n°-j-iq) 
l + cofp  coJ1  i p 

1 ~ fin  g __  cof  y,  q fin « (4J® — I 

l — cofq  fin  V.  q ' 

j'y  8.  Reprenons  encore  une  fois  les  valeurs  de  fin  [a-\ -b) 
fin  (a  b),  cof  ( a b)  , cof  (a  — b),  nons  en  d&» 
(luirons 

fin  a cof  b fin  b cof a 

fin  fa -h  b J _ fin  a cof  b 4-  fin  b cof  a __  fin  a fin  b fin  afinb 

fin  (a  — b)  fin  a cof b— fin  b cof  a ~ fin  a cofb  fififTTcçfh  ^ 


l cof  a 
fin  b fin  a 

cofb cof  a 

fin  b fin  a 


fin  a fin  iq 
1 


cot  b — cot  a 


, “T 

tang  b 

tang  a 

1 

1 

tang  b 

tang  a 

cofb 

cof  a 

1 J 

fa  _fin  b 

fin  a 

ib  co fa  cofb 

7--  / ,+ 1 

fin  a fin  b 


tanga—  tang  if 


i-f-coricora 

fin  a fin  b 

tang  a -f-  tang  b 
1+ tanga  tang  b 

fin  (a  b)  _fin  a cof  b - fin  b cof a _ cot  b - cot  a tanga  - tang  j • 
cof(n  -+-  b)  cof a cof  b - fin  a fin  b cot  b cot  a- 1 1 - tanga  tangbf 
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cof(a-hb) _cofacofb  -fin  a finb _cotb  - tanga  t — tangatangb __ 
cofÇa-b  ) cof acofb  + fin  a finb  cotb+tanga  v+ tangatangb 
cot  a — tang  b 


cot  a • 


■ tang  b 


fin  (a  -f-  b ) , , . ang  a -+-  tang  b cot  a -h  cot  b 

r—— -4  = tang  (a-î-b)=  — ° = — . 

coJ  (a-\-b  ) 1- tang  a tang  b cot  a cot  b-  i 

I — tang  a tang  b 

tang  a -f-  tang  b 


tang  ( a i ) 


Donc  cot  ( a -f-  b ) 

cot  a cet  b — i 
cot  a -f-  cot  b 

fit  (a  — b)  tang  a — tang  b cot  b — cot  a 

cof  (a— b)  i-(-  tangatangb  cotbcota-+-i 

_ , . . I -+-  tang  a tang  b cot  b cot  a -t-  i 

Donc  cot  (a  — b ) = -5-  — — — . 

tang  a — tang  b cot  b — cot  a 

jfQ.  Soit  a = 4510  ; on  aura  tang  ( 45°  -f-  b ) =3 

1+ tang  b __  cot  h — f—  1 0 , 1 —tang  B _ 

1 — tang  b cotb—i * ) 1 -f-  tang  b 

COt  ( 450  -+-  b ) = ~ 7TT7". 

'Ty  ' cot  b -t- 1 


i tang  a 

7Z* 


Si  l’on  fait  a = b = ~ c , on  aura  tan#  2 a = - — 

1 ° i — tang"  a' 

* tang\ c 1 — 1 û 

OU  tang  c = , ■- , Sc  cot  2 a = - • 


tang'-  i c ‘ 


i tang  a 


j cot  a — f rang  a.  Donc  cote  — ^ cot ^c  — i rang  {c,  & 
cot  j c = 2 cot  c “+-  rang  l c.  Or  ( J4p  ) tang  f c =s 
.y#1— q/gx  1— co/c 
“ ' I -f.  co/c  ' jîfl  c 


J <0.  Puifquc  fec  a xb  — — , & co/êc  a *=  - — , on  a ...  5 
coJ  a fin  a 

1 


Sec(a-4-b)m 


I cof  a cof  b fie  a fcc  b 

cof  acofb -fin  afinb  finafinb  i— tangatangb 


I- 


eofec  a cofec  b 
tôt  a cot  b - 1 ’ 


cof  acofb 
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Sec(a-b)  = fie*  fie* 


Cofcc  (a  -h  b)  = 
Cofec  (a  — b)  = 


I H-  tang  a tang  b 
cofec  a cofec  b 

cot  4 + cot  a 
cofec  a cofec  b 


cot  b — cot  a 

j£r.  Soit  a = b,  on  aura  cofec  i a = __  1 cotl  a 


x tôt  a 


a cot  a 


cota  ■ 


■ tang  a cot-a-i-  tang  j a 

. Dodc  cofcc  a =s î Ll..  Or  cot  i 


i cot  a -f-  tang  l a (jf?).  Donc  cofcc  a =2  cot  a ■+■  tang -a  =s 
cot  j a~\-tang\  a f 

■ — cot  1 a — cot  a,  en  mettant  pour  tang  f « f» 

valeur  cot  \ a— t cota) 

Ona  auflî  fcc  1 a = Jtc'  a — 1 ~f~  “V*  « _ (t+ungaj* 
I - tang 1 a 1 - tang 1 a 1 — tang 1 a 

^ tang  a _ 1 a __  a rung  a l 4-  fa/t£  „ 

1 - ran^1  a 1 — tang  a x - tang'  a'  S 1 — tang  a ~~ 

*®¥  = tang  x a. 

1 - tang * a 1 

Donc  fecza  = tang  (4* 1 -f-  « J — raag-  x a,  & fie  a = tang 
(4f  -h  } a;  — tang  a = cot  ( 45»  — { a)  — tang  a. 

De  ce  que /êc  a = — L_  , &:  que  cofic  a = -L.  , on  z fie  a — 
coJ  a 1 fin  a 

tang  a cofic  a ; S:  en  fubftiruant  toutes  les  valeurs  de  cofec  a trouvées 
ti-dclTus , on  aura  fcc  a=  fUEJL  (Cot  { a -f-  tang  ~ a)  = tang  a 

(cot  a tang  \ a)  = 1 ~b  tang  a tang  \az k tang  a (cot  \a-cot  a) 
~ a cot  { a 1 = 

taajrja 

Au  refte  toutes  ces  formules  peuvent  être  variées  d’une 
infinité  de  maniérés , en  les  ajourant , fouftrayant , divi- 
finr , &c.  Mais  il  eft  inutile  d’infifter  fur  une  matière- 
auflî  facile  \ voyez  l’Iorroduûion  à 1 analyfe  des  Infinis  pat 
M.  Euler. 
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Du  Calcul  des  Tables  de  Sinus  par  les  Séries. 

ÎI  eft  arrivé  pour  les  Tables  des  Sinus , ce  qui  étoît 
déjà  arrivé  pour  les  Tables  des  Logarithmes.  Les  premiers 
Calculateurs  avoient  fini  depuis  long  temps  leur  travail , 
lorfqu’on  imagina  des  moyens  de  le  fimplifier.  Ces  moyens 
cependant  n’en  font  pas  moins  ingénieux,  comme  on 
peut  en  juger  par  celui  que  Jean  Bernoulli  propofe  dans 
le  IIe  Volume  de  fes  Ouvrages.  En  voici  à peu-près 
l’anafyfe. 

362.  Si  l’on  remonte  à la  valeur  de  tang  (a-\-b)j  on  en  dé- 
duin  facilement  tang  (A  -H  B + C)  = 

Soient  donc  a , b , c les  tangentes  refpeftives  des  arcs 

* . d -4-  b c dbc 

A,  B,  C ; on  aura  tang  (A-*-B-hÇ)  = --  b _ a ~b  • 

Pareillement  fi  a,  b , c , d font  les  tangentes  refpe&ives 
de  quatre  arcs  A , B , C , D , on  aura 

, . _ „ tan  a*+-b-t-c+d — abc — abd—acd — lcd 

tang  (A -h  B -+-  C D)  = 

D’où  il  fuit , en  général , que  fi  l’on  a un  nombre  quel- 
conque d’arcs  A , B , C , D , &c , on  aura  en  nommant 
j la  fomme  de  leurs  tangentes , t"  leurs  produits  deux  à 
deux , im  leurs  produits  trois  à trois  , &c  . 

rang(A+B+C-+-D+&c;=i_t,l  + j„_  ^-  + a[C. 

Suppofons  pour  un  moment  que  tous  les  arcs  A , B , C,  &c 
foient  égaux  ; fi  l’on  nomme  n leur  nombre , tang  A la 
tangente  de  l’un  quelconque  de  ces  arcs, on  aura  (3*3) 


n.rt-  I 


= — — tang 1 A . . s 111  = 
n . n - 1 .n-i . n-j 


n.n-j . n-x 


1.5.4  , 

Ç)n  a donc  généralement 


* • J 
tang*  A , &c. 


tang 3 A 
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TctngnA— 


. a.a-i.a-i  , a.a-i.a-i.a-i.a-a 

n tang  A tang'  A H — ~ tangSKSK 

s 

n.rt-i  , . a.n- 1 .n-z.n-z  . . 

i — ra/ip1  A H r<zae’  A — &c. 

i i.j.4 


/«A  * . n - i . « - z ./a*  A 

cof  A z . 3 co/*A 


&c 


i — 


&c 


» CO, 


n . n - i . fin1  A 
z cof1  A 

>/*  * 1 A/a  A — 


1 • î 


cc>/"  * î A fin  * A -+-  &c 


ro/"  A - 


n.n-\ 


cof"'1  A fin 1 A -J-  n----'n  £of"~*  A fin*  A-Scc^ 

z.3-4 


Soit  N le  numérateur  de  cette  derniere  quantité,  fait  D 
le  dénominateur  j on  aura , en  faifant  le  calcul 

N*  -+-  D*  = cof  ”A+n  cof**"1  A fin1  A -H 

w/4*' 4 Afin*  A -h . . .fin**  A = (ce/1  A -{-fin*  A " = i. 
: Mais  puifque  d’uii  côté  on  aNl + D1  = I , & que  de 

l'autre  pn  a ~ =temgzn  ^ el^  cla*r  <îue  ^ — 

fin  n A , 6c  que  D «co/ n A j on  a donc  en  général .... 

SinnA=n  cofn  * 1 Afin  A — ’llf. — lll — 1 cofn‘ 5 Afin1  A -3-  . . a 


cof*'1  Afin'  A- Sic. 


n.n- t.n-i.n-i.n  - 4 
a.3  .4 • î 
CofnA-cofA- n—^  cof"-*  A fin*  A + 


n.a-î.a-z.«-j 
i.  J .4 


tofn- * A _/î»+  A — &c. 

Suppofons  maintenant  que  l’arc  A foit  infiniment  petit, 
enforte  qu’il  faille  que  nfoit  infini  pour  que  l’arc  n A foit 
d’une  grandeur  finie  a , on  aura  , i°  . . .fin  A = A , parce, 
que  l’arc  infiniment  petit  ne  diffère  pas  • de  fon  finus. 

On  aura  , 2° ....  c f A=  i,  parce  que  le  cofinus  d’un 
arc  infiniment  petit  eft  égal  au  rayon.  On  aura,  30  . . . . 
n • — 1 = n — n — 2 = n — 3 Sec,  parce  que  n eft  in- 
fini : on  aura  enfin  ...  A « —,  Ces  valeurs  éranr  fubftL- 

' n 
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tuées  dans  les  formules  précédentes  donnent  . . I * 


S in  a — a - 


47 


I 


fl» 


1 • î 


M-4T 


a.j*4.j.6.7 

d* 


1-Î-4-Î-6.7 .8.9 


■ — &«. 


_ d*  <2+ 

Co/  d = 1 

x 1.3.4  1.3.4.*.* 


x.3.4.*.6.7.8 


■&c. 


jüi  d ^ 

cof  a 


ai 

«-• h 


2».* 

tang  d si  ? 


1.3.4.*  i.3.4.*.*.7  1.3.4. *.*.7.8.5, 


-ScC. 


cof  a=- 


à1 

I - .j 

a * 

h — 

a* 

* — — —j 

z 

1.3.4 

1.3.4.*.* 

ax 

a * 

a* 

z 

1.3.4 

1.3.4.*.* 

4- 


1.3.4.J.6.7.8 

4-  &c. 


— &c. 


a* 


-1-  &c. 


cof  a.  _ 
fin  a 

U — -J — — 

x-3  M- 44  »-3-44-^7 

$6 3.  Soit  maintenant  l’arc  a une  partie  quelconque 

*—  de  po°  j comme  l’arc  de  90°=i,r  7075?  63  2672485)  6, 

Ht 


&c ....  on  aura , en  appellant  c ce  nombre  . . . 

«O*  CC*  c’  c1  • ■ ■ C* 

S in  — — H — -H - 

m m x.3  .m!  1.3.4.J.TO5  1.3. 4.*.  <.7.  ml  1.3. ..9.171» 


acc. 


Termes  positifs. 

— • t,570796îl6794*96 

m 

— . 0,  079*916161461*7 

i»5 

— . •,000160441184787 

m9 


. 0,0000000*6911719 


. 0,0000000000060** 

&c. 


m5 

1 


Termes  négatifs. 
0,64*964097*06146 


— . 0,0046817*413*318 
m' 

—r-  0,000003*9884313* 

771 

t 

— 0,00000000066  8803 

771 1 5 


771 


— . 0,000000000000043 


On  aura  de  même  la  valeur  d’un  cofinus  quelconque  pi  t • 
la  formule  fuivante 


r9°°  _ t c 

cof — * 1 i 

^ m imr 


&c. 


1.3.4m*  i.3.4.*.éms 

qui  en  fubftituant  les  valeurs  des  puiflances  de  c , donne 
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Termes  Positifs. 

1 *+•  0,153^^9507^01048 

m* 

1 

— . 0,000919x60x74839 


—.0,000000471087477 


m 


jn 


«»*» 


0,000000000065659 


, 0,00000000000000$ 


0,000000000000003 


#■ 


m 

I 


Termes  négatifs, 
1,13 $7005 501  $6169 


337 


— . 0,0x0863480763351' 


— — . 0,0000x5x0x04x375 
1 

— — . 0,000000006386603 

TTl  ^ 

I 

— — . 0,0000000000005X9 


. 0,000000000000003 

m11 

&c. 


90  9 0* 

y54.Il  en  eft  de  même  pour  tang  — , 8c  pour  cot  —, 


Ô11  peut  donc  par  le  moyen  de  ces  fériés  calculer  les 
finus  8c  les  tangentes  de  tous  les  arcs  ; il  n’y  a qu’à  fubfti- 
tuer  les  valeurs  convenables  de  m.  Par  exemple  , pour  cal- 
culer le  finus  de  l’arc  de  300.,  on  feram==3  ,8c  on  aura ..  9 

Sin  30°  = 0,5*23  5*5)8  775*  yp8  295» 

-H-  0,000  327  953  194  428 
H-  0,000  000  008  15*1  25*5 
-+•  0,000000  000  000  036 

-H  0,5*23  926  736  944015* 

— 0,023  924  596  2°3  939 
•—  0,000002  140  719  7 69 

— 0,000  000  000  020  3 if 

— 0,023  926  73 6 944  019 


Donc  Jîn  30°  = o , 53  comme  on  le  fait  d’ail-1 
leurs  ( 5*41  ). 

• Au  refte , comme  il  fuffit  de  calculer  les  finus  jufqu’l 
30®  pour  avoir  tous  les  autres,  la  fraétion  — fera  tou- 
jours plus  petite  que  ÿ:  enforte  que  la  fcrie  égale  à Jîn 
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— fera  trcs-convergence.  Veut-on,  pat  exemple,  avoir 

le  finus  de  9°.?  On  fera  m=  îo  , &on  trouvera  aulïï- 
tôt . . . . finç°=z  o,  17643 4465-04023  1. 

Si  on  propofoit  de  trouver  le  finus  d’un  arc  d’un  cer- 
tain nombre  de  degrés , avec  des  minutes  , des  fécondés  , 
&c;  il  eft  clair  qu’on  pourroit  le  trouver  par  la  même  méthode. 

767.  Les  finus  que  l’on  a par  ce  calcul  conviennent 
à un  cercle  dont  le  rayon  = I , & par  conféquent  pour 
avoir  ceux  qui  conviendroient  à un  cercle  dont  le  rayon 
feroit  a , il  faudroit  multiplier  les  premières  par  a. 

Dans  les  Tables  ordinaires , on  fuppofe  que  le  rayon 
fc=  10  000  000  000,  & pour  faciliter  le  calcul , on  y 
a mis  les  logarithmes  des  finus , cofinus  , tangentes  , co- 
tangentes, depuis  jufqu’à  90°,  en  exceptant  ceux  des 
arcs  où  il  entre  des  fécondés , parce  qu’il  eft  facile  d’en 
trouver  les  finus,  cofinus,  &c , comme  on  peut  le  voir 
dans  les  Tables  déjà  citées  ( 290  ). 

7 66.  Quant  aux  fécantes  8c  cofécantes , on  11’en  a point 
fait  de  Tables  particulières,  parce  que  leur  ufage  eft  peu 
fréquent  > & qu’il  eft  aifé  d’ailleurs  de  les  calculer  par 


le  moyen  des  formules fec  a — , & cofec  a=jr^ , qui 

' R* 

deviennent  pour  le  rayon  R des  Tables,  fec  a=z  , & 

R1 

cofec  a y d’où  l’on  tire  Log,  fec  2 L R — 

L cof  a = 20.0000000  — L cof  a y 8c  L cofec  a = 
20.0000000  — L fin  a. 


767.  Après  avoir  réfolu  généralement  ce  problème  : 
étant  donné  un  atc,  trouver  l'on  finus , fon  cofinus , fa  tan- 
gente , &c , il  nous  refte  à donner  la  folution  du  pro- 
blème inverfe:  étant  donné  le  finus , ou  le  cofinus  y la  tan- 
gente ou  la  cotangente  d'un  arc,  trouver  la  longueur  de  cet  arc . 

Si  l’on  donne  le  cofinusou  la  cotangente, on  a immédiate- 
ment le  finus  & la  tangente.  Ainfi  le  problème  fe  réduit  à trou- 
ver la  longueur  d’un  arc  dont  ondonne  le  finus  ou  la  tangente. 

Or  i°  , fi  l’on  remonte  à la  valeur  de  fin  a,  on  en  déduira  par  la 


* 
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DE  MaTHÉMATIQOEÎ. 
méthode  Inverfc  des  fériés  ( 184  ),  a-szfin.  * 

3 ■ 3 ‘fin7  a 3 . f . 7 <t 


3Î9 

3 fin  > a 
1 * 3 * • 4 • fj 


&c. 


2 > 4 . 6 .■}  1.4. 6. 8. 9 

2° > Si  l’on  nomme  t la  tangence  de  l’arc  <>,  on  aura  ( 3 61 ) r : 
a1  a 5 

« — ( — &c 


3 


i*3-4. î 


a * 
1 

<j4  r 


à* 


, ou  r =£  <i  -f- 


c1  r 


&c 


a* 

i*3  . 


2.3.4 


i-3-  + 

-3-  Sic.  Soit  a =:  A t + B i>  +■  C t*  -t-  Sic , on  aura  en 


fubftituant  & déterminant  les  inconnues  A , B , C , «ce , A 

_ 1 

— T > 
tang7  a 


C = j j «ce.  D’où  a ==  tang  a — -3.  tan^  a 


3 


I , B: 

J 


&C. 


368.  Ces  deux  fériés  donnent  donc  la  folution  du  problème  propofé. 
Appliquons-les  maintenant  à la  recherche  du  rapport  du  diamètre  à 1» 
circonférence. 

Si  on  fait  J m d =:  { , on  aura  la  longueur  de  l'arc  de  }o°  = i -f.' 

— - — r H - — — 7 -+- — * — r -4-  &c.  Cette  quantité 

1.3.2*  2. 4. 3. 2*  2 . 4 . 6 . 7 . 17  1 

multipliée  par  6 donnerait  la  demi-circonférence  , & par  conféquent  le 
rapport  cherché;  mais  comme  cette  férié,  toute  convergente  qu’elle 
eft , eft  affeî  longue  à calculer , il  vaut  mieux  fe  fervir  de  la  fécondé 

qui  donne , en  fuppofant  l’arc  a de  43°.. a — 1 — | 

h-  7 — 7 -t-5  — rr-+-  «ce.  Et  parce  que  la  marche  de  celle-ci  eft  encore 
trop  lente,  on  a imaginé  Un  moyen  plus  expéditif  pour  avoir  la  longueur 
de  ce  meme  arc  de  43°. 

3^9.  Ce  moyen  conlifte  à décompofcr  l'arc  de  43®  en  deux  autres 
arcs  que  nous  appellerons  a & b , & à chercher  féparément  leur  lon- 
gueur. Or  dans  cette  fuppofition,  tang  ( a+b  jsis  a tang & 

1 - tang  a tang  b. 

Donc  tang  a = — Soit  tang  b = } , on  aura  tang  a =3 

1 -t-  tang  b 

j-.  La  fomme  des  arcs  a&tb , ou  le  quart  de  la  demi-circonférence  *■ 
fera  donc 


il  il  1 „ , 

— : ~b  — --t — — -&c| 


î-*‘ 


3.2^  j.i7 
t 


II  t _ , 

r-h- rri H «Ct! 

î i'I*  S}’  7}’ 


3^74483«c«i 

Yij 
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d'où  l’on  tire  *-  = 3,1415916535  89793 1 &c;  & le  rapport  du  diamètre 
à la  circonférence,  comme  on  l’a  donné  (484). 

570.  Avant  de  terminer  cette  matière,  nous  remarquerons  que  les 
formules  déjà  trouvées  pour  les  valeurs  de  tang  n A,  fin  n A,  &c.  peu- 
vent fervir  à trouver  les  (inus  , cofinus , tangentes , cotangentes  des 
arcs  multiples.  Car  faifant  fin  a=s  , cof  assc , tang  asst , on 
aura  la  Table  fui  vante 


fin  a = s 

cof  a sszc. 

fini  a — 1 sc. 

cof ie  = £*-jl. 

fin$  a = isc*-s*. 

cof 3 a—c1  -5 ci*. 

* 

fin^azsz^sc1  -4«J. 

cof  a,  a ss  c*  - 6cxs 1 -f-  J*. 

finfa=isc* — ioj’c1 -f-j’. 

cof  ja  = c’-ioc,rî-^-5«4. 

y 

&c. 

&c. 

• t _ 

t 

tang  a ss.  t. 

cot  a ss — . 

uam 

1 1 

tang  1a  — - 

* 1 - tr. 

l-tt 

cot  » a sa 

sr 

3 r-t* 

tangia^-—^. 

i-3« 

cot  3 a ss . 

* jr  -rl 

• ■ 

4t—  4t5 

tans  jlcl  ~ * 

6 1 -6«-W4 

1 - 6tt  -f-  t* 
cot  4 a ss 

4r-4f‘ 

5r-ior*-W? 

1 - x or1  ■+■  5 r4 
col  ta  — . .• 

‘ (t  - îot 5 -t-r5 

- 

&c. 

&c. 

* 571.  On  peut  aufli  par  le  moyen  des  mêmes  formules  trouver  les 

équations  qui  fervent  à divifer  un  arc  ou  un  angle  quelconque  en  un 
nombre  donné  de  parties  égales.  Car  alors  fin  ( n A ) eft  connu  , & 

on  cherche  fin  A.  Soit  donc  fin  ( nA)ssb,finA — x,&c  coJ  A — 

n.n  - 1.  n-  z 

ou  aura  cette  équation  à réfoudre  . • . . 0 = n j"'1  x — ■ - ‘ 

n~i-n~1“  n~  ?•  n~4  j h-i  xi  — &c.  Ainfi  en  don-. 
’-V  . . " ' - i . 3. 4 . 5 

nant  à n les  valeurs  fucccfTives  1 , 3 , 4 , 5 , &c,  les  équations  fuivantes 
ferviront  à divifer  un  arç  en  aqtant  de  panies  égales. 
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1 

* f r=  * r x = i x V ( 1 — xx  ) pour  % parties. 

b — jç*x  — x*  = J x — 4*1 j 

b — 4f**  — 4^xJ  ==(4x — %x')  /( i-xx ) 4 

b=  5{4x-  ioj'x3  «+-x5=  jx  — iox> -t-i^x* f 

&(. 

57*.  Pour  faire  quelque  application  de  ces  principes,  nous  allons 
donner  la  méthode  de  réfoudre  par  approximation  toute  équation  du 
troifieme  degré  dans  le  cas  irréduélible. 

Selon  ce  que  nous  venons  de  voir , fi  a eft  un  arc  dont  le  finus 
= b , on  aura  fin  j a , ou  x , en  réfolvant  cette  équation  x3  — + 

X b = o , & lorfque  le  rayon  du  cercle,  au  lieu  d’être=  i,  fcra=r, 
on  aura  x3  — £ r1  x -J-  J b r*  = o. 

Obfervons  maintenant  que  les  arts  i8o°  — a,  — ( i8o°-f-'0 
ont  le  même)  finus  que  l’arc  a , enforte  que  pour  les  divifer  en  trois 
parties  égales , on  a la  même  équation , x1  — \ r1  x ■+■  J ir1  = o,  à 
réfoudre  ; d'où  il  fuit  que  les  trois  racines  de  cette  équation  , font 

fin  7 a , fin » — fin , ow  fin  y a,  fin{6oa  — Ta  }, 

— fin  ( 6om  ■+■  j a ). 

• Cela  pofé  , foit  l’équation  à réfoudre  x5  — px  -+-  q — o , ( fi  elle 
étoit  x*  — px  — q = o > il  feroit  facile  de  la  ramener  à la  forme 
précédente,  enfaifantx  = — y);  en  comparant  cette  équation  à x* 
— { r'x  \br*  = o , on  a { r*  = p , ? brl  = q , d’où  l’on  tire 

ratv'j;,  5 = — . Donc  fi  l’on  décrit  un  cercle  dont  le  rayon 
P 

fbit  1 ✓ j p , Parc  de  ce  cercle  qui  aura  pour  finus  — , étant  nommé 

a , on  aura  fin-  a,  fin  ( <o®  — \a  ), — fin  ( 6o°4-}tf),  pour  les  trois 
valeurs  de  x.  Mais  tout  finus  doit  être  plus  petit  que  le  rayon;  il  faut  donc 

vquc  1 ✓ \p  furpafle  — , ou  que  ^ P1  foi*  plus  grand  que  5 9*.  D’où 

p 

il  fuit  que  toutes  les  équations  du  troifieme  degré  dans  le  cas  irréduélible 
font  résolubles  par  cette  méthode. 

573.  Repréfentons  par  R le  rayon  des  Tables,  & nous  aurons 

R „ _Rxîîv'$ 

pour  le  finus  tabulaire  de  1 arc  a , ou/m  a = . 

x pV  p 1 1 P*  P 

Or  a étant  connu  , fin\a  ,fin(  6o°  ■+•  f.e  >•,  — fin  (6 o®  -4-  \ a ) le 
feront  auffi , & par  conféquent  les  trois  racines  de  la  propofée  , feront 
( en  ramenant  ces  finus  à ceux  qui  conviennent  au  rayon  1 V 7 p ) » 

x= - — fin\a,xzs=.  ——fin  ( 60  — ï«J.* 

■fin  ( 6o*-t-\a  ). 

Ex.  I.  Soit  1’équationx*  - jx-fc  » = o qui  donne  p = 3,9  = 1 ",  dou 

Yiij 
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fin  a =!  R , & a=  30°.  Les  trois  valeurs  de  x font  donc  x =9 

xfin\o°  . . x/î/ij O®  ..  . 

— — o,  347*964»  * =-;Ly — = ».  j}io888  » *=•—’ 


x y?»  70° ^ ^ 


R 


87538^x4 


, Ex,  II.  Soit  xJ  — x -f-  7 * o , ori  aura  pss  1 ; j =s  | , JE*  a ==t 

/î.  Donc  a = 6o° , te  les  trois  valeurs  de  x font  x = 

» RV} 

x //«  40®  x fa  8o* 

=r=  0.39493M  *-  ■ rW)-’  = o.74»i7  î x = 

*=  — 1.1571*8- 

Ex.  III.  Soit  encore  l’équation  x*  - jx-f-  3 s o,  qui  donne p = j , 
R 2 ^ 

ç = 3 j fin  a — — |/  , tel  fin  a - LR-f-fL3-Li-|Lj=s>.8433i8 

X=L y?/:  44®ii'îx",  donc  <t=544®ii'jx",  & les  trois  valeurs  de  l’in-. 

«m  ta, , = >V;/-ri4°«;,;.7l2 i^jMU£j££) 

RVj  R/j  * 

X a=  — 74— il  ,?7  ^ . En  faifant  le  calcul  on  trouvera  . . , 
R V 3 

irsso.tfjtféxj , x = 1.834x58  , x = — x.490863. 

Rem.  Quoiqu’il  y ait  une  infinité  d’autres  arcs  dont  les  finus  font  le» 
mêmes  que  celui  de  l’aire  a , ils  font  tels  cependant  que  les  finus  do 
leurs  tiers  peuvent  fe  ramener  à l’unç  de  ces  trois  formes  ,fin  j a j, 
fin  (6 o°  — j a) , — fin  (6o°  -4-  ÿ a).  Ainfi  l’équation  du  troifiemq 
degré,  réfoluc  par  cette  méthode , n'aura  jamais  que  trois  racines-* 
fontme  cela  doit  être, 


y 
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Réfolution  des  Triangles  Reiïilignes. 

m-  T o u T triangle  re&iligne  peut  être  infcrit  'dans 
un  cercle  , & dans  ce  cas  chaque  côté  de  ce  triangle  fera 
la  corde  d’un  arc  double  de  celui  qui  mefure  l’angle  op- 
pofé  , c’eft-à-dire  , le  double  du  finus  de  cet  angle  mefure 
dans  ce  cercle  : donc  les  côtés  du  triangle  feront  entre 
eux  comme  les  finus  des  angles  oppofés , mefurés  dans 
ce  même  cercle , & par  conséquent  comme  les  finus  des 
mêmes  angles  mefurés  dans  le  cercle  qui  a pour  rayon 
celui  des  Tables.  On  a donc  cette  propofition  dont  l’ufage 
cft  fi  fréquent  dans  la  pratique  de  la  Trigonométrie . . . 

Dans  tout  triangle  les  finus  des  angles  font  proportionels 
aux  côtés  oppofés  à ces  mimes  angles. 

575".  Donc  i°,  dans  tout  triangle  reétangle  BAC,  le 
finus  de  l’angle  droit  A,  ou  le  rayon,  eft  à l’hypoténufe 
BC  ::fnC:  AB  : ; fn  B : AC. 

2°,  Puifque  dans  tous  les  triangles  reétangles , le  finus 
d’un  angle  aigu  C » eft  le  cofinus  de  l’autre  angle  aigu 
B , on  a donc  fn  C=co/B,  &c  réciproquement.  Donc 
au  lieu  de  la  propofition  fn  B : fn  C : : AC  : AB , on 
pourra  toujours  fubftituer  celle-ci. 

fn  B : cof  B : ; AC  : AB. 

Mais  on  a d’ailleurs  ( y 4 6 ) fn  B : cof  B : : tang  B : R ; 
donc  AC  : AB  : : tang  B : R : : cot  C : R-. 

11  n’en  faut  pas  davantage  pour  réfoudre  le  triangle  rec- 
tangle ABC  , quand  outre  l’angle  droit  A on  connoît  deux 
de  ces  cinq  chofes,  B , C , AB , AC  , BCÿ  pourvu  cepen- 
dant que  ce  ne  foient  pas  les  deux  angles.  Car  alors  on 
ne  pourroit  connoître  que  le  rapport  des  trois  côtés.  Voyes 
la  Table  fuivante. 


Yiv 


IO  Z, 
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TABLE  pour  la  Réfolution  des  Triangles  Re  B angle  s. 


Etanr  donnés 

Trouver 

formules. 

BC 

BC^fABM-AC1;. 

AB,  AC 

B 

A B : A C : : R : tang  B. 

C 

A C : A B : : R : tang  C. 

AC 

AC  = v'('BCl— AB1). 

AB,  BC 

B 

BC  : AB  : : R : cofiS. 

C 

BC  : AB  : : R -.fin  C. 

AB 

AB  = s/CBCl— AC1;. 

AC , BC 

B 

BC:  AC::R:/nB. 

C 

BC  : AC  ::  R:  co/C. 

A C 

R ; B : rAB  : AC. 

AB,  B 

BC 

çofft  : R : : AB  : BC. 

A B 

R : cot  B : : AC  : AB. 

AC,  B 

BC 

fin  B : R : : AC  : BC. 

AC 

R : cot  C : : AB  : AC. 

A B , C 

BC 

fin  C ; R : : AB  : BC. 

AC,  C 

AB 

R : tang  C : : AC  : AB. 

BC 

cofC  : R : :AC:  BC, 

j _ _ _ 

AB 

R : co/B  : : BC  : AB. 

B C , B 

A C 

R -.  fin  B : : BC  : AC. 

A B 

R -.fin  C : : BC  : AB. 

B C,  C 

AC 

R:  cofC  : : BÇ  : AC, 

Quant  aux  triangles  obliqu angles , ou  qui  n ont  pas 
d’angle  droit , leur  folution  fe  réduit  à celle  des  problè- 
mes fuivar.ts. 
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I.  Etant  donnés  deux  angles  quelconques  B , A , ***** 
& un  côté  BC , trouver  les  deux  autres  côtés  BA,  AC.  102. 

Faites  la  proportion  fin  A : B C : : fn  B : A C = 
BCx/nB  _ _ . „ . . „ BC.fin(A  -f-  B ) 

— ::fnC:AB:*.fin  (A-+-B):  AB  = pr— * 

fin  A.  J 1 v ' fin  A 

Si  B A eût  été  le  côté  donné  , on  auroit  eu  fn  (A  -4-  B): 

BA  : : fn  B : AC  : : fn  A : BC. 

Suppofons  par  exemple  A = 88°,  B = 3 6°,  &c  BC  de 
56  toifes , on  trouvera  Log.  AB  = L y 6 4-  L fin  5-6°  — 

L fn  8 8°  = 1, 667027;  d’où  AB  = 46',  434,  on  trou- 
vera de  même  AC  = 3 2’,  936. 

377.  II.  Etant  donnés  deux  côtés  & un  angle,  trouver 
l’autre  côté  & les  deux  autres  angles  , fachant  d’ailleurs  de 
quelle  efpece  ils  font  . . . 

Ou  l’angle  donné  eft  oppofé  à l’un  des  côtés  connus, 
ou  il  eft  compris  entre  ces  mêmes  côtés , ce  qui  fait  deux 
cas  différents. 

I.  Cas.  Soient  donnés  les  côtés  AB  & AC  avec  l’angle  B, 
on  aura  d’abord  l’angle  C par  cette  proportion  ....  AC; 
fn  B : : AB  : fn  C j ce  qui  fera  connoître  le  troifieme  an- 
gle A.  On  aura  donc  enfuite  le  côté  BCpar  la  proportion . ; . 

Jin  B : AC  : :fn  A : BC. 

Mais  pour  trouver  immédiatement  le  côté  BC  , foit  menée  la  per- 
pendiculaire AD  fur  le  côté  BC  , & foit  nommé  AB  (a)  , AC  (b),  fin 

B (s),  cof  B (c)  on  aura  R : AB  (a) 


as 


fin  B (s)  : AD  = - 


; cof  B (c) 


BD  = îf  . Donc  D C = V ( AC1  — AD‘  ) 


V ( f 1 ~ )>  * D C + B D = B C = j;  ■+■  V (l  h - ^ )• 

5'78.  II.  Cas.  On  donne  l’angle  A & les  deux  côtés  AB , 
AC  qui  comprennent  cet  angle } il  s’agit  de  trouver  les 
deux  autres  angles  B & C,  & le  troifieme  côté  BC. 
Donc  AC  + AB:  AC— AB:  : fn  B -f- fn  C : 

r t>  r /^  / ^finB+finC  tang\(  B-+-C; 

fn B — fn  C....Or (t'5’6)  y—g — y~y=  ; rri — pr> 

J J J ' fin  B — fin  C tang  f ( B — » C ) 

Donc  AC  ■+■  AB  ; AC  — AB  : ; tang  4 (B  -4-  C ) : tang  {• 
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nG-  (B  — - C ).  Mais  puifque  B -4-  C = 180°  — A ; on  s 
donc  tang  A ( B 4-  C ) = tang  ( jpo*  — i A ) = cot  ± 
A;  A C ■+•  AB:  AC  — A B : : cot  ^ A : tang  4 (B  — C 
Ec  pat  eonfcquent  connoiflant  B— C & B-t-G,  il 
fera  facile  d’avoir  les  angles  B & C , & on  aura  fin  B: 
AC::  fin- A : BC,  ce  qui  fera  connoître  le  troifieme 
côté  BC. 

;I02.  On  peut  encore  réfoudre  ce  problème  de  la  maniéré  fuivante.  Soie 
menée  b perpendiculaire  B F fur  le  côté  AC , & Toit  AB  = a , AC  = b% 


fin  A =s,  cofA  = c,  on  aura  R : <z  : r : BF=  — : : c : AF  = — . Donc 

RR 

FC  = b — — . Or  dans  le  triangle  re&angte  BFC , on  a FC  (b  — 
R 

*c  Ti-c  / as  ^ „ dRr  ^ , „ iRr 

) : BF  ( — ) : : R : tang  C = - .De  meme  tang  B = 

•R  R * b R-  & c ûR“vC 

<2  R ^ 

Si  l’angle  A eft  obtus , c devient  négatif,  & on  a tang  C = ^ — - » 

bKs 


ac 


Ce  tang  B = 


a R -4-  b c" 


Le  triangle  rcét angle  BFC  donne  BC  = y'  [ 


a*  r* 

HT 


«-T» 


'.abc 


) , ou  V (a*+bl  -H  1 ?-■-  ),  fi  F angle  A 


«=✓  (a'  + b1*- 
eft  obrus. 

J7 9.  De  la  proportion  ....  AC  -f-  AB  : AC  AB  : t 
tang  f ( B 4-  C ) : tang  ~ ( B — - C ) , il  fuit  que  dans 
tout  triangle  la  fomme  de  deux  côtéi  quelconques  efi  à leur  dif- 
férence , comme  la  tangente  de  la  demi-fomme  des  angles 
oppofés  à ces  côtés  efi  à la  tangente  de  la  demi-différence 
de  ces  memes  angles. 

Soit  donc  AC  = a , AB=  dy  P angle  B =r  b,  l’angle  C ==  e ; on  aHra 

tang  } (b  -f.  c)  : tang  ÿ (b— cj  : : a-+-  d : a — d : : R t R : :'R  ï 

u -f-  d 

4 R — R 


4 

7 +i 


aR 


Donc  fi  — reprefente  b tangente  d’un  arc  quelconque  a , on 
d - 
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_ Rmwb-RR  _ . . | „ 

tara  R : — , ou  R : tang  (u  — 43° ) : : tang  j(b-+-c)  : 

tang  u -+-  R 

tang  { (b  — c ).  D'où  il  fuit  que  fi  on  fait  cette  proportion  ....  le 
plus  petit  côt<é  AB  eft  au  plus  grand  A'C  : : R : la  tangente  d’un  arc 
quelconque  & fi  on  ôte  43  ° de  cet  angle,  le  rayon  fera  à la  tan- 
gente du  refte  : : tang  } ( b -4-  c)  : tang\  ( b — c). 

j 80.  III.  Etant  donnés  les  trois  côtés  d’un  triangle,  trouver  fes 
trois  angles. 

Soit  BC  = a . . . AB  =b  . . . AC  = d. . . R = 1 ; on  aura  cof  B = 

a1  -+-  é1  — dx  _ . d 1 — a1  -4-  1 ab  — b 1 

Donc  t — cof  B = 


zaè 


x ab 


xab 

où  on  peut  tirer  cette  proportion 


b: 


d — a-t-b  d-^-a  — b 


: R*  : fin1  {B  » 


x x 

laquelle  , en  appellant  q le  demi-périmetfe  , devient 


ne. 


a B : ( q — aj  (q  — b)  : : R*  : fin1  \ B. 

Et  c’eft  par-là  que  l’on  calcule  ordinairement  la  valeur  d’un  angle  par 
les  trois  côtés. 

On  peut  la  calculer  auffi  par  la  formule  cof  B — - — - (a1  -J-  bx 

xab 

~-dx)  , qui  donne  

x ab  : a1  H-  b1  — d1  : : R : cof  B. 

C’eft-à-dire  que  pour  trouver  un  angle  quelconque  dan*  un  triangle 
dont  on  connoît  les  trois  côtés  , il  faut  d’abord  faire  la  fomme  des 
quarrés  des  deux  côtés  qui  comprennent  l’angle  que  l’on  cherche  , le 
retrancher  de  cette  fomme  le  quarré  du  troifieme  côté  : cela  vous  don- 
nera un  refte.  Il  faut  enfuite  faire  cette  proportion  ...  Le  double  du 
rectangle  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  cherché  eft  à ce  refte  « 
comme  le  rayon  eft  au  cofinus  de  l’angle  cherché. 

Si  l’angle  B eft  obtus , on  aura  cof  B = - (d1  • a1 -b1).  Suppo- 

x ab 

fons , par  exemple,  a = 13  Tolfcs  ...  S s=r  36  . . . d — 40  , nous 
aurons  3* — d 1 = jxï  . , . xab—  30  x 36. Donc  30  x 36  : 31', 
ou  6 : 1 , 07  : : R : cof  B & L cof  B = 10.0000000  -<-L  1,  07—  L&  — 

9.  131233.  Donc  l’angleB  eft  de  79“  43'  38". 

j 8 1 . On  auroit  pu  trouver  la  même  formule  d’une  autre  maniéré. 

Soit  F le  centre  du  cercle  inferit  dans  le  triangle  ABC,&FG  fon  rayon,en 
gardant  les  mêmes  dénominations  que  ci-delfus  , faifant  de  plus  q = la  1 0 3 • 
moitié  du  périmètre  a -+-3-f-d,  an  z\uz  (^9i)BG—q — d.  Scie  rayon 

I G = V ( ?— -*  * q — -■  Oi  dans  Iç  triangle  reôangle  BFG  , 

î 
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on  a BG  : FG  : : R tang  FBG  = tang  jB,ou  BG1  : FG1  : : R*  : tang * 
| B ::  (q  — d)x  . q : q — a.  q — b.q — douq  . q — d'.q—a.q  — b :i 
R1  : tang 1 { B formule  qui  donneroit  l'angle  B.  Mais  comme  clic  cft 
moins  fimplc  que  la  fuivante , nous  ne  nous1  y arrêterons  pas. 

d -4-  b -f-  d 

Si  l’on  fubftituc  à la  place  de  q , fa  valeur , on  aura 

(a  -i-bj*  — d1  : dl  — (a  ~ b)1  : : R1  : tang 1 7 B.  Donc  (a  -4-  b)1  — 
(a — b y j ou  4 ab  : a 1 -+-  lab  -4-  £ £ — dd:  : R1 -4-  tang 1 j B : R1  : : 

j B : R*  : ; R*  : coJ 1 { B : : R»  : Rx  TR-Wo/Bj  ;:lR;R  + 
cofB,  ou  i ab  : a1  -f- 1 ab  -f-  bb  — dd  : : R : R -f-  cofB.  Donc  t ab  : 

a1  -f-  £’  — d1  : : R : cofB  = — (ax  +is  — d1  ) , comme  ci-defTus. 

i ab 

582.  Tels  font  les  principes  de  la  Trigonométrie.  On 
peut  les  appliquer  àplufieurs  autres  problèmes  furies  trian- 
gles : mais  pour  ne  pas  multiplier  les  exemples  , nous  n’en 
ferons  qu’une  feule  application. 

Etant  donné  l’un  des  angles  aigus  d’un  triangle  reélan- 
gle  avec  fa  furface  , trouver  fes  trois  côtés. 

Soit  a l’angle  donné  , x le  côté  oppofé , y l’autre  côté , 
s la  furface  du  triangle}  on  aura  x y ==  2 s * &c  x : y : 1 

/„  _ y1  fin  a 

in  a : cas  a . Donc  x y — - — pr—  = 2 i , & y = 

J coJ  a » ✓ 

tscofa  2 s cot  a t s fin  a 


KC 

K( 


fin, 


•)  — V'  c 


) • • • • X j/"  ( 


of  a 


2 s tang  a 
R 

2 j R* 


) } donc  l’hypoténufe  = ( x\  H- .y2  ) — 


(ofafina 


) = 2^f 


Rr 
fin  2 < 


Afit' 


f 
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FIG. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 


5 &3‘  Imaginez  que  le  demi-cercle  PA p fallc  une  révolution  autour 
dcfon diamètre  P p-,  & engendre  en  tournant,  la  fphère  APApjil  eft  clair  \QjL. 
que  le  rayon  AC  décrira  un  grand  cercle  , pendant  que  les  lignes  bd  , 
ef  en  décriront  de  plus  ou  moins  petits , fuivant  qu'elles  feront  plus 
ou  moins  éloignées  du  rayon  AC. 

5 84.  Tout  autre  demi-grand  cercle  égal  au  premier , le  demi-cer- 
cle APA  , par  exemple  , eut  engendré'la  même  fphère  , dans  fa  révo- 
lution autour  du  diamètre  AA.  Donc  puifqu'il  y a une  infinité  de  dia- 
mètres égaux  , autour  defquels  la  révolution  peut  également  fe  faire  , 
il  eft  clair  qu’il  y a une  infinité  de  grands  cercles  dans  chaque  fphère  , 

& qu’ils  font  tous  égaux. 

Il  y en  a aulTi  une  infinité  de  petits  : mais  leur  inégalité  eft  caufe  que 
l’on  ne  s’en  fert  point  dans  la  Trigonométrie  Iphériquc. 

• 585.  On  appelle  ainfi  la  fciencequi  apprend  à résoudre  les  triangles 
formés  fur  la  furface  d’une  fphère  par  trois  de  fes  grands  cercles. 

Prenez  une  boule  quelconque  , tracez-y  trois  arcs  de  cercles  dont 
les  plans  palfcnt  par  ion  centre  (j  1 3 ) ; ces  arcs , par  leur  rencontre  , 
formeront  un  triangle  fphérique.  Ils  en  feront  les  côtés. 

Chacun  de  ces  arcs  appartient  donc  à un  cercle  qui  a pour  centre  le 
centre  même  de  la  boule  , & à travers  duquel  on  peut  fuppofer  que 
pafie  perpendiculairement  un  des  diamètres  de  cette  boule. 

586.  Un  diamètre  ainfi  perpendiculaire  au  plan  d’un  grand  cercle, 
s’appelle  l’Axe  de  ce  cercle.  Les  deux  extrémités  de  l’axe  s’appellent 
les  Pôles  de  ce  meme  cercle.  D’od  il  fuit  que  les  points  P,p  font 
les  pôles  du  cercle  ACA. 

Chaque  grand  cercle  de  la  fpherea  donc  fes  deux  pôles  particuliers, 
puifque  deux  grands  cercles  ne  fauroient  avoir  le  même  axe. 

587.  Et  puifque  l’axe  d’un  cercle  doit  toujours  être  perpendiculaireà 
fon  plan,  & paner  par  fon  centre,  il  eft  évident  1 °,  qu'il  y forme  autant 
d’angles  droits  qu’il  y a de  rayons  dans  le  plan  de  ce  cercle. 

i°.  Que  les  arcs  qui  mefurent  ces  angles  font  tous  de  90°,  & par 
conféquent  égaux  , puifqu'ils  appartiennent  à des  cercles  égaux.  Leurs 
cordes  font  donc  égales. 

Or  ces  cordes  mefurent  les  diftances  du  pôle  de  ce  cercle  aux  di- 
vers points  de  fa  circonférence.  Donc  le  pôle  d’un  cercle  quelconque 
eft  également  éloigné  de  tous  les  points  de  la  circonférence. 

588.  Ainfi  on  peut  dire  que  le  pôle  d’un  cercle  eft  un  point  de  la 
furface  de  la  fphere , éloigné  de  90°  de  chaque  point  de  la  circonfé- 
rence de  cc  cercle  : our  ce  qui  revient  au  même,  l’arc  compris  entre 
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le  pôle  d'un  cercle  & chaque  point  de  fa  circonférence  eft  toujours  dê 

pO  • 

Il  eft  donc  bien  facile  de  tracer  fur  la  furface  d’une  fphere  le  cercle 
dont  un  des  deux  pôles  eft  connu , 0c  réciproquement  de  trouver  les 
pôles  d'un  cercle  donné.  On  a des  compas  Ipheriques  avec  lefquels  on 
réfout  très-facilement  ce  double  problème. 

58 9.  Puifquc  tous  les  grands  cercles  de  la  fphere  ont  un  centre  com- 
mun , la  ligne  de  leur  interfeélioh  eft  néceflairement  un  diamètre  de 
la  fphere  , lequel  eft  en  même-temps  diamètre  de  tous  ces  cercles.  Or 
tout  diamètre  coupe  fon  cercle  en  deux  parties  égales  ; donc  deux  ou 
plufieurs  grands  cercles  fc  coupent  en  parties  égales. 

Et  par  conféquent,  i°  fi  deux  arcs  de  grands  cercles  fe  font  déjà 
coupés  une  fois , ils  ne  fe  couperont  plus  qu’à  1 8o°  de  diftance  du 
premier  point  de  leur  interfeélion. 

II  n’eft  donc  pas  polTible  d’enfermer  entre  deux  arcs  feulement  la 
moindre  portion  <f  une  l'urface  fphérique , à moins  qu’ils  ne  foient 
chacun  de  1 8o°. 

Au  refte  quel  que  foit  le  nombre  de  leurs  degrés  , ils  formeront  fur 
la  furface  de  la  fpnerc  un  angle  dont  il  importe  de  connoître  la  me- 
furc.  Nous  allons  la  chercher. 

lOf.  Soient  les  deux  arcs  A B & A D que  je  fuppofe  de  9 o°  chacun  , 

i 8c  qui  par  leur  rencontre  en  A forment  l'angle  fphérique  BAD. 

Il  eft  clair  i°,  que  les  rayons  BC  & DC  font  l’un  & l'autre  perpen- 
diculaires fur  AC. 

i° , Que  ces  deux  rayons  ont  entre  eux  la  même  inclinaifon  que  les 
plans  circulaires  ACB  & AÇD  auxquels  ils  appartiennent. 

$°.  Que  la  mefute  de  cette  inclinaifon  eft  l'arc  ABD,  puifqus  l'angle 
ËCD  a fon  fomrnet  au  centre. 

jpi.  Donc  la  mefure  d'un  angle  fphérique  quelconque  eft  l'arc  de 
grand  cercle  compris  entre  fes  côtés  , a 30°  de  diftance  du  fommet  de  cet 
angle. 

En  général,  fi  du  fommet  d’un  angle  fphérique , pris  pour  pôle , on 
décrit  un  arc  de  grand  cercle  , la  portion  de  cet  arc  , comprifc  entre 
les  côtés  de  l'angle  , fera  toujours  fa  mefure. 

Ce  n'eft  pas  qu’il  ne  fut  également  poflible  de  le  mefurer  par  des  arcs 
de  petits  cercles  : car  on  voit  bien  que  l’angle  b c d,  par  exemple,  formé 
par  les  finus  des  arcs  A b & Ad  eft  égal  à l’angle  BCD  , & que  par  con- 
féquent l’arc  h d qui  lui  fert  de  mefure  eft  du  même  nombre  de  degrés 

3 ue l’arc  BD.  Mais  pour  l’uniformité,  on  a mieux  aimé  prendre  les  valeurs 
es  angles  fphériques,  fur  les  grands  cercles  décrits  de  leurs  fommet* 
comme  pôles. 

591.  Les  angles  fphériques  font  donc  toujours  égaux  à ceux  que  for- 
ment, à 90°  de  diftance  de  leur  fommet,  les  finus  des  arcs  qu’ils  ont 
pour  côtés.  Or  tout  angle  formé  par  deux  finus  doit  avoir  moins  de 
X?o®  j dont  tout  angle  fphérique  a moins  de  1 8o°. 

jÿ  3 . De  ce  que  les  angles  fphériques  font  égaux  à ceux  que  forment 
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les  (inus  de  leurs  côtés,  il  fuit  évidemment  i°,  que  lorfqu’un  arc  de 
grand  cçrçle  tombe  fur  un  autre , les  deux  angles  qui  en  refultent  font 
égaux  à deux  angles  droits. 

P i° , Que  fi  on  prolonge  ces  deux  arcs  au-delà  de  leur  point  d’inter- 
feftion  , les  angles  oppofés  au  fommet  font  égaux  , comme  ceux  de 
leurs  (inus  prolongés  de  même.. 

3® , Que  la  fomme  des  angles  formés  autour  du  point  d’inter fcâion 
eft  de  360°. 

3 94.  Suppofons  maintenant  que  les  trois  cercles  dont  les  côtés  d’uo 
triangle  fpherique  font  partie,  foient  décrits  en  entier,  il  eft  clair  qu’ils 
formeront  fur  l’autre  hcmifphere  un  triangle  parfaitement  égal  au  pre- 
mier. Il  eft  clair  aulfi  qu’en  menant  les  cordes  rcfpedives  de  tous  les 
arcs  qui  forment  ces  deux  triangles  fplyériques , il  en  réfultera  deux 
triangles  rcftiligncS  parfaitement  égaux  en  tout,  l’un  au-dcïïus,  l'autre 
au-defl'ous  du  centre  de  la  fphcrc. 

Maison  fait  que  dans  un  triangle  rcftiligne  quelconque  aie  , la 
fomme  de  deux  côtés  eft  plus  grande  que  le  troiüeme  côté.  Donc  la 
fomme  de  deux  arcs  , dans  tout  triangle  fphérique  ABC,  eft  plus 
grande  que  le  troifiemc  arc. 

On  fait  audî  que  la  ligne  droite  eft  la  plus  courte  de  celles  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  à un  autre  point.  Donc  l’arc  de  grand  cercle  qui 

Fa  (Te  par  deux  points  de  la  furface  de  la  fphere  , eft  le  plus  court  que 
on  puifle  mener  entre  ces  deux  points.  Il  en  mefure  donc  ladiftance 
fphérique. 

39*.  Nous  avons  dit  ( 389  ) qu’il  n’étoit  pas  poflïhle  d’enfermer 
de  tout  côté  aucune  portion  de  furface  fpherique  entre  deux  arcs 
feulement,  à moins  qu’ils  ne  fulTent  chacun  de  1 8s0.  Donc  tout  trian- 
gle fphérique  CAB  refaite  de  l'intcrfeéHon  de  deux  arcs  coupés  par  un 
troifiemc , avant  que  ces  deux  arcs  fe  réunifient.  Or  ils  ne  peuvent  fe 
réunir  qu’à  z 80°  de  diftance  de  leur  premier  point  de  rencontre , doue 
chaque  côté  £ un  triangle  fphérique  quelconque  doit  avoir  moins  de  1 8o°. 

596.  Si  on  prolonge  les  deux  arcs  CA  & CB  du  triangle  CAB  jufqu’à 
leur  réunion  en  D , il  eft  évident  que  AB  fera  plus  petit  que  la  fomme 
des  prolongements  AD  & DB.  Or  cette  fomme  ajoutée  aux  deux  arcs 
prolongés  CA  & CB  , n’eft  que  de  360°.  Donc  la  fomme  des  côtés  d'un 
triangle  fphérique  eft  toujours  moindre  que  3 6o°. 

597.  Quant  à la  fomme  de  fes  angles , il  évident  qu’elle  ne  peut  ja- 
mais être  de  fix  angles  droits,  puifquc  chaque  angle  doit  avoir  moins 
de  1800.  Elle  a donc  une  limite  en  plus  , qui  eft  540°  : mais  n’auroir- 
clle  pas  aufli  une  limite  en  moins  ? Ceft  ce  que  nous  allons  chercher. 

598.  Des  trois  angles  A,  B , C pris  faccelfivonent  pour  pôles , foient 
décrits  les  arcs  EF, DF  , & DE  qui  par  leur  rencontre  forment  le  trian- 
gle extérieur  FDE.  - , . . ^ 

Cette  cpnftruftion  nous  fait  voir  1°,  que  le  point  A eft  éloigné  de 
^0°  de  tou?  l$s  points  de  l’arc  EF  ; t°,  que  le  point  B eft  pareillement 
a 90°  de  tous  les  points  de  l’arc  DF  ; donc  F eft  pôle  de  l’arc  AB. 
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On  prouve  de  même  que  les  points  E 3c  D font  refpeétivement  le* 
pôles  des  arcs  CA  & CB. 

Cela  pofé  , foient  prolongés  ces  deux  arcs  C A & C B jufqu’à  la  ren- 
contre de  l’arc  D E : on  aura  EG  = 90°,  ainfi  que  DH  ; donc  EG  + 
D H , ou  ce  qui  revient  au  même  ,EG-f-DG-4-GH,ou  bien  encore  , 
ED-|-GH=3i8o0.  L’arc  E D eft  donc  le  fupplément  de  l'arc  GH, 
& par  conféquent , de  l’angle  C dont  G H cil  la  mefurc  (191). 

On  prouveroit  de  la  même  maniéré  que  les  arcs  EF  & DF  font 
les  fuppléments  refpeélifs  des  angles  A & B.  • 

Prolongeons  maintenant  l’arc  G C jufqu’à  la  rencontre  de  l’arc  E F ; 
nous  verrons  que  G I fera  la  mefure  de  l’angle  E , & que  la  partie  A C 
en  fera  le  fupplément , puifque  GC-J-AI  ou  G I -+-  A C = 1 8o°. 
L’arc  AB  fera  de  même  le  fupplément  de  l’angle  F,  & l’arc  BC  fera 
le  fupplément  de  l’angle  D ; d’où  nous  pouvons  généralement  conclure 
que  fi  des  trois  angles  d'un  triangle  fphérique  quelconque , pris  pour 
pôles  , on  décrit  trois  arcs  dont  la  rencontre  forme  un  nouveau  triangle 
fphériqut , les  angles  & les  côtés  de  ce  dernier  triangle  feront  récipro- 
quement les  fuppléments  des  côtés  & des  angles  qui  leur  font  oppofés 
dans  le  premier. 

Ainfi  l’angle  E du  triangle  extérieur  -4-  l’arc  A C qui  lui  eft  oppofé 
dans  le  triangle  intérieur  , ont  1 8o°  pour  mefure  : Sc  réciproquement 
l’arc  DE  du  triangle  extérieur  -4-  l’angle  G qui  lui  eft  oppofé  dans  le 
triangle  intérieur,  ont  auflï  pour  mefurc  1 8o* , &c. 

j 99.  Ce  triangle  extérieur  DEF  s’appelle  le  Triangle  fupplémentaire 
du  triangle  ABC. On  en  fait  un  grand  ufage  dans  la  Trigonométrie 
fphérique  ; & nous  allons  nous-mêmes  l’appliquer  à la  recherche  de  la 
limite  en  moins  , pour  la  valeur  des  trois  angles  A,  B , C. 

Ces  trois  angles  ont  pour  fuppléments  refpeélifs  les  trois  côtés  du 
ttiangle  fupplémentaire.  Ils  forment  donc  avec  eux  la  valeur  de  fix  an- 
gles droits.  Or  la  fomme  de  ces  trois  côtés  eft  toujours  moindre  que 
quatre  angles  droits  (^96).  Donc  la  fomme  des  trois  angles  A , B , C 
eft  néceftairement  plus  grande  que  1 8o*. 

600.  Il  réfulte  de  là  i°,  que  la  fomme  des  angles  d'un  triangle  fphé- 
rique peut  varier  depuis  1 8o°  jufqu'à  £40  , exclufivement.  Et  que  par 
Conféquent  il  n’eft  pas  poffiblc  de  déduire  la  valeur  du  troifieme  angle, 
de  celles  des  deux  autres,  comme  cela  fe  pratique  pour  les  triangles  rec- 
tilignes. 

'Il  réfulte  i°,  que  les  trois  angles  d’un  triangle  fphérique  pèuvenr 
être  droits,  ou  même  obtus , & à plus  forte  raifon  aigus  , pourvu  que 
dans  ce  dernier  cas , leur  fomme  îurpafic  au  moins  : 8o°. 

éoi.  S’il  falloit  juger  du  rapport  de  deux  triangles  fphériques  dont 
les  trois  angles  ferOicnt  refpeélivemcnt  égaux,  on  auroit  recours  à leurs 
triangles  fupplémentaires , & on  dirait.  Les  côtés  de  ces  derniers  trian- 
gles ne  peuyent  qu’être  égaux,  chacun  à chacun,  puifdu’ils  font  les 
fuppléments  rclpeéHfs  d’angles  égaux.  Or  cette  égalité  des  trois  côtés 
entraîne  celle  des  trois  angles  (404 J.  Les  deux  triangles  fupplémen- 
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taîres  font  donc  parfaitement  égaux  : leurs  angles  ont  donc  des  fupplé- 
fnents  égaux.  Mais  ces  fuppléments  font  les  cotés  mêmes  des  triangles 
propofés.  Donc  deux  triangles  fphériques  font  égaux , toutes  les  fois 
que  leurs  trois  angles  font  re/peéfivement  égaux. 

C’eft  une  propriété  remarquable  des  triangles  fphériques  ; elle  n’a  pas 
lieu  , comme  on  le  fait,  dans  les  triangles  reélilignes  , dont  on  ne  peut 
jamais  , en  pareil  cas  , conclure  autre  chofe  que  la  lïmilitudc. 

Dr ailleurs  l'égalité  entre  deux  triangles  fphériques  a lieu  encore , foie 
forfque  deux  cotés  refpeéVivement  égaux  forment  un  angle  égal  dans 
chaque  triangle , foit  lorlque  deux  angles  de  l'un  , égaux  à deux  angles 
de  l’autre , (ont  formés  fur  un  côté  égal.  Il  eft  aifé  de  le  démontrer  de 
la  même  maniéré  que  pour  les  triangles  rcétiligncs. 

6oz.  Soit  maintenant  le  triangle  fphérique  CAB,  dont  je  fuppofe  IOQ  ' 
que  les  côtés  C A & C B font  égaux.  Je  Voudrois  favoir  fi  les  angles  op- 
pofés  à ces  côtés  font  égaux  ? 

Je  prends  C D = CE  , & je  mene  les  arcs  BD  & A È ; ce  qui  me 
donne  d’abord  deux  triangles  C A E , C BD  parfaitement  égaux.  L’arc 
AEcft  donc  égal  à l’arc  BD;  d’où  je  conclus  l’égalité  de  deux'autres 
triahgles,  favoir  ABE&  A B D.  L’angle  A & l’angle  B font  donc 
égaux  ; & par  conféquent , dans  tout  triangle  fphérique,  les  côtés  égauti 
font  oppojes  d des  angles  égaux. 

La  propofition  inverfe  fe  démontre  par  le  triangle  fupplémentaire.  1 1 0. 

60? . Si  on  vouloit  prouver  que  dans  un  triangle  fphérique  A B C , un 
plus  grand  angle  eft  toujours  oppofé  à un  plus  grand  côté  , on  pourroit 
dhre  ....  Soit  A plus  grand  que  B ; je  puis  mener  un  arc  D A qui  fade 
l’angle  DAB  égal  à l’angle  B : j'aurai  donc  un  triangle  ifofeele  A B D. 

L’arc  B C D fera  donc  Égal  à A D •+■  DC  : mais  AD  + DC  eft  vifi- 
blement  plus  grand  que  AC;  donc  l’arc  BC  oppofé  à l’angle  A , eft 
plus  grand  que  l’arc  A C oppofé  à l’angle  B. 

Au  moyen  du  triangle  fupplémentaire,  la  propofition  inverfe  n’a 
aucune  difficulté. 

604.  Soit  maintenant  le  triangle  fphérique  ABC  que  l’on  fuppofe  j j j 
ïe&angle  en  A : il  peut  arriver  que  l’angle  B foit  oppofé  à un  arc  qui  ait  * 

moins  de  90°,  tel  que  l’arc  AC,  ou  qui  foit  de  90°,  tel  que  AD  , où 

S lui  ait  plus  de  90°,  comme  l’arc  A E.  On  demande  de  quelle  efpece 
era  l’angle  B dans  ces  trois  cas  ? Sera-t-il  aigu  , droit , ou  obtus  1 
Puifque  l’arc  AD  eft  de  90°,  & que  de  plus  il  eft  perpendiculaire  fur 
l’arc  A B , on  ne  peut  douter  que  le  point  D ne  foit  le  pôle  de  A B ; donc 
en  abaiflant  de  ce  point  l'arc  D B , on  aura  un  angle  droit  DBA. 

L’angle  C B A fera  donc  aigu  , & l’angle  E B A fera  obtus.  L’angle  B 
eft  donc  de  même  efpece  que  le  côté  qui  lui  eft  oppofé.  Il  en  eft  de  même 
de  l’angle  C. 

60  j.  I’oür  diftinguer  ces  angles  de  celui  que  l’on  a fuppofé  droit,  on 
les  appelle  les  angles  obliques.  On  peut  donc  dire  que  dans  tout  triangle 
fphérique  reélangle,  chacun  des  angles  obliques  efl  de  mime  efpece  que  le 
côté  qui  lui  e/l  oppofé . 
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Cette  dénomination  d'angles  obliques  n’cmpêchc  pourtant  pas  qu’ils 
ne  puiflent  être  droits  aulïi-bien  que  l’angle  A.  Ils  peuvent  même  être 
obtus;  mais  on  eft  convenu  de  les  défigner  ainfi , pour  abréger  le 
difcours;  & on  appelle  hypothénufe  , le  côté  oppofé  à celui  des  angles 
droits  que  l’on  conîidere  comme  tel.  Ainfi  BC  eft  l’hypothénufe  du  trian- 
gle BAC. 

606.  Commejes  deux  côtés  de  l’angle  droit  peuvent  être  de  même 
efpece,  ou  d’efpece  différente,  il  eft  bon  de  favoir  d’avance  de  quelle 
cfpecedoit  être  l’hypothénufe  dans  chacun  de  ces  deux  cas. 

Suppofons  donc  d'abord  que  A C & A B aient  chacun  moins  de  90®; 
l’angle  AC  B fera  donc  aigu  , & par  conféquent  Ion  fupplément  B CD 
fera  obtus.  Le  côté  B D oppofé  à ce  fupplément,  dans  le  triangle  DB  C, 
fera  donc  plus  grand  que  le  côté  B C oppofé  à l'angle  C D B ( 603  ) 3 
lequel  doit  être  aigu  par  la  même  raifon  que  l’angle  A C B . . Or  le  côté 
B D 11’eft  que  de  90°  ; donc  l’hypothénufe  B C doit  alors  avoir  moins 
de  90°. 

Suppofons  enfuite  que  AC  & AB  aient  plus  de  90°  chacun  , & me- 
nons un  arc  B D qui  coupe  l’arc  AC  de  maniéré  que  AD  foit  de  90®. 
Cet  arc  B D fera  aufîi  de  90®.  Mais  l’angle  C eft  obtus;  l’angle  ADB 
I’eft  de  même  ; fon  fupplément  B D C eft  donc  aigu;  & comme  tel , il 
doit  être  oppofé , dans  le  triangle  B C D , à un  côté  moindre  que  celii 
qui  eft  oppofé  à l’angle  Ç. . . L'hypothénufe  B C eft  donc  alors  moindre 
que  B D;  c’cft-à-dire  , qu’elle  a,  dans  ce  fécond  cas  comme  dans  le 
premier  , moins  de  90". 

Refte  à favoir  , ce  qu'elle  aura  dans  la  fuppofition  que  les  deux  côtés 
de  l’angle  droit  aient  l’un  plus  de  90®,  & l’autre  moins. 

Soit , par  exemple , A B plus  grand  que  le  quart  de  cercle  A D ; foie 
AC  plus  petit  que  AD  : on  aura  l’arc  CD  de  90°  , & l’angle  CDA  fera 
aigu  ; C D B fera  donc  obtus  ; & par  conféquent  l’arc  B C qui  lui  eft 
oppofé  , fera  plus  grand  que  C D.  Il  aura  donc  plus  de  90°. 

607.  Il  fuit  de  là  que  fi  les  deux  côtés  de  C angle  droit  d’un  triangle 
fphérique  rectangle  font  de  même  efpece , /’ hypothénufe  a moins  de  90®, 
St  que  toutes  les  fois  qu'ils  font  de  différente  efpece  , l’ hypothénufe  a plus 
de  9O0. 

Et  comme  les  angles  obliques  font  toujours  de  même  efpece  que 
les  côtés  qui  leur  font  oppofes  , on  voit  bien  qu’ils  peuvent  également 
fervir  à faire  connoître  de  quelle  efpece  eft  l’hypothénufe. 

608.  Comme  aufîi  l’hypothénufe  peut  fervir,  à fon  tour,  à déter- 
miner de  quelle  efpece  font  les  côtés  de  l’angle  droit  & les  angles  obli- 
ques. Car , par  exemple , fi  l’hypothénufe  & un  des  côtés  font  de  même 
efpece,  l’autre  côté  a moins  de  90°;  & toutes  les  fois  que  l’hypothénufe 
Si  un  des  côtés  font  de  différente  efpece  , l’autre  côté  a plus  de  90°. 

Obfcrvcz  cependant  que  dans  le  cas  où  un  des  côtés  de  l’angle  droit 
.feroit  de  90°  , l’hypothénufe  auroit  aufîi  90®;  & qu’il  peut  arriver  alors 
que  l’autre  côté  foit  de  90®  comme  le  premier.  Dans  ce  cas-là,  les  trois 
angles  font  droits , cela  eft  évident.  Il  peut  arriver  aufîi  que  cet  autre 
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côté  ait  plus  ou  moins  de  yo°.  Nous  allons  expliquer  la  manière  de  ré-  HQ. 
foudre  les  triangles  fphériques  dans  ces  différents  cas. 

609.  On  fait  par  la  Trigonométrie  reéliligne  que  les  finus  des  angles 
font  proportionels  aux  côtés  oppofés  à ces  me'mcs  angles.  Mais  comme 
dans  les  triangles  fphériques , les  côtés  font  des  arcs  de  cercln,  cette 
proportion  ne  peut  avoir  lieu.  Il  faut  donc  tâcher  d'en  fubftituer  une  au- 
tre qui  convienne  à ces  fortes  de  triangles. 

Principes  & Proportions  pour  la  réfolution  des  Triangles 

fphériques. 

Sio.  Je  fuppofe  que  le  triangle  ABC  foit  reétangle  en  A , & que  1 1^.. 
les  côtés  B A & B C foient  prolongés , jufqu'à  ce  qu'ils  aient  yo°  , l’un 
en  H , l’autre  en  F. 

L’arc  F H fera  la  mefure  de  l’angle  B ; F G en  fera  le  finus  ; F E , ou 
H E , ou  B E fera  le  rayon  de  la  fphere  ; C D le  fmus  de  l'hypothénufe 
B C , & C I le  finus  de  l’arc  perpendiculaire  C A. 

Or  en  menant  la  ligne  DI,on  voit  que  le  triangle  CD  I , reétanglc 
en  I , eft  fcmblablc  au  triangle  F G E , rectangle  en  G : on  a donc  . . . 

FE:CD::FG:CI. 

c'eft-à-dire , que  le  rayon  eft  au  finus  de  l’hypothénufe , comme  le 
finus  de  l’angle  B eft  au  finus  de  l’arc  oppofé  C A.  On  prouveroit  de 
même  que  le  rayon  eft  au  finus  de  l’hypothénufe  , comme  le  finus  de 
l’angle  C eft  au  finus  de  l'arc  oppofé  AB.  On  a donc  généralement  ce 
premier  principe  de  folution  . . . 

611.  Dans  tout  triangle  fphérique  rcftangle , le  rayon  cft  au  ftnus 
de  l'hypothénufe,  comme  le  finus  et  un  des  angles  obliques  eft  au  finus  du 
côté  qui  lui  eft  oppofé. 

6 1 1.  Si  le  triangle  A B C eft  obliquangle , on  aura  , en  abaiffant  un 
arc  perpendiculaire  C D , les  deux  proportions  fuivantes  : 1 J* 

R : fin  AC:  : fin  A :fin  CD.  & 

R : fin  B C : : fin  B : fin  C D.  Il  6, 

Donc  fin  A : fin  B : : fin  B C : fin  A C ; & par  conféquent,  dans  un  triant 
gle  fphérique  quelconque,  les  finus  des  angles  font  proportionels  aux  finus 
des  côtés  oppofés. 

6 1 3 . Soit  maintenant  le  triangle  ABC,  reétanglc  en  A , dont  les 
côtés  B C & AC  foient  prolonge  jufqu’à  90®  , l’un  en  D , l’autre  en 
F : fi  on  mené  l’arc  DE,  on  aura  le  triangle  C D E , reélan^lc  en  E , 
dont  les  quatre  parties  CE,  CD,DE&D,  feront  les  complémcns  ref- 
peétifs  des  quatre  BC.AC,  B 3c  A B du  triangle  ABC:  fia  démonftration 
en  eft  facile.^  De- là  vient  le  nom  de  triangles  complémentaires 
pour  les  triangles  ainû  formés,  Or  dans  le  triangle  complémentaire 
C D £ , on  a 

‘ * — 11. 
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R : fin  CD  : : JînD  : fin  CE-, 

ou  bien K : cof  AC  : : cof. A B : cof  B C. 

Donc  , dans  tout  triangle  fphérique  rectangle , le  rayon  eft  au  cof  nus  d’un 
des  côtés  de  l'angle  droit  , comme  le  cof  nus  de  l'autre  côté  e(l  au  cofinus 
de  l'hypothénufe. 

Et  par  conféqucnt,  f un  triangle  fphérique  obli quangle  efi  partagé  en 
deux  triangles  rectangles  par  un  arc  perpendiculaire  fur  la  bafe , on  aura  tou- 
jours les  cof  nus  des  fegments  de  la  bafe, proportionels  aux  cofinus  des  deux 
côtés  adjacents. 

En  forte  que  dans  le  triangle  ABC,  par  exemple  , après  avoir  dé- 
crit l’arc  perpendiculaire  C D , on  auroit 

cof  A C : cof  B C : : cof  AD  : cof  B D ; 

Or  cette  proportion  en  donne  une  autre , que  voici  : 
cof AC -h  cof  B C : cofBC-cof  AC  : : cof  AD  -+-  cof  BD  : cofBD-cof AD. 
De  celle-là  on  peut  en  tirer  une  troifieme  qui  eft  ($$6). 

AC-t-BC  BC-AC  AD -i- BD  BD-AD 

cot  — — : tang : : cot : tang 

t z 1 z 

Mais  AD+DB  = AB,  toutes  les  fois  que  l’arc  perpendiculaire  tombe 
en  dedans  du  triangle ; on  a donc  alors , par  la  fubftitution  des  tangentes 
aux  corangentes  , une  derniere  proportion  qui  eft  d’un  fréquent  ufage  , 
& que  l’on  peut  énoncer  de  la  maniéré  fuivante. 

614.  Dans  tout  triangle  fphérique  obliquangle  , fur  la  bafe  duquel  on 
a abaijfé  un  arc  perpendiculaire  qui  tombe  en  dedans  du  triangle,  la  tan- 
gente de  la  demi-bafe  eft  à la  tangente  de  la  demi-fomme  des  deux  autres 
côtés  , comme  la  tangente  de  la  demi-différence  de  ces  côtés  eft  a la  tan- 
gente de  la  demi-différence  des  fegments  de  la  bafe. 

Remarquez  que  fi  l’arc  tomboit  en  dehors  , on  auroit  AD  — BD=a 
AB;  & qu’il  faudroit  fimplcment  fubftituer  alors  la  tangente  de  U 
demi-fomme  des  fegments  à la  tangente  de  leur  demi  - différence. 

6 t 5.  Revenons  maintenant  au  triangle  complémentaire  CDE, 
qui  donne 

K : fin  CT)  : : fin  C : fin  D E. 

Donc  ...  R : cof  AC  : : fin  C : cof  B ; 

C’eft-à-dire,  que  dans  tout  triangle  fphérique  rectangle,  te  rayon  eft  an 
cofinus  d’un  des  côtés  de  l'angle  droit  , comme  le  finus  de  l'angle  obli- 
que oppofé  à ü autre  côté , eft  au  cofinus  de  Vautre  angle  oblique. 

616.  Et  par  conféquent,  fi  on  abaiffe  un  arc  perpendiculaire  fur  la. 
bafe  d'un  triangle  obliquangle,  les  finus  des  angles  du  fomrnet  feront  pro- 
portionels aux  cofinus  des  angles  de  la  bafe. 

Dans  le  triangle  obliquangle  A C B , on  a donc 

fin  A C D : fin  BC  D : : cof  A : cof  B. 

Ci 7.  Soit  à préfeat  le  triangle  ABC  rcéiangle  en  A , & foient  mc- 
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nées  les  tangentes  B P & B Q ; celle-ci  pour  l’hypothénufe  B C , la  pre-  FIG» 
inicre  pour  le  côté  B A.  Si  nous  menons  les  fécantcs  EP  & EQ  , dont 
les  extrémités,  foient  jointes  par  la  ligne  PQ  , nous  aurons  les  triangles 
P E Q & B P Q dont  les  plans  feront  perpendiculaires  à celui  de  la  bafe 
B A E.  Leur  interfeélion  PQ  fera  donc  perpendiculaire  au  meme  plan 
('soj ) , & le  triangle  B PQ  , re&angle  en  P , fera  fcmblablc  au  trian- 
gle GFE.  Ainfi  nous  aurons 

FE:GE::BQ:BP. 
ou  ...  R : cof  B : : tang  B C : tang  A B. 

On  prouveroit  de  même  que 

R : cof  C : : tang  B C : tang  A C. 


Donc  , dans  tout  triangle  fphérique  rectangle  le  rayon  e/l  au  cofiuus  d'un 
des  angles  obliques , comme  la  tangente  de  l'hypothénufe  e/l  à la  tan~ 
gente  du  côté  oppofé  à l'autre  angle. 

618.  Si  le  triangle  AB  C cft  obliquanglc,  on  pourra  abailTer  fur  fa 
bafe  l’arc  perpendiculaire  C D ; ce  qui  donnera  , 

R : cof  A C D : : tang  A C : tang  C D. 

R : cof  BQ  D : : tang  B C : tang  C D. 

D’où  l’on  tirera, 

cof  A C D : cof  B C D : ï tang  B C : tang  A C. 

C’cft-à-dire  qu’c/i  abai/fant  un  arc  perpendiculaire  fur  la  bafe  d'un  tri  an* 
g/e  fphérique  obliquangle , on  a toujours  les  cof  nus  des  angles  au  fommet 
réciproquement  proportionels  aux  tangentes  des  côtés  adjacents. 

619.  Et  comme  dans  le  triangle  complémentaire  C D E,  on  a 

R : cof  D v : tang  C D : tang  DE» 


IIj\ 

& 

ii  S. 


117; 


il  eft  évident  que  l’on  a aulfi  , 

R : fin  A B : : cot  A C : cot  B : : tang  B : tang  A C. 

Donc  , dans  tout  triangle  rcél angle,  le  rayon  eft  au  finus  d'un  des  côtes 
' de  l'angle  droit  , comme  la  tangente  de  l'angle  oblique  oppofé  à l autre 
côté  , eft  a la  tangente  de  ce  dernier  côté. 

610.  Le  même  triangle  C D E donne 

R:/nCE  : i tang  C : tangDE  J 
donc  ...  R : cof  B C : r tang  C : cot  B. 

D’où  il  fuit  que  dans  tout  triangle  fphérique  retlangle , te  rayon  eft  au 
cofinus  de  l'hypothénufe , comme  la  tangente  d un  des  angles  obliques  » 
eft  a la  cotangente  de  l'autre  angle. 


Ziij 
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Application  des  Principes  Cf  des  Proportions 
qui  précédent. 

fis.  Au  moyen  des  proportions  que  nous  venons  de  démontrer,  il 
n’y  a point  de  triangle  fphétique  que  l’on  ne  puiffe  réfoudre  très-facile- 
ment , pourvu  que  l'on  connoiffe  trois  de  fes  parties.  Commençons  par 
les  triangles  reftanglcs. 

Et  d'abord  , remarquons  que  l’angle  droit  étant  toujours  donné , il 
fuffit  de  connoîtrc  deux  des  autres  cinq  parties  qui  concourent  à former 
ces  triangles. 

Remarquons  enfuite  que  toutes  les  combinaifons  différentes  d'un 
nombre  m de  quantités  prifes  deux-à-deux  , font  généralement  expri- 
mées par  m ' m — — (lil).  Il  eft  dont  évident  i®,  qu’à  cet  égard,  la 

réfolution  des  triangles  fphériques  reétanglcs  offre  dix  de  ces  combi- 
naifons. Mais  comme  pour  chaque  combinaifon  , on  a trois  quantités 
à déterminer , il  eft  évident  i®,  que  toutes  les  variétés  poffibles  de  la  ré- 
folution des  triangles  fphériques  rcélangles , fout  au  nombre  de  trente. 

I jo.  On  les  a renfermées  toutes  dans  la  Table  fuivantc,  où  l'on  fuppofe 
que  l’angle  droit  eft  en  A , & que  les  deux  autres  angles  font  indiffé- 
remment défignés  par  B & par  C. 

6n.  La  conftruftion  de  cette  Table  eft  uniquement  fondée  fur  deux 
proportions  déjà  connues.  Nous  allons  les  remettre  ici  fous  les  yeux 
du  Lcâeur. 

I.  Dans  tout  triangle  fphérique  reétanglc,  le  rayon  eft  au  fïnus  de 
l'hypothénufe , comme  le  fïnus  d’un  des  angles  obliques , eft  au  finus  du 
côte  qui  lui  eft  oppofé  ( 6 1 1 ). 

II.  Dans  tout  triangle  fphérique  reélanglc , le  rayon  eft  au  fïnus  d'un 
des  côtés  de  l'angle  droit,  comme  la  tangente  de  l'angle  oblique  oppofé 
à l’autre  côté , eft  à la  tangente  de  ce  dernier  côté  (6 19). 

Tantôt  on  applique  immédiatement  ces  proportions  au  triangle  ABC, 
tantôt  il  faut  avoir  recours  à f un  des  deux  triangles  complémentaires 
C D E , B F G , pour  tranfporter  enfuite  les  réfultats  au  triangle  A $ C » 
tomme  on  le  verra  dans  quelques  exemples. 


Jgk 
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TABLE  pour  la  refolution  de  tous  les  cas  pojjîbles  dans 

un  Triangle  fphcrique  ABC,  reftangle  en  A.  1 19. 


Etant 

donnés 

BC&  B 


BC&C 


AC  & C 


AC  & B 


AC  & BC| 


AB  & C 


AB  & B 


AB  & AC 


AB  & BC 


B & C 


Trouver 


PROPORTIONS. 


R : fin  BC  : : fin  B : fin  A G. 

R : cof  B : : {an g B C : tang  A B. 
R : coJ  BC  : : tang  B : cot  C. 

R : fin  B C : : fin  C : fin  A B. 

R : cof  C : : tang  B C : tang  A C. 
R : cof  BC  : : tang  C : cot  B. 

R : fin  AC  : : tang  C : tang  AB. 
R : cof C : : cot  AC  : cot  B C. 

R : cof  AC  : : fin  C : cof  B. 

tang  B : tang  A C : : R : fin  A B. 
fin  B : fin  AC  : : K : fin  BC. 
cof  A C : cof  B : : R : fin  C. 

cof  AC  : cof  B C : : R : cof  A B. 
fin  BC  : fin  AC  : : R : fin  B. 
tang  B C : tang  A C : : R : cof  C. 

tang  C : tang  A B : : R : fin  A C. 
fin  C : fin  AB  : : R : fin  B C. 
cof  A B : cof  C : : R : fin  B. 

R : fin  A B : : tang  B : tang  A C. 

R : cof  B : : cot  A B : cot  B C. 

R : fin  B : : cof  A B : cofC. 

R : cof  A B : : cof  AC  : cof  B C. 

R : fin  A B : : cot  A C : cot  B. 

R : fin  AC  : : cof  A B : cot  C. 

cof  AB  : cofBC  : : R : cof  AC. 

R : tang  AB  : : cot  BC  : cof  B. 
fin  B C : fin  AB  : : R : fin  C. 

fin  B : cofC  : : R : cof  AB. 
fin  C : cof  B : : R : cof  A C. 

R : cot  B : : cot  C : cof  B C. 
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Suite  de  la  Table  pour  la  réfolution  de  tous  les  cas  pojjîblcs 
dans  un  Triangle fphérique  A BCj  re£langle  en  A. 


Ce  que  l’on  cherche  , doit  avoir  moins  de  90°. 


Si  B a mo^ns  de  90°. 

Si  B C & B font  de  même  efpece. 
Si  BC  & B font  de  même  efpece. 


Si  C a moins  de  90°. 

Si  B C & C font  de  même  efpece.  t 

Si  B C & C font  de  même  efpece. 

Si  C a moins  de  $o°. 

Si  AC  & C font  de  même  efpece. 

Si  AC  a moins  de  90°.  ' 


Ce  cas  eft  douteux. 

Ce  cas  eft  douteux.  » 

Ce  cas  eft  douteux. 

Si  B C & A C font  de  même  efpece. 
Si  AC  a moins  de  90°. 

Si  A C & B C font  de  même  efpece. 

Ce  cas  eft  douteux.  , 

Ce  cas  eft  douteux. 

Ce  cas  eft  douteux. 


Si  B a moins  de  90°. 

Si  A B & B font  de  même  efpece. 
Si  AB  a moins  de  90°. 


Si  A B & A C font  de  même  efpece. 
Si  A C a moins  de  90°. 

Si  AB  a moins  de  90°. 


Si  B C & A B font  de  même  efpece. 
Si  B C & A B font  de  même  efpece. 
Si  A B a moins  de  90°. 

Si  C a moins  de  90°.* 

{I  Si  B a moins  de  90°, 

Si  B & C font  de  même  efpece. 
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Pour  en  faciliter  l’intelligence  , foit  l'hypothénufe  BC  de  8i° 13'.  FIG. 
& l’angle  B de  370  19';  on  demande  le  côté  A C oppofé  à cet  angle  B- 

Vous  voyez  que  pour  réfoudre  ce  cas-là  , il  faut  faire  la  première  1 
proportion  de  la  Table  , & dire  .....  puifquc  R : fin  B C : .fin  B : 
fin  A C , on  a donc 

Logfin  BC  de  8i°  13' $>,994877. 

Log  fin  B de  570  1 9'  . • . . * 9,781630. 

Somme '9,7771°7- 

Log  du  Rayon  10. 

Refte 9,7775°7- 

Donc  AC  eft  de  36°  48' , ou  de  1430  n'  qui  en  cil  le  fupplcmcnr: 
mais  pour  fc  décider  fur  le  choix  de  la  valeur  convenable , il  faut 
fc  rappcller  que  le  côté  A C doit  être  de  la  même  efpcce  que  l’an- 
gle B qui  lui  eft  oppofé  ( 604/  Au  refte  , pour  rappcller  au  Calcula- 
teur les  conditions  d’où  dépend  le  réfultat  qu’il  cherche , on  les  a 
inférées  dans  la  dernière  colonne  de  la  Table. 

62. 3.  Si  en  fuppofant  la  même  hypothénufe  B C , & le  même  angle 
B , on  eût  demandé  le  côté  adjacent  A B,  il  eut  été  facile  de  chercher 
d’abord  le  côté  AC  comme  ci-dcfius , & d’appliquer  enfuite’ la  pro- 
portion   

tang  B : tang  A C : : R -.fin  A B. 

Mais  ce  procédé  eût  introduit  deux  analogies  dans  un  calcul  qui  peut 
être  terminé  par  une  feule.  Car  dans  le  triangle  complémentaire  C D E , 
on  a . . R -.fin  DE  : : tang  D : tang  C E ; donc  en  tranfportant  cette  pro- 
portion dans  le  triangle  ABC,  elle  deviendra  ...  R : co/B  : : cot 
A B ; cot  B C , ou  fi  l’on  aime  mieux , 

R : cofB  : tang  B C : tang  AB. 

On  aura  donc  la  valeur  de  A B par  Logarithmes , en  difant ...« 


Log  co/B  ....  37°  19'  = 9,900319 

Logro/i^BC.  . . 81  13  = 10,811041 

"Log  tang  AB =s  10,711571 


Ce  dernier  Logarithme  répond  à 7 90,  ou  à iot°:  mais  comme  BC 
& B font  de  même  efpece , il  faut  s’arrêter  à la  première  valeur.  Le 
côté  A B eft  donc  de  790,  ou  plutôt  en  calculant  julqu’aux  fécondés  , il 
eft  de  790  o'  20''. 

Enfin  pour  trouver  l’angle  C , on  fe  fur  fervi  du  triangle  CDE, 

dans  lequel  on  a fin  CE  : R : : tang  DE  : tang  C ; d’où  on  tire 

par  la  fubftitution  , 

cof  B C : R : : cot  B : tang  C. 
ou ...  R : co/B  C : : tang  B : cot  C. 

On  a donc  la  valeur  de  l’angle  C par  logarithmes , en  faifant 
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JF6*  Log cof  BQ. 8i°  13'  = j.183854 

XIp.  Log  tangB  ....  }7  19  = 9.881101 

Log  cot  C 9.065535 

Ce  qui  donne  83°  n',  & non  96 ° 38',  puifque  BC  & B lont  de 
même  efpece.  ^ , 

614.  Si  au  lieu  de  connoître  l'hypothénufc,  on  eut  connu  le  cote 
adjacent  A B , avec  le  même  angle  B , & que  l'on  eut  cherche  le  cote 
oppofe  AC,  il  eût  fallu  alors  employer  la  proportion  fuivante  : 

K : fin  AB  ::  tang  B : tang  A C 


qui  donne  ....  Log  fin  AB  . . 7 9®  = 9-991?  47 

Log  tang  B.  . . 37.19'  = 9.88x101 

Log  tang  AC = 9.874048 

D’où  on  eût  conclu  que  la  valeur  de  A eft  de  36°  48',  comme  nous 
l'avons  déjà  trouvé. 

61  y.  Cherchons  maintenant  l'hypothénufc  BC,  en  fuppofant  con- 
nues les  deux  mêmes  quantités  AB  & B.  _ 

Ni  la  première , ni  la  fécondé  des  proportions  énoncées  ci-dellus 
( 611)  ne  peut  être  appliquée  immédiatement  au  triangle  AB  C : mais 
dans  le  triangle  complémentaire  C D E , on  connoît  D & D E ; on  2 
donc  ...  R ; fin  DE::  tang  D : tang  CE  ; & en  fubftituant,  on  trouve.. 

R : cofB  : : cot  A B : cot  B C. 


Log  cofB  . . . 37®  19'  = 9.900519. 

Log  cor  AB  . . . 79°  = 9.18865t. 

Log  cot  B C = 9.189181. 

Donc  B C eft  de  81®  1 3' , puifque  B & A B font  de  même  efpece. 

Pour  avoir  la  valeur  de  l'angle  C , dans  la  même  fuppontion , on 
aura  recours  à l’autre  triangle  complémentaire  B F G , dans  lequel 
R.  : fin  B F : : fin  B : F G , ce  qui  donne , en  fubftituant , 

R : cof  A B : : fin  B : cof  C 


Logco/AB  . . . 79®  = 9.180599. 

Log  fin  B ...  . 37®  19'=  9.781630. 

Log  cof  C = 9.063119. 

L’angle  C eft  donc  de  83®  it' , ou  fi  on  veut  pouffer  Pexaélitude  jus- 
qu’aux fécondés,  de  83°  n'  33".  Cette  petite  différence  vient  de  cc 
que  le  côté  AB  eft  fuppoféici  de  79®  , au  lieu  que  nous  avons  déjà 
trouvé  79®  o'  10"  pour  fa  valeur. 

6z6.  Après  avoir  déterminé, dans  deux  cas  différents  , les  trois  par- 
ties inconnues  du  triangle  reétangle  A B C , il  nous  refte  à examiner 
les  cas  où  cette  détermination  eft  impoffiblc. 

Et  d'abord , fi  on  fuppofe  connus  le  côté  A B & l'angle  oppofé  C , il 
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eft  clair  que  l’on  ne  peut  connoître  de  quelle  cfpccc  eft  l’hypothénufe  : 
car  alors  la  première  proportion  donne 

fin  C : fin  A B : : R : fin  B C. 


na 

Xlÿ. 


Mais  ce  dernier  finus  appartenant  indifféremment  à une  hypothénufe 
moindre  que  90°,  ou  à Ion  fupplément , il  faudroit  favoir  de  quelle  cf- 
pccc font  les  deux  angles  obliques  , pour  fe  déterminer  dans  le  choix. 
Faute  de  cette  connoiffancc  , le  cas  eft  douteux:  aufli  eft- il  marqué 
comme  tel , dans  la  quatrième  colonne  de  la  Table. 

On  éprouve  le  même  embarras,  quand  il  s’agit  de  trouver  la  valeur 
du  côté  A C , les  mêmes  chofcs  étant  données.  En  effet , par  la  féconde 
proportion  (6 ujona 

tang  A C : tang  AB  : : R '.  fin  AC; 

mais  rien  n’indique,  dans  ce  cas-là,  de  quelle  efpcce  eft  le  côte  A C. 

Même  difficulté  pour  l’angle  B , dont  la  valeur  fe  déduit  de  la  pre- 
mière proportion  ( 611  ) , appliquée  d’abord  au  triangle  BFG  , ât 
tranfportéc  enfuite  au  triangle  AÉC. 

Car  on  a , dans  le  triangle  B F G , 

fin  B F : ’R  : : fin  F G : fin  B ; 
ce  qui  donne , dans  le  triangle  ABC, 

cof  AB  : R : : cofC  : fin  B , 

fans  que  l’on  puiifc  favoir  de  quelle  efpcce  eft  l’angle  B. 

Voilà  donc  un  premier  cas  dont  les  variétés  offrent  trois  folutiorts 
ambiguës.  Un  autre  cas  parfaitement  fcmblable  , celui  où  l’on  fuppofe 
connus  le  côté  A C & l’angle  oppofé  B , en  offre  trois  autres.  En  géné- 
ral, toutes  les  fois  que  dans  un  triangle  fphérique  rcéfangle  on  ne 
connoîtra  qu’un  des  angles  obliques,  & le  côté  qui  lui  eft  oppofé, 
la  valeur  des  trois  autres  parties  ne  pourra  être  déterminée. 

617.  Il  y a donc  (ïx  folutions  imparfaites,  parmi  les  trente  Pro- 
blèmes qu’offre  à réfoudre  tout  triangle  fphérique  reétangle.  Au  refte,  on 
pourroit  réduire  à fcizeccs  trente  queftions,  en  fupprimant  celles  qui  font 
abfolument  fcmblables  : mais  on  eft  bien  aife  de  trouver  dans  une 
Table  , la  proportion  dont  on  a befoin  , fans  qu’il  y ait  aucun  chan- 
gement à faire,  Paffons  maintenant  à la  réfolution  des  triangles  obli- 
quangles. 


Réfolution  des  Triangles  fphériques  obliquangles . 


€iS.  Elle  eft  fufceptible  d'autant  de  variétés  qu’il  y a de  combi- 
naifons  différentes  entre  les  fix  parties  d’un  triangle  , prifes  quatre  à 
quatre.  Or  il  y a quinze  de  ces  combinaifons  & chacune  a 

trois  cas  différents.  Il  y a donc  45  problèmes  à réfoudre , pour  les  trian- 
gles obliquangles.  Mais  comme  la  réfolution  des  uns  entraîne  fouyent 
ççllç  des  autres , on  les  a réduits  aux  douze  fuivants. 
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‘364  Leçons  Élémentaires  ^ 

PROBLEME  I. 

6*9.  Dans  un  triangle  fphérique  obliquangle  ABC,  étant  donnée 
deux  angles , B & A , & le  côté  oppofé  à l'angle  A , trouver  le  côté 
A C oppofé  à l’autre  angle. 

t A = 6 i°  *y'.  "J  co.  Log/rnA  = 0.056443. 

Soit  < B = 81  36.  > Log_/rnB  =9.996368. 

(,BC  = j9  40.  Faites  la  propor.  J Logent  BC  =9.93606*. 

fin  A : fin  B : : fin  BC  : fin  AC.  Log_/r/i  AC=  9.98887  y 

Le  calcul  donnera  77°  5',  ou  io*°  5 y',  fans  que  l’on  puilfe  fe  déci- 
der entre  ces  deux  réfultats  , à moins  que  l’on  ne  fâche  d’ailleurs  do 
quelle  efpcçe  doit  être  le  côté  cherché. 

I I. 


630.  Etant  donnés  deux  angles  A & B , avec  le  côté  BC  oppofé  à 
l’angle  A , trouver  le  troilîeme  angle. 

AbailTcz  un  arc  perpendiculaire  CD,  & vous  aurez  dans  le  triangle 
BCD  (6*o; 

R : cof  BC  : : tane  B : cor  B CD. 

Puis  (6\ 6)  cof  B : cof  A : : fin  BCD  : fin  A C D. 


Ajoutant  donc  ces  deux  angles , ou  fouftrayant  l’un  de  l’autre  , fuivaar 
que  les  angles  donnés  A & È font  de  même  ou  de  différente  efpecc , vous 
aurez  l’angle  cherché  C. 

Soie  A = 61"  15' . . . B = 8t°  36'  . . . B C = 590  40',  & vous 
aurez 


I» 

Log  cof  B C = 9.703317. 
Log  tang  B =10.886467. 

Log  cor  BCD  =10.389784. 

L’angle  B C D eft  donc  de 
14°  15'  (60S ) 


11° 

co  Log  cof  B =0.890099. 

Log  cof  A.  =9.679814. 

Log  fin  BCD  = 9.396150. 

\.o" fin  ACD  =9.966075. 


L’angle  A C D eft  donc  de  67°  39' , ou  de  1 1 *°  n ' ; ce  qui  donne 
8**4’,  où  1 *6°  46',  pour  l’angle  cherché  ABC,  fans  qu’il  y ait 
moyen  de  déterminer  par  les  quantités  connues  la  valeur  qui  doit  être 
préférée. 

I I I. 

631.  Etant  donnés  deux  angles  A&B  avec  le  côté  oppofé  BC, 
comme  dans  le  problème  précédent , trouver  le  côté  A B compris 
entre  ces  deux  angles. 

L’arc  perpendiculaire  CD  forme  deux  triangles  rcétangles  ACD 
Sc  DCB,  dont  le  dernier  donne  (6 17^ 
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R : cof  B : : tang  B C : tang  B D. 

D'ailleurs  on  a (615)  tang  A : tang  B : -.fin  B D -.  fin  A D. 

On  aura  donc  AB=AD+DB,  félon  que  les  angles  donnés 


feront  de  même  ou  de  différente 
1° 

Log  cof  B = 9. 109901. 

log  tang  KC  = 10.131745. 

LogtangBD—  9.34:646. 

BDcft  donc  de  1 1°  15' 

Le  côté  À D cft  donc  de  64 
cet  exemple,  les  angles  A&  B 
les  deux  fegments  É D & A D ; 
de  7 6°  50',  ou  de  n8°. 


efpece. 

II3 

co  Log  tang  A = - 1.716169. 
Log  tang  B = 10.886467. 
LogyînBD  = 9. :3147s. 

Lcgyz«AD  = 9.953114. 

15',  ou  de  1 1 50  35'i  & comme  dans 
font  de  même  efpece,  il  faut  ajouter 
par  conféquent  le  côté  A B doit  être 

I V. 


6 31.  Etant  donnés  deux  angles  A & C,  avec  le  côté  fur  lequel  ces 
angles  font  formés,  trouver  le  troifieme  angle  B. 


On  a d’abord  ( 6 10 ) ...  R : cof  AC  : : tang  A : cor  A C D. 
On  a ensuite  (616)  . . . fin  ACD  :fin  B CD  ::  cof  A:  cof B. 


L’angle  B C D fe  trouve  en  fouftrayant  A C D de  A C B , lorfque  l’arc 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle  : mais  toutes  les  fois  que 
cet  arc  tombe  en  dehors  , il  faut  foullraire  l’angle  AC  B de  l’angle 
ACD,  pour  avoir  B CD. 

y. 

633.  Etant  donnés,  comme  ci-deflus , les  deux  angles  A & C , avec 
le  côté  compris  A C , trouver  l’un  des  deux  autres  côtés  , BC  par 
exemple. 

R : cof  AC::  tang  A : cot  ACD. 

(61Z)  cof  B CD  : cof  ACD::  tang  AC  : tang  BC. 

V I. 


<34.  On  fuppofe  connus  deux  côtés  quelconques  , AC  & B C pat 
exemple , avec  un  des  angles  oppofés  à ces  côtés , tel  que  l’angle  A , 
trouver  l’angle  B oppofé  à l’autre  côté. 

Ce  problème  fe  réfout  par  la  proporrion  fi  connue  .... 

fin  B C : fin  AC::  fin  A : fin  B. 

Et  fi  on  donne  aux  côtés  connus  & à l’angle  A , les  memc-s  valeurs 
que  ci-defTus , on  trouvera  celle  de  l’angle  B , par  le  calcul  fuivanc^ 


FIG. 
Il  J. 

& 
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%66  Leçons  Élémentaires 

i co  Logy?«  B C . «.  39°  40'  = 0.063938. 

Log/?/z  AC  . . . 77  f = 9.988869. 

Log'y//2  A . . . . 61  15  = 9-9435ÎÎ- 

Log Jin  B . . , , = 9.996561. 

L'angle  B eft  donc  de  8i°  36' , comme  nous  l’avons  fuppofé  , ou  ée 
97°  14'  comme  nous  aurions  pû  le  fuppofer  auflî. 

Ce  problème  rentre  évidemment  dans  le  premier,  ils  ne  différent 
entre  eux  que  par  une  inverfion  de  termes , dans  la  proportion  qui  les 
téfout  l’un  & l’autre. 

V I I. 

63  c.  Les  mêmes  chofes  "étant  données,  on  demande  le  troifîemc 
côté  AB 

R : cof  A : : tang  A C : tang  A D. 
cof  AC:  co/BC::  cof  AD  : cof  BD.  ( 

Par  ta  première  de  ces  deux  proportions  on  connoît  AD , par  la 
fécondé  on  connoît  B D : ainfi  on  aura  AB  =;  AD  + BD,  fuivant 
la  pofîtion  de  l’arc  perpendiculaire. 

Si  on  eût  rapporté  au  triangle  fupplémentaire  les  quantités  connues 
dans  le  triangle  ABC,  on  eût  eu  fimplement  à réfoudt»  ce  problème 
(61g  ) . . . Connoître  le  troifieme  angle,  quand  on  connoît  les  deux  au- 
tres & un  des  côtés  qui  leur  font  oppofés.  Car  ce  problème  une  fois 
réfolu  , on  eût  trouvé  la  valeur  du  côté  cherché  A B , en  prenant  le 
fupplément  de  ce  troifieme  angle. 

VIII. 

6 3 6.  Dans  la  même  hypothèfe , trouver  l’angle  C , compris  entre 
les  deux  côtés  connus  A C & B C. 

R : cof  AC  : : tang  A : cot  ACD.  -, 

tang  BC  : tang  AC  : : cof  A CD  : cof  BC  D ; 

d’où  l’on  tire  ACB  = ACD-j-  BCD  , fuivant  que  les  côtés  AC  SL 
B C font  de  même  ou  de  différente  cfpecc. 

Le  triangle  fupplémentaire  eft  également  propre  à réfoudre  ce  pro- 
blème, en  le  rappcllant  au  troifieme. 

I X. 

637.  Etant  donnés  deux  côtés  AC  & AB,  avec  l’angle  A compris 
entre  ces  côtés , trouver  l’autre  côté  B C. 

R : cof  A : : tang  A C : tang  A D. 

• • ..  . cof  h D : cof  BD  : : cof  AC  : co/BC. 
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g 3 8.  Les  mêmes  chofes  étant  connues,  trouver  l’un  des  deux  autres 
angles , l’angle  B , par  exemple. 

R : cof  A : : tang  A C : tang  AD. 
fin  B D : fin  AD::  tang  A : tang  B. 

X I. 

6 39.  Si  les  trois  côtés  font  connus,  comment  trouver  un  des  trois 

angles , A,  par  exemple  ? ....... . On  fait  (6\$)  que  ï I 

AB  AC  + BC  AC-BC  AD— DB 

tang : tang : : tang : tang # 

Cette  première  proportion  fera  Connoitre  le  fegment  A D,  & la  pro- 
portion qui  fuit , donnera  l’angle  A ; 

tang  AC  : tang  AD  : : R : cof  A. 

Reprenant  donc  les  mêmes  valeurs  que  ci-devant , on  aura  r° } 

co  Log  tang  { ('ABJ.. 38°  15'  = 0.100691. 

Logtang- (AC-t-BCj  . . 68  n 10.401838. 

Log  tang  j (AC — BCj..  8 41  j = 9.185174. 

LogtangjfAD — DB^ = 9.687704. 

La  demi-différence  des  deux  fegments  eft  donc  de  ij°  59'  qui  écane 
ajoutés  à la  demi-bafe,  38°  15'  donnent  64°  14'  pour  le  plus  grand 
fegment  AD.  Cela  pofé,  on  aura  i°. 

co.  Log  tang  AC...  770  y'  =-1.360474. 

Log  tang  AD  . . . 64  14  = 10.319556. 

Log  R ....  = 10. 

Log  cof  A = 9.680030. 

Ce  Logarithme  répond  à 61 0 14'.  L’angle  A eft:  donc  de  61 0 14’.  Nous 
avons  pourtant  fuppofé  ailleurs  ( 619 ) qu’il  étoit  de  6i°  i y'.  D’où  peut 
donc  provenir  cette  petite  différence? 

Elle  provient  des  quantités  négligées  dans  l’évaluation  des  loga- 
rithmes : car  fi  on  eût  calculé  jufqu’aux  fécondes , on  eût  trouvé  pour 
la  demi-différence  des  fegments,  iy°  58'  30",  qui  étant  ajoutés  à 
38°  15',  eufTent  donné  pour  la  valeur  de  AD,  64°  13'  30".  Or  le 
logarithme  de  tang  64°  13'  30"  eft  10.319394,  lequel  fubftitué  à 
10. 319556,  donne  pour  réfultat  9.679868  , qui  répond  à 6i*  1 y’. 

640.  Ce  dernier  problème  peut  fe  réfoudre  par  une  feule  proportion  , 

3ue  l’on  trouve  démontrée  dans  plufieurs  Traités  de  Trigonométrie  , 8c 
ont  il  eft  facile  de  calculer  les  termes  par  logarithmes.  Nous  ne  ferons 
que  l’énoncer. 


Digitized  by  Google 


ÎIG. 


Ï2J. 


568  Leçons  Elémentaires 

Le  produit  des  finus  des  côtés  AB  & A C qui  comprennent  l’angli 
cherché  A,  eftau  produit  des  finus  de  ce  qui  relie  de  la  demi-fomme 
des  trois  côtés,  quand  on  en  a faudrait  leparément  ces  mêmes  côtés 
AB  & A C , comme  le  quarré  du  rayon , cft  au  quarré  du  finus  de  la 
moitié  de  l’angle  cherché. 

X I I. 

641 . Etant  donnés  les  trois  angles , trouver  un  côté , A C , par  exemple. 

Ce  problème , réfolu  par  le  triangle  fupplémentaire,  ne  difFéreroit  pas 
du  problème  précédent  : mais  on  peut  aufli  le  réfoudre  par  les  deux  pro- 
portions fui  vantes,  en  fuppofant  que  l’arc  CF  coupe  en  deux  partie* 
égales  l’angle  A CB. 

cot  j ( A-f-B ) : tang  \ (B — A ) : : tang  { C : tang  DCE. 
tang  A : cot  A C D : : R : cof AC. 

La  première  donne  la  valeur  de  l’angle  DCE,  qui  étant  ajouté  à 
l’angle  ACE  fera  connoître  l’angle  A C D : or  celui-ci  une  fois  connu  , 
on  trouve  bien  vite  le  côté  cherché  A C par  la  fécondé  proportion. 

Soit  dohe  A = 6i°  13'  . . . B = 8i°  36'  . . . C = 8i°  4', 
nous  aurons. 

co  Log  cot  •IfA-l-Bj  . . 710  o'  30"  = 0.488439. 
\*ogtdng\  (B  — A)  . . 10  33  30  = 9.171819. 


Logtang±C 41  1 = 9.93967?» 

Log  r<2/2!f  D C E = 9,699941. 


Ainfi  l’angle  formé  par  l’arc  perpendiculaire  & par  celui  qui  coupe 
l’angle  C en  deux  parties  égales,  doit  être  dans  ce  cas,  de  160  3 6'  59''. 
Ajoutant  donc  cette  valeur  à la  moitié  de  l’angle  C,  on  aura  67°  38' 
S 9"  pour  la  valeur  de  l’angle  A C D;  & la  fécondé  proportion  donnera 


co  Log  tang  A . . . 6t°  15'.  =-1.736169. 

Logeât  AC  D.  67°  38' 39"  = 9.614006. 

Log  R = 10. 

Log  cof  AC . = 9.330173. 


Le  côté  A C fera  donc  de  770  3'  18". 

Nous  l’avions  déjà  trouvé  dc77°3'  dans  la  réfolution  du  premier 
problème,  mais  cette  différence  ne  provient  que  des  quantités  négligées 
dans  l’évaluation  des  logarithmes. 

641.  A cette  double  folution  on  pourrait  en  ajouter  une  troificme  , 
déduire  de  la  proportion  fuivantc. 

Le  produit  des  finus  des  angles  A & C cft  au  produit  des  cofinus 
des  deux  relies  que  l’on  trouve  après  avoir  fouftrait  féparément  cha- 
cun de  ces  deux  angles , de  la  demi-fomme  des  trois  angles  , comme  le 
«quarré  du  rayon  cil  au  quarré  du  cofinus  du  demi-côté  A C. 

645. 
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*t  645  * Et  cette  proportion  peut  également  s'appliquer  aux  triangles  rec- 
tilignes , parce  qu’en  fuppofant  les  triangles  (pneriques  bien  petits,  leurs 
côtés  font  des  arcs  infenubles  que  l’on  peut  regarder  comme  des  finus 
ou  des  tangentes  des  angles  oppofés.  Telle  cft  clone  l’analogie  de  la  Tri- 
gonométrie fphérique  avec  la  Trigonométrie  reéliligne,  que  la  plupart 
des  formules  de  la  première  peuvent  être  appliquées  à la  fécondé , par 
Une  fimplc  fubftitutiôn  des  côtés , aux  finus  oti  aux  tangentes  de  cê5 
mêmes  côtés.  > 

Vous  obfcrverez  cependant  que  les  formules  où  11  entre  des  cofî- 
hus  & des  eotangentes,  rte  font  pas  fufccptibles  de  cette  application  J 
& vous  favez  bien  pourquoi. 

644.  La  théorie  que  nous  venons  d’eXpofer,  embrafle  générale- 
ment tous  les  cas  des  triangles  fphériques.  Mais  le  nombre  des  propor- 
tions à retenir,  & celui  des  précautions  qu’il  faut  prendre  fuivant  les 
divers  cas,  n’étant  pas  réduits  au  degré  de  fimplicité  que  l’on  pour- 
rait délirer , plufieurs  Géomètres  ont  travaillé  fuccellivemcnt  à cette 
réduction.  - 

Ncpper,  que  l’invention  des  logarithmes  a rendu  fi  célèbre,  n’a 

t'as  été  le  moins  heureux  dans  cette  recherche.  Deux  feules  proportions 
ui  fuffifoient  pour  réfoudre  prefquc  tous  les  problèmes  de  trigonomé- 
trie fphérique.  On  peut  voir  l’énoncé  de  ces  propofitions  dans  fon  Ou- 
vrage : il  y a cependant  une  multiplicité  de  parties  adjacentes  , & de 
parties  Jéparées  , qui  jointes  à ce  qu'il  appelle  la  partie  moyenne,  en- 
traînent quelque  confufion. 

D'autres  Géomètres  ortt  réduit  toute  cette  théorie  à des  formules 
purement  analytiques  ; mais  quand  même  on  donnerait  la  préférence 
a ccS  méthodes  > on  aurait  bien  de  la  peine  à fe  pafier  entièrement  de 
celle  des  anciens  Géomètres,  à caufe  de  la  clarté  qu’y  répandent  le» 
figures  dont  on  fe  fert. 

Quelques  applications  de  la  Trigonométrie  fphérique. 

64$.  Etant  donnée  la  déclinajfon  d’un  âftrc  , trouver  fon  amplitude 
8c  fon  arc  diurne  pour  un  lieu  dont  la  latitude  cft  connue. 

La  folution  de  ce  problème  fuppofe  quelques  notions  d’Aftronomie  : 
ainfi  tout  Leéleur  qui  n’aura  pas  déjà  ces  notions , peut  palier  au  Cha- 
pitre fuivant. 

Soit  HZ  O la  moitié  du  Méridien  du  lieu  propofé . . . HA  O la  moitié 
de  fon  Horizon  ....  EAQ  la  moitié  de  l’Equateur  ....  Z le 
Zénith  ...  P le  Pôle  Boréal  ...  A le  vrai  point  d'Eft.  . . M N où 
EC  la  déclinaifon  de  l’aftre  dont  il  s’agit...  C M c une  partie  du 
parallèle  que  cet  aftre  doit  parcourir  ...  P M N un  quart  de  cercle 
horaire. 

Cela  pofé,  on  aura  l’arc  A M pour  l’amplitude  ortive , l’afc  M C ou 
N E pour  l’arc  femi-diurne,  & on  connoîtra  dans  le  triangle  reétan- 

A a 


FIG» 
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FIG.  glc  A M N,  le  côté  M N,  l'angle  N & l’angle  obliquç  MAN,  qui 
eft  le  complément  de  la  latitude  donnée. 

Ainfi  pour  connoître  AM  on  fera  la  proportion  fuivante. 

fin  MAN  : fin  MN  : : R : fin  A M j 

& pour  avoir  A N , on  fera  cette  autre  proportion. 

tang  M AN  : tang  M N : : R : fin  A N. 

Appellant  donc  la  latitude  L & la  déclinaifon  D , on  aura  , 

„ . „ fin  D „ . , tang  D _ 

fin  AM  = J . . . . fin  A N = -f — = tang  D tang  L. 

J cof  L 1 tang(9 o°-LJ  6 * 

Ce  qui  donnera  pour  l’amplitude  cherchée  deux  folutions , dont  la  plus 
petite  fera  la  feule  convenable.  On  aura  aulïï  la  valeur  de  AN,  qui 
étant  convertie  en  temps,  à raifon  de  i f°  par  heure  , fera  connoître 
ce  qu’il  faut  ajouter  au  quart  A E de  l’équateur , c’eft-à-dire , à fix 
heures , pour  avoir  la  moitié  du  temps  que  cet  aftrc  doit  paiTer  fur 
l’horizon. 

122.  Si  par  hazard  on  demandoit  l’arc  fcmi-diurne  d’un  aftre  dont  la 
déclinaifon  fût  auftrale  , il  faudroit  alors  fouftraire  A N de  A E , après 
les  avoir  réduits  en  temps. 

EXEMPLE  I. 

La  latitude  de  Paris  eft  de  48°  jo',  & on  demande  quel  doit  être, 
par  rapporta  cette  ville,  l’arc  feini-Jiurne  d’une  étoile  placée  à 1 J® 
de  déclinaifon  auftrale  ? 

Logran^D 15°  = 9. £68673. 


LogtangL 4850=10.058187. 

Logy?/iAN = 9.716960. 


Ce  qui  donne  31°  t } ' 40"  pour  l’arc  AN.  Cet  arc  réduit  en  temps 
vaut  i h 8'  5 5 ",  qu’il  faut  fouftraire  de  fix  heures,  pour  avoir  l’arc 
fcmi-diurne  de  3 h 51'  5";  d’où  on  conclud  qu’une  étoile  placée  à 15“ 
de  déclinaifon  auftrale,  reftc  fur  l’horizon  de  Paris  pendant  7 h 4** 
10".  On  trouvcroit  que  fon  amplitude  eft  de  39°  j6'  36" , vers  le  pôle 
antarâique. 

EXEMPLE  II. 

Quel  eft  le  plus  long  jour  de  l’année  pour  l’horifon  de  Paris,  & com- 
bien ce  jour  dure-t-il  ? Le  plus  long  jour  eft  évidemment  celui  où  le 
Soleil  parcourt  le  Tropique  du  Cancer,  & comme  alors  fa  déclinaifo* 
eft  de  13°  18'  io",  on  a 
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togrun^D  . . . f$°  18'  îo"  = f.6}rfi6t 

l.ogtungL  . . .48  jo  = 10.058187. 

Logyî/zAN  . . . . . , . = 9.6960 13* 

Ce  dernier  logarithme  répond  dans  les  Tables  à 19°  4 6'  35";  ce  qui 
Fait  1 h 59'  6".  Donc  l’arc  femi-diurne  du  Solftice  d’Été  cft  de  7 H 59* 
6";  & par  conféqucnt  le  plus  long  jour  de  l’anncc  pour  l’horizon  de 
Paris  feroit  de  1 y h ç 8 ' n",  fi  la  réfraétion  n’influoit  pas  dans  Fa 
durée.  De  quelle  quantité  y influe-t-cllc  î c’eft  ce  que  nous  allons  exa- 
miner dans  l’exemple  fuivant. 

EXEMPLE  III, 


On  fait  que  la  réfraétion  fait  paroître  à l’horizon  tous  les  aftres  qui 
font  réellement  32.'  id1'  au-delTous,  en  comptant  ces  31'  to"  fur  un 
vertical.  Le  Soleil  paroît  donc  fe  lever , avant  qu’il  ait  atteint  l’hori- 
Zon , & le  foir  on  le  voit  encore , quoique  déjà  au-deffous  de  ce  cer* 
cle.  Il  en  réfulte  par  conféquent  Une  augmentation  quelconque  dans  la 
durée  du  jour.  De  combien  eft-elle  î 

Soit  D m cl  un  demi-cercle  tracé  parallèlement  à l’horizon,  à 31'  I22è 
to"  d’intervalle  : il  cft  clair  qu’auffitôt  que  le  Soleil  eft  parvenu  à ce 
parallèle  en  m,  la  réfraéVion  l’élévera  de  31*  to"  = m r,  & le  fera 
paroître  fur  l’horizon  au  point  r.  Alors  fon  amplitude  apparente  fera 
A r c’eft-à-dire , que  fon  amplitude  vraie  fera  augmentée  de  la  quan- 
tité M r,  en  vertu  de  la  réfraétion. 

D’ailleurs,  puifque  le  Soleil  paroît  être  à l’horizon,  des  qu’il  cft 
tn  m,  l’arc  femi-diurne  eft  repréfenté  par  En;  ainlï  le  prolongement 
du  jour  eft  exprimé  par  N n,  qu’il  s’agit  de  calculer. 

Comme  le  triangle  Mrm  eft  très-petit,  on  peut  le  réfoudre  par  la 

Trigonométrie  rcétiligne , qui  donne  M m = "ÿ-p^Q-  cu/PMO=a 

cofPO.  Sin  MPO  = co/L.  Sin  ang.  hor\ donc  M m=  — — — — - — • 

coJ  L.  fin  ang.  hor . 

On  a d’ailleurs  la  proportion  fuivante  ; 


Mm:  Nn::y?nPM:  1 ::  cofD  : 1 . 


M m 


, m m 

Donc  N n = — = 


m r 


— , — ; formule  qui  fait 

cof  D cofD.  Co/L.  Sin  ang.  non 

connoître  immédiatement  l’effet  de  la  réfraéHon  fur  l’heure  du  lever  Sc 
du  coucher  d’un  aftre  quelconque  , vu  d’une  latitude  quelconque. 

Si  nous  prenons , par  exemple,  le  Soleil  dans  le  Tropique  du  Can- 
cer à ij°  18'  xo"  de  déclinailon,  vu  à la  latitude  de  Paris  , & fi  nous 
faifons  m r=  31' 10"  = 1540'',  nous  aurons  N n = jzox". 

A a ij 
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FIG 

c*w'  Remarque. 

Si  on  imagine  le  petit  arc  vertical  m r prolongé  jufqu’au  Zénith  Z,  8c 
fi  on  mene  le  quart  P m n d’un  cercle  horaire,  on  aura  un  triangle 
fphérique  Z P m , dans  lequel  on  connoîtra  le  côté  Z P , complément 
de  la  latitude , le  côté  P m,  complément  delà  déclinaison,  & le  côté 
Z m qui  eft  de  50°  jz'  zo"* 

D’où  il  fuit  qu’en  réfolvant  ce  triangle  par  le  Problème  XI , on 

fourra  connoître  immédiatement  l’angle  Z P m,  dont  la  mefure  eft 
arc  femi-diurneE  n.  On  pourra  connoître  auiïî  l’angle  PZm  dont  la 
mefure  eft  l’arcr  O,  complément  de  l’amplitude  apparente  A r , ce  qui 
mènera  à une  folution  plus  direde  du  problème  propofé. 

EXEMPLE  IV. 

Etant  données  la  longitude  & la  latitude  de  deux  Villes,  trouver  leur 
plus  courte  diftance. 

Pour  la  connoître , il  faut  mefurer  l’arc  de  grand  cercle  qui  pafle 
par  les  deux  lieux  propofés;  car  on  fait  que  fur  la  furface  d’une  fphére, 
le  plus  court  chemin  d’un  point  à un  autre,  eft  Tare  de  grand  cercle 
qui  paffe  par  ces  deux  points.  . 

U 2 ? , Cela  pofé , foit  P le  pôle  ....  E Q une  portion  de  l’équateur  .... 
P C Q & PBE  deux  quarts  de  cercle  qui  paffent  Tun  par  le  point  C 
& l’autre  par  le  point  B,  que  je  fuppofe  être  les  points  donnés.  Soit 
enfin  B C l’arc  de  grand  cercle  qui  mefure  leur  diftance.  On  connoîtra 
• dans  le  triangle  fphérique  P B C , les  deux  côtés  P B & P C , complé- 
ments refpedifs  des  latitudes  données  ; & l’angle  P dont  la  mefure  eft 
l’arc  EQ,  différence  des  longitudes.  Ainfi  on  connoîtra  BC  par  le 
problème  IX. 

Soit,  par  exemple,  la  latitude  CQ  de  48°  50'  10",  comme  elle 
l’eft  pour  Paris,  & foit  BE  = 4$°  7'  14",  comme  elle  l’cft  pour  Tou- 
lon. Ces  deux  Villes  différent  en  longitude  de  30  36'  35"  : ainfi  l’angle 
CP  B,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe , I’angleEPQeft  de  30  3 6'  33". 

Si  on  fait  le  calcul , on  trouvera  B C = 6°  14' ij",  ce  qui  donne 
pour  la  diftance  de  Paris  à Toulon  , fans  avoir  égard  à la  finuofité  des 
chemins , 178  lieues  de  1000  toifes  chacune  , en  fuppofant  que  le  de- 
gré moyen  du  Méridien  en  France  eft  de  57060  toifes. 

* 

EXEMPLE  V. 

Etant  données l’afcenfion  droite  & la  déclinaifon  d’un  aftre,  déter- 
miner fa  latitude  & fa  longitude. 

Soit  P le  pôle  de  l’équateur  ABC;  foit  N le  pôle  de  l’écliptique 
VI 24..  £ B D;  foit  P MQ  le  cercle  de  déclinaifon , & NM  R le  cercle  de  lati- 
tude qui  paffent  Tun  & l’autre  par  l’aftre  que  je  fuppofe  en  M. 

Le  problème  fc  réduit  à trouver  BR  5c  M R,  étant  donnés  B Q 3c 
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Q M : or  dans  le  triangle  P M N , on  connoît  P M complément  de 
M Q , l'angle  M PN  complément  de  B Q , & le  côté  PN  qui  eft  égal 
à l'obliquité  de  l'écliptique.  Il  eft  donc  bien  facile  de  connoître  le 
troifieme  côté  M N qui  a pour  complément  la  latitude  de  l’aftrc , & 
l’angle  P NM  qui  après  avoir  fouftrait  yo°  , donne  la  longitude  cher- 
chée. 

EXEMPLE  VI. 

Connoi/Tant  la  latitude  d’un  lieu  donné  & la  déclinaifon  d’un  aftre , 
avec  une  hauteur  de  cet  aftre , obfervée  à un  inftant  quelconque , trou- 
ver fon  Azimut,  fa  diftance  au  Méridien,  & l’heure  qu’il  étoit  au  mo- 
ment de  l’obfervation. 

Soit  K le  lieu  de  l’aftre,  quand  on  obferve  dans  fon  parallèle 
CMe;  foit  Z KF  un  vertical,  P K un  cercle  horaire.  On  aura  K F 
pour  la  hauteur  obfervée , & Z K pour  complément.  P K fera  le  com- 
plément de  la  déclinaifon , Z P fera  le  complément  de  la  hauteur  du 
pôle.  Ainfi  on  connoîtra  les  trois  côtés  du  triangle  Z P K ; & par  con- 
fisquent on  pourra  déterminer  l’angle  K Z P , dont  le  fupplément  H F 
fera  l’Azimut  de  l’aftre,  & l’ang\c  ZPK  qui  mefure  la  diftance  de 
l'aftre  au  Méridien  , ou  le  temps  qu’il  emploiera  à y parvenir,  s’il  n’y 
eft  pas  déjà  paffé.  On  aura  donc  par  ce  calcul  & par  celui  de  l’afcenfioit 
droite  du  Soleil,  le  temps  du  paflage  de  l'aftre  par  le  Méridien,  Se  par 
eonféquent  l’heure  vraie  de  l’obfervation. 


A a iij 
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TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES. 


646.  (^}n  appelle  en  général  Serions  coniques  les  fcétions  faire* 
dans  un  cône  par  un  plan. 

Le  cercle , par  exemple , eft  une  fcélion  conique , parce  qu’en  cou- 
pant un  cône  droit  par  un  plan  parallèle  à fa  bafe,  la  fedion  eft  un 
cercle. 

Le  triangle  eft  aufîi  une  Scdipn  conique , puifqu’en  coupant  un 
cône  par  le  fommet,  la  fedion  eft  triangulaire. 

Mais  on  a donné  fpécialement  le  nom  de  Sedions  coniques  à trois 
autres  Sedions  du  cône,  dont  nous  allons  faire  conrioître  l'origine  & 
les  propriétés , apres  avoir  indiqué  la  manière  de  les  traiter  analyti-* 
quement. 


Notions  préliminaires  fur  Vttfagt  de  V Algèbre  dans  la 
defeription  des  Courbes. 

D«s^r  i s ayant  imaginé  d’appliquer  l’Algebre  à la  Géomé- 
trie , on  ne  tarda  pas  à fentir  l’utilité  dont  ces  fortes  d’applications 
pou  voient  être.  Les  Géomètres  qui  fpnt  venus  après  lui,  ont  tellement 
profité  de  cette  découverte,  qu’elle  eft  devenue  à jamais  célébré  par  fa 
grande  fécondité.  Ses  principaux  ufages  confident  dans  des  recherches 
fur  la  théorie  des  courbes,  dont  Tctude  eft  indifpenfable  quand  on 
veut  approfondir  les  fciences  Phyfico- Mathématiques. 

647.  L’objet  de  cette  théorie  eft  d’exprimer  par  des  équations  les  lois 
iuivant  Icfquelles  on  fuppofe  que  des  courbes  données  ont  été  décrites  ; 
Si,  réciproquement,  de  diriger  l'Anatyfte , foit  dahs  la  defeription  des 
courbes  dont  il  a les  équations,  foit  dans  la  recherche  dçs  propriétés 
de  ces  memes  courbes. 

Pour  cela,  on  rapporte  chaque  point  de  la  courbe  que  l’on  veut 
tracer,  à deux  droites,  dont  l’une  s’appelle  la  Ligne  ou  l'Axe  des 
«bfcljfes  4 l'autre  la.  Ligne  pu.  l'Axe  des  ordonnées.  Ou  cherche  eu  fuite 
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le  rapport  qui  fc  trouve  entre  les  abfcifTes  & les  ordonnées , & l'ex- 
prelîion  analytique  de  ce  rapport  donne  l’équation  de  la  courbe. 

C'eft  ainli,  par  exemple  , queyy  = i ax  — **  exprimant  le  rapport 
confiant  d’égalité  entre  le  quarré  de  chaque  ordonnée  du  cercle  , & le 
rcftangle  de  Tes  abfcifTes , on  a dit  (4+4)  que  cette  équation  apparte- 
noit  au  cercle . 

648.  Afin  d'abréger,  on  cft  convenu  d'appellcr  fonction  d'une  quan~ 
tité  toute  exprelTion  algébrique  où  cette  quantité  entre.  Ainfi  on  dit, 
par  exemple,  que  l'équation  au  cercle  exprime  l'égalité  confiante  d'une 
fonélion  de  chaque  ordonnée  ( c’eft  fon  quarré  ) avec  une  fonétion 
de  chaque  abfcifle  correfpondantc  ( c’eft  Ton  produit  par  le  rcflc  du 
diamètre  ). 

On  appelle  en  général  Coordonnées  les  abfcifTes , & les  ordonnées 
correfpondantcs  d'une  courbe  ; & comme  la  longueur  de  ces  lignes 
varie  a chaque  inftant,  on  les  nomme  variables  ou  indéterminées , 
par  oppofition  aux  quantités  confiantes  ou  déterminées. 

Le  point  d’od  l'on  commence  à compter  les  abfcifTes , s'appelle  l'ori- 
gine des  abfcijfes.  On  cft  le  maître  de  la  fuppofer  où  l’on  veut , avanc 
de  chercher  l'équation  des  coordonnées:  mais  fa  pofition  une  fois  dé- 
terminée , il  faut  la  fuppofer  toujours  la  même  dans  les  détails  du  même 
calcul.  Ordinairement  on  met  l'origine  des  abfcifTes  au  fommet,  ou 
au  centre  de  la  courbe. 

Et  comme  en  partant  de  leur  origine  , on  peut  les  prendre  de  deux 
côtés  oppofés  , on  cft  convenu  de  défigner  les  unes  par  le  figne  -+-  , & 
les  autres  par  le  figne  — ; de  maniéré  qu’une  abfcilTc  cft  ccnféc  po - 
Jitive  , lorfqu’elle  eft  fur  la  partie  de  Taxe  que  Ton  regarde  comme  po- 
fitive.  Le  choix  de  cette  partie  eft  abfolument  arbitraire  : mais  quand 
il  eft  une  fois  fait,  on  doit  s’y  tenir. 

64p.  Les  ordonnées  peuvent  être  perpendiculaires  ou  obliques  fur  la 
ligne  des  abfcilTcs  , pourvu  qu'elles  foient  parallèles  entre  elles.  Com- 
munément on  les  fuppofe  perpendiculaires,  & on  en  diftingue  de  po- 
fïtives  & de  négatives,  fuivant  qu’elles  font  d’un  côté  ou  de  l'autre  de 
Taxe  des  abfcifTes.  Quelquefois  cependant  clics  partent  d'un  point  fixe  : 
on  en  verra  des  exemples  dans  la  fuite. 

Cela  pofé,  décrivons  la  courbe  qui  a poux  équation  y1  — t ax  — 
xx.  On  fait  déjà  que  c’eft  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamè- 
tre eft  x a ; mais  quand  même  on  ne  le  fauroit  pas , la  conftruélion 
de  cette  équation  le  feroit  bientôt  connoîtrc. 

Soit  donc  défîgnéc  par  a une  quantité  confiante  que  je  fuppofe 
= y , & foit  menée  une  droite  indéfinie  BD,  fur  laquelle  je  prends 
AD  = 10  = 2 <r,  que  je  divife  en  dix  parties  égales  A 1* , P P Scc.  Soit 
A l’origine  des  abfcifTes,  B D leur  axe,  A D la  direélion  des  pofitives  ; 
AB  fera  donc  celle  des  négatives,  fi  la  courbe  cherchée  en  a.  Soit  me- 
née enfuite  au  point  A la  perpendiculaire  indéfinie  E F,  que  je  prends 
pour  Taxe  des  ordonnées , & dont  je  fuppofe  que  la  partie  pofitivc  cft 
A E.  Soit  enfin  A P = * , & PM=:y. 

A a iv 


t 
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Il  eft  clair  par  l'équation  même.,  y —z t ^ ( ~ax  — x x)  , que 
torique*  = o , onay  = o;  donc  la  courbe  a le  point  A de  com- 
mun avec  la  ligne  des  abfcilfes.  Si  on  fait  x = i , y devient  + 3;  lï 

* = x , y devient  H h 4 ; enforte  que  les  valeurs  correfpondantes  de- 

* & de  y font 

* = o,i,  x,  3 , 4,  y,  6,  7,  8,  9,  10 

y = °»±}»d=4.±:V/ii,±Vri4,±y,±Vi4^rh  /»i,:±;4>±  3,o' 

Or  ces  valeurs  de  y déterminent  la  longueur  d’autant  d’ordonnées  , 

‘ dont  les  extrémités  M font  des  points  de  la  courbe  que  l’on  cherche  ; & 
parce  que  ces  valeurs  font  tout-à-la  fois  polîtives  & négatives , il  eft 
clair  qu’en  menant  du  point  A deux  branches  égales,  dont  l’une  palto 
par  les  points  M qui  font  au-delïus  de  l'axe  des  abfciîTcs , & l'autre  par 
les  points  correlpondants  qui  font  au-deltous,  on  aura  la  courbe  de- 
mandée. 

Quant  à fa  defeription,  elle  fera  d’autant  plus  exaéte,  que  l’on 
multipliera  davantage  les  divifions  de  la  ligne  A D.  C'cft  ainfi  que  l’on 
peut  décrire  une  courbe  en  rapportant  chacun  de  fes  points  M à deux 
lignes  BD,  EF  données  de  polition  : car  fi  l’on  achève  le  parallélo- 
gramme A PM  N,  dont  on  connoît  les  deux  côtés  AP  ou  N M , Sc 
PM,  l’interfedion  de  ces  deux  dernières  lignes  donnera  le  point  M 
de  la  courbe.  On  appelle  ce  parallélogramme , le  parallélogramme  des 
coordonnées. 

Les  valeurs  dey  croiflant  ici  de  plus  en  plus  jufqu’à  un  certain  terme 
qui  eft  5 , & décroiflant  enfuitc  dans  le  même  rapport  jufqu’à  zéro , 
on  doit  conclure  i°,  qu’il  y a une  ordonnée  PM  plus  grande  que  tou- 
tes les  autres;  c’cft  ce  que  l’on  appelle  le  Maximum  de  l’ordonnée.  fLa 
recherche  des  Maximum  8c  des  Minimum  eft  une  des  plus  curicufcs  de 
l'analyfc  ; nous  en  donnerons  quelques  exemples  dans  la  fuitey\ 

On  doit  conclure  i°,  que  la  courbe  qui  a pour  équation  y y =j 
» a * — * * , eft  une  courbe  rentrante  & fermée.  Elle  ne  s’étend  pas  au- 
delà  du  point  A ; car  ators  fes  abfciflcs  étant  négatives,  les  valeurs  de 
y feroient  imaginaires  , ce  qui  indique  qu’il  ne  peut  y avoir  aucune  de 
fes  branches  au-delà  de  l'origine  des  ablcilfcs.  Cherchons  maintenant 
quelques-unes  de  fes  propriétés. 

Du  milieu  C de  la  ligne  A D,  je  mene  des  droites  C M , & j’ai 
autant  de  triangles  reélangles  CP  M , dans  Icfquels  C M*  =t  PM’  + 
CP1  = y1  -+-  a}  — 1 a * -+-  x1  ; donc  puifquc  y1  = 1 a x — x1  , 
on  aura  toujours  CM=ü;  c’eft-à-dire  que  tous  les  points  M font  à 
égale  diftancc  du  centre  C , propriété  diftinélive  de  la  circonférence  du 
cercle. 

D’ailleurs  l’équation  y1  =r  1 a x — * * , donne  x : y : : y : 1 d - x , 
ou-!!-  AP:  PM:  PD;  donc  chaque  perpendiculaire  P M eft  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  fegments  du  diamètre  AD  , autre  pro- 
priété du  cercle. 

Menant  enfuitc  une  corde  A M , on  aura  AM1  = a a x j donc  x ; 


» 
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A M : : A M : i a;  ce  qui  fait  voir  que  dans  la  courbe  demandée  toutes  FIG. 
les  cordes  menées  du  point  A à un  des  points  M font  moyennes  propor- 
tionclles  entre  le  diamètre  A D & le  fegment  correfpondant  A P , ce 
qui  convient  encore  au  cercle. 

Si  l'on  mené  la  corde  M D , on  aura  A M*  -+■  M Dl  = 4 a1  = A D* , 
propriété  du  triangle  reétangle.  Donc  tous  les  angles  AMD  font  droits, 
comme  ils  doivent  l’être  dans  le  cercle. 

Inferivant  le  quadrilatère  A MD  M',  on  trouvera  de  même  que  A M 
xM'D+A  M' x MD=  A Dx  MM’  ( 450  ).  Et  ainfi  des  autres 
propriétés. 

6$  1.  Soit  propofé  maintenant  de  décrire  la  courbe  dont  l’équation 
aux  coordonnées  eft  y1  = a x. 

On  voit  d’abord  que  cette  courbe  doit  couper  la  ligne  des  abfciiles 
à leur  origine , puifqu’cn  fuppofant  x = o , on  a aufli  y = o;  on 
voit  enfuite  qu’elle  doit  avoir  deux  branches  égales,  l’une  pofitive  , 
l’autre  négative.  Ces  branches  s’étendront  à l’infini  en  s’écartant  de 
leur  axe,  a mefurc  que  l’on  fuppofera  des  valeurs  plus  grandes  pour 
x.  Mais  ces  valeurs  doivent  toutes  être  pofitives,  autrement  les  ordon- 
née9  deviendroient  imaginaires.  La  courbe  aura  donc  la  forme  1 20. 
M A M'. 

651.  Soit  aullîyy  r=  x x — a a.  Il  cfl  clair  que  fi  la  courbe  à la- 
quelle appartient  cette  équation , coupe  la  ligne  des  abfcilTes,  ou  ne 
fait  même  que  la  toucher  en  quelques  points,  on  les  déterminera  en 
fuppofant  y = o.  Or  dans  cette  fuppofition  onar=+  a.  Ainfi  en 
prenant  fur  une  droite  indéfinie  B D un  point  A pour  l’origine  des  abf- 
cifles,  & deux  parties  AS,  As  égales  à la  quantité  donnée  a,  la  127» 
courbe  doit  palier  par  les  points  S,  j que  l’on  appelle  fes  Jommcts. 

Pour  connoître  la  direéiion  de  fes  branches , foit  A D le  côté  des 
abfcifies  pofitives  ; on  auta  y = +v  ( x 1 — à1)  V (x  4-  a) 

(x  — a),  ce  qui  donne  deux  branches,  l’une  SM  , l’autre  SM', 
dont  le  cours  s'étendra  à l'infini , tant  que  x fera  plus  grande  que  a.  Si 
elle  étoit  plus  petite  , y feroit  imaginaire;  la  courbe  ne  pafle  donc  pas 
au-delà  du  point  S,  tant  que  l’on  ne  prend  que  des  abfcifl'es  pofitives. 

Suppofons  qu’on  les  prenne  négatives  , l’équation  deviendra  . . . 
y = + V ( — x-k -a)  ( — x—  a ).  Or  tant  que  les  x feront  plus  petites 
que  a , les  valeurs  dey  feront  imaginaires.  Il  n’y  aura  donc  aucune 
partie  dola  courbe  entre  les  points  A Scs. 

Si  x =a , on  trouve  comme  ci-dellus,  y = o : fi  * > a,  alors  y a 
deux  valeurs  réelles,  l’une  pofitive,  l'autre  négative;  & ces  valeurs 
croitfant  de  plus  en  plus,  la  courbe  aura  deux  nouvelles  branches 
oppofées , mais  égales  aux  deux  premières.  L’axe  des  abfcifles  eft  B D , 
celui  des  ordonnées  eft  EF  ; fuppofant  donc  des  valeurs  à x , on 
déterminera  les  y ou  les  PM,  & les  parallélogrammes  des  coordon- 
nées donneront  les  points  M , m &c  , par  lefquels  doit  palier  la  courbe 
demandée.  Nous  aurons  bientôt  occafion  d’examiner  fes  propriétés. 

x ^ 

éjj.Chcrçhonslafiguredelacourbedontl'équationcfty's . 
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Je  prends  BD  pour  la  ligne  des  abfciflcs,  AD  = a pour  la  dircc- 
W*.  tion  des  poïitives  , AB=i  pour  la  direction  des  négatives , le  point 
, j 2 g À^>our  leur  origine , E F pour  l’axe  des  ordonnées , & j’ai  y = x V 

( — ce  qui  donne  t”,  y=o , lorfque  x=o;  la  courbe  doit 


donc  palTer  au  point  A.  t°  , Pour  chaque  valeur  de  x,  je  trouve 
deux  valeurs  de  y.  Il  y a donc  des  ordonnées  poïitives  & des  ordonnées 
négatives.  Relie  à déterminer  les  points  où  elles  céderont  d’être  réelles. 

3°  , Je  prends  donc  x pofitive , mais  moindre  que  uouAD,  & j’ai 
pour  y deux  valeurs  PM,  P M' qui  croilîcnt  de  plus  en  plus,  jufqu’à 
ce  qu’ayant  pris  x = a,  elles  deviennent  infinies;  car  alors  j’ai  y = 

«4-  x ) , luppofant  donc  à l’ordinaire  , que  zéro  exprime 


«me  quantité  infiniment  petite  , ou  que  o = — , y cil  infinie. 


CTeft-à-dire , qu’il  faudrait  prolonger  à l’infini  la  ligne  G H pour  qu’elle 
xcncontrât  les  deux  branches  de  la  courbe. 

654.  On  appelle  Afymptotes  ces  lignes  qui  s’approchant  de  plus  en 
plus  des  branches  d’une  courbe,  ne  peuvent  cependant  les  rencontrer 
jamais. 

4»,  Six>  a,  y devient  imaginaire.  La  courbe  ne  peut  donc  palier 
au-delà  de  GH. 

j°.  Si  x eft  négative,  y a deux  valeurs , pourvu  que  x foit  moin- 
dre que  b.  La  courbe  a donc  aulfi  deux  branches  dans  le  fens  négatif. 

6°  , Six  — b,  onay  = o;  la  courbe  doit  donc  palier  au  point  B. 
Mais  elle  ne  peut  defeendre  plus  bas , puifque  x>  b rend  les  y imagi- 
naires. 


7°,  Faifanty  = o , dans  la  fuppofition  de  x négative  & = b , on  a 
b — x 


■ xx  ( 


) = o ; d’où  l’on  tire  x1  (b  — x ) =.  o , qui 


d —H  x 

donne  x = o , x = o , x -=  b.  La  courbe  paflera  donc  une  fois  au 
point  B , St  deux  fois  au  point  A , ou  elle  formera  un  noeud. 

65  j.  Lorfque  plufieurs  branches  de  la  même  courbe  palTent  par  le 
même  point , ce  point  s’appelle  en  général  point  multiple  , & en  par- 
ticulier, point  double,  triple,  &c  , lorfque  deux  ou  trois  branches 
viennent  s’y  réunir.  L’Algebre  apprend  auflià  difeerner  ces  points  , & 
à connoître  leur  multiplicité. 

1 b X 

8%  Si  é =0,  le  noeud  s’évanouit , & l’équation  y1  = x1  ( ) , 


a — x 


devient  y1  = qui  appartient  à une  courbe  ancienne  , nom- 

mée Ciffdide  , dont  nous  parlerons  bicn-tôr. 

6 $6.  Outre  les  points  multiples , il  y a encore  des  points  d'inflexion 
& des  points  de  rcbroujfcmcnt.  Les  premiers  font  ceux  où  la  courbe. 
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après  avoir  tourné  fa  convexité  dans  un  fens  , commence  à la  tourner 
dans  le  fens  oppofé.  Par  exemple  , la  courbe  MAM' , dont  l'équation 
cft  yJ  = a1  x , a un  point  d’inflexion  en  A. 

Les  points  de  rebrouffement  font  ceux  où  deux  branches  de  la  même 
courbe  fc  touchent,  fans  paffer  au-dyla  du  point  de  contaét.  Voyez  la 
courbe  m Am'  -,  fon  équation  cfty'*  = ax1. 

7.  Si  l'équation  des  coordonnées  eft  du  premier  degré,  elle  ap- 
partient toujours  à une  ligne  droite;  & c’cft  pour  cela  qn'on  défigne  les 
droites  par  le  nom  de  ligues  du  -premier  genre  eu  du  premier  ordre. 

Si  dans  l’équation  des  ceordonnées , il  n'entre  que  desy  y ou  des  x x , 
ou  des  x y,  les  lignes  qu’elle  repréfente,  s’appellent  lignes  infécond 
genre. 

Lorfque  cette  équation  eft  du  troificme  degré , les  lignes  qui  en  ré- 
fultent  font  du  troificme  genre , Sic.  Et  comme  les  lignes  du  fécond  font 
les  courbes  les  plus  Amples,  on  les  appelle  aufli  courbes  du  premier 
genre , enfortc  que  des  lignes  du  troificme  font  des  courbes  du  fécond  ; 
Sc  ainti  de  fuite.  Il  n’y  a que  la  ligne  droite  qui  foit  du  premier  genre. 
II  y en  a quatre'du  fécond;  foixante-douze  du  troificme,  comme  on 
peut  le  voir  dans  les  Opufcules  de  Newton,  (Enumeratio  lincarum 
tertii  ordinis ) , Sa  dans  les  Ouvrages  des  Géomètres  plus  récents . 
Euler,  Cramer,  &c.  Il  y en  a un  bien  plus  grand  nombre  du  qua- 
trième genre,  &c. 

658.  Mais  il  faut  remarquer  que  dans  cette  divifion  des  lignes  en 
différents  ordres,  on  ne  comprend  que  les  courbes  géométriques.  On 
nomme  ainfi  celles  qui  ont  pour  abfciffes  & pour  ordonnées  des  lignes 
droites  dont  le  rapport  peut  être  déterminé  géométriquement.  Ainfi 
une  courbe  qui  auroit  pour  abfciffes  des  arcs  de  cercle  , ou  des  lignes 
droites  égales  à des  finus,  ne  feroit  pas  une  courbe  géométrique.  Ce 
feroit  une  des  courbes  appellées  mécaniques  ou  tran fendantes.  Les  pre- 
mières fe  nomment  auffi  des  courbes  algébriques. 

Or  ce  qui  fait  le  principal  objet  de  l’Analyfc  dans  l'examen  d’une 
courbe,  c’eft  i°,  d’en  trouver  l'équation  , lorfque  la  courbe  eft  don- 
née , ou  de  décrire  la  courbe , fi  on  a déjà  fon  équation  ; x°  , d'en 
déterminer  la  tangente  ; ;°  , d’en  connoître  la  courbure  dans  un  point 
donné  ; 40,  de  chercher  fes  plus  grandes  ou  fes  plus  petites  ordonnées; 
y°  , de  trouver  la  quadrature  exaétc  , fi  elle  en  cft  fufceptible  , ou 
au  moins  fa  quadrature  approchée  ; 6° , de  trouver  fa  rectification,  c’eft- 
à-dirc,  de  détermina  la  longueur  d'une  ligne  droite  égale  à l’un  quel- 
conque de  fes  arcs , &c. 

Le  calcul  algébrique  ordinaire  peut  abfolument  fuflire  pour  toutes 
ces  recherches  ; mais  le  calcul  différentiel  éi  le  calcul  intégral  font  bien 
flus  expéditifs. 


FIG. 
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Origine  des  ScBions  Coniques , &■  leur  Equation 
générale. 

6^9,  Soit  coupé  un  cône  droit  BCD  par  un  plan  quelconque 
A MP  ; on  demande  l’équation  de  la  courbe  MA  m qui  réfulte  de  cette 
Seftion. 

Si  par  le  Commet  B on  fait  paffer  un  plan  BCD  perpendiculaire  fur 
la  baie  du  cône  & fur  le  plan  coupant  AMP,  l’interfeâion  de  ces 
deux  plans  fera  une  droite  A a ; & fi  on  coupe  le  cône  parallèlement 
à la  bafe  par  un  plan  FMG,  on  aura  un  cercle  dont  le  plan  fera  per- 
pendiculaire au,  triangle  BCD,  & dont  l’intcrfcdHon  avec  le  plan 
AMP  fera  une  droite  P M perpendiculaire  aux  droites  A a , F G 
( foi ).  La  ligne  P M fera  donc  une  ordonnée  commune  au  cercle  & a 
la  feétion  M A m. 

Cela  pofé,  foit  A P = x,  P M = y , AB  = c , l’angle  A B a = B i 
l’angle  BAn  = A;  la  propriété  du  cercle  donne  . . . . y y = F P x 
PG.  Pour  trouver  l'cxprellion  analytique  des  lignes  F P & P G , je 
mené  A E parallèle  à C D,  & PK  parallèle  à BD  , l’une  & l’autre  dans 
le  plan  BCD,  ce  qui  donne  . . .AB:  fin  AE  B ::  AE  '.fin  B. 

Or  AEB  = l8o°~~.P  = so°-|B;  donc  fin  AEB  =fin  ('5»o°-iB> 

Z 

= cofij  B , & par  conféquent  A E — — ■ ■■.  D’ailleurs  le  triangle 

COJ  7 D 

A P K donne  . . . fin  A K P : fin  A P K , ou  fin  AEB:  fin  A a E , ou 

x fin  fA-J-B^  , _p 
encore  co/4  B : fin  ( A -h  B j : : X : AK=  J ri„—  > KE 
J coj  j B 


• c fin  B ■ 
pu  PG  = 


•x fin  (A-t-B) 

~of\ B 


Quant  à I’expreffion  de  la  partie  F P , on  x dans  le  triangle  A P F . . . 
: A F P , ou  fin  B F G , ou  fin  B GY , ou  cof{  B:*:  -.fin  A:FP  = 


• donc  y y = [exfin  B-xx  fin  ( A -f-  B J];  équation 
cof  j B 33  cof'i  B 

demandée. 

660.  Maintenant,  il  ne  peut  arriver  que  trois  cas.  1®,  Que  A -4- 
B = 1 8o° , c’cfl-à-dire , que  le  plan  coupant  AMP,  foit  parallèle  au 
côté  B D ; alors  la  fetlion  conique  fe  nomme  Parabole  , & fon  équation 
„ fin  A x fin  B fin ' B ri  x R 

tyy  cof'{  B cof' {B 

(<; 49 j,  ou'y  = -+-  1 fin\BV  c x.  La  parabole  eft  donc  une  courbe 
formée  par  deux  branches  égales  & fcmblablcs  qui  S etendent  à 1 infini  % 
en  s’écartant  de  plus  en  plus  l’onc  de  l'autre. 
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l>6l.  II®  , Si  A B eft  moindre  que  180°  , il  cft  aifé  de  voir  que 
le  plan  AMP  prolongé  doit  rencontrer  l’autre  côté  B D ; ainfi  la  fec- 
tion  conique  qui  en  réfulte , & qui  s'appelle  Ellipfe  , eft  une  courbe 
rentrante  formée  par  deux  branches  égales,  femblables,  & finies  A M a , 

A ma.  Son  équation  cft  y y 3 [c  xfin^  ~ x xfin  ( A -f-  B J ]. 

66 1. 111°  , Si  A B furparte  i8o°,  la  feétion  s’appelle  Hyperbole  , 

^ 

& fon  équation  eft  y y = ^ ( c x fin  B + **tf.iA  -(-B  - 1 8o°> 

n co/4  B 

Or  fi  on  imagine  un  cône  B c d égal  & oppofé  par  le  fommet  au 
cône  droit  B C D , il  eft  clair  que  le  plan  coupant  A MP  prolongé  le 
rencontrera , & que  de  leur  interfedion  réfultera  une  courbe  M'  a m ' 
égale  , feuiblablc  , & oppofée  à la  courbe  inférieure  M'A  m'  ; ou  plu- 
tôt ces  deux  courbes  que  l’on  appelle  Hyperboles  oppofées , ne  feront 
qu’une  feule  & même  courbe  généralement  repréfentée  par  la  même 
équation. 

66  3.  Au  lieu  de  fuppqfer  les  mêmes  fedions  faites  dans  un  cône 
droit , on  eut  pu  les  fuppofer  faites  dans  un  cône  oblique , tel  que 
feroit  par  exemple  le  cône  BCD.fi  l’angle  C n’étoit  pas  égal  à l’angle 
D.  On  eût  alors  trouvé  pour  leur  équation  générale 

yy=Jl~4~ iS  — xxfm(A-ï-B)  }. 

fin  C Jm  D 

Or  cette  équation  a cela  de  commun  avec  la  précédente , qu’elle 
appartient  à une  ellipfe , ou  à une  parabole , ou  à une  hyperbole , 
félon  que  la  fomme  des  angles  A & B cft  moindre  ou  égale  , ou  plus 
grande  que  1 8o°. 

Dans  le  premier  cas,  elle  exprime  un  cercle,  toutes  les  fois  que 
l’angle  A cft  égal  à l’angle  C , ou  à l’angle  D : car  alors  on  a une  des 
deux  équations  fuivantes. 


ex  fin  B 
y = -g-n 

fin  C 


. c x fin  B 

* =7âd" 


qui  font  évidemment  deux  équations  au  cercle  , & qui  font  voir  que 
dans  un  cône  oblique  , on  peut  faire  des  fedions  circulaires  de  deux 
manières  : l’une  en  coupant  le  cône  parallèlement  à fa  bafe , l’autre 
en  le  coupant  par  un  plan  qui  fa(Te  avec  un  des  côtés  du  triangle  par 
l’axe , un  angle  égal  à celui  que  l’autre  côté  du  même  triangle  fait 
avec  fa  bafe. 

Dans  le  troifiemc  cas , où  l’équation  exprime  une  hyperbole , on 

finAfinÇ  A-+-  B-1800  ) 

peut  luppoier  c=o,  & alors  on  a . . y1  = — - - a*. 

fin  C fin  v 

Faifant , pour  abréger , le  coefficient  de  x1  égal  à une  quantité  confi- 


a‘ 

tante  — 
i1 


on  trouve  . ...  y zs  , qui  eft  1 équation  à la  ligne 


I3I® 


*33  • 


13  *• 


• Digitized  by  Google 


3S2  Leçons  Élémentaires 

FIG-  droite;  d’où  on  peut  conclure , ce  qui  d'ailleurs  efl  évident,  que  l'Iiy- 

f»erbole  dégénéré  en  triangle  , lorfquec  = o , c'efl-à-dire , lorfqu* 
e plan  Coupant  pafîe  par  le  fommet  du  cône. 

Pour  ramener  l’équation  des  fcéliont  du  cône  oblique  à celle  des 
fcétions  du  cône  droit , il  fu/fit  de  remarquer  que  dans  celui-ci  on  a 
fin  C x fin  D = cof1  -j  B. 

On  a vu  l’origine  des  trois  fcétions  coniqilcs.  Voici  maintenant  leurs 
principales  propriétés  ; pour  en  limplifier  la  recherche,  nous  fuppofe- 
rons  ces  courbes  décrites  fur  un  plan. 

De  la  Parabole. 

66  4.  L’equation  à cette  courbe  e(l  y y = 4 c x fin'1  { B ; donc 
fi  on  fait  la  quantité  confiante  4 c fin 1 j-  B = p , on  aura  y y ==  p x. 
D’où  il  fuit  que  les  quarrés  def  ordonnées  a la  parabole  font  entre  eux 
comme  leurs  abficijfies. 

En  prenant  donc  une  abfcilfe  double  d’une  autre  , les  quarrés 
confiruits  fur  les  deux  ordonnées  correfpondantcs , feront  dans  le 
rapport  de  i à 1 . 

134*  La  ligne  indéfinie  AL  fe  nomme  l’axe  de  la  parabole , le  point  A en 
eft  le  fommet,  AQ  eft  une  abfcilfe,  MQ  efl  l'ordonnée  correfpon- 
dante  à cette  abfcifle , & la  quantité  confiante  p fe  nomme  le  para- 
métré de  l'axe. 

On  peut  toujours  déterminer  cette  quantité  p par  l’équation  yy~ 
p x , qui  donne  x : y : : y : p.  11  fuffit  pour  cela  , de  prendre  une  abl- 
cilfc  & une  ordonnée  quelconque  ; la  troifiemc  proportionnelle  à ces 
deux  lignes  fera  le  paramétré  d’une  parabole  qui  paflera  par  leurs  ex- 
trémités. 

665.  Si  on  prend  l’abfcifTe  A F = 5 p , le  point  F fera  ce  qu’on  ap- 
pelle le  foyer,  & l’ordonnée  DF  palfant  par  ce  point  aura  pour  ex- 
preffion  V p1  — \ p.  Donc  la  double  ordonnée  D d pajfant  par  le 
foyer  efl  égale  au  paramétré. 

Si  fur  LA  prolongée,  on  prend  AG  = AF  = & fi  par  le 

point  G on  mené  la  ligne  indéfinie  E G c parallèle  à l’ordonnée  M Q , 
cette  ligne  EG  e fe  nomme  direÜrice. 

666.  Or  FM  = 1/  \yy  -+-  ( X — ip)1]=l/[pAt  (x-\pfi  ] 
r=  x = A Q -f-  A G = M H : donc  F M = M H ; donc  la  diftance 
d‘un  point  quelconque  M de  la  parabole  a la  directrice  , efl  égale  à la 
diftance  de  ce  même  point  au  foyer  F : propriété  qui  donne  une  manière 
facile  de  décrire  la  parabole  par  un  mouvement  continu. 

667.  Soit  en  effet  l'équerre  EH  O dont  le  côté  EH  puiffe  fe  mou- 
voir librement  le  long  de  la  direélrice  A G,  & foit  un  fil  O M F égal  en 
longueur  à l'autre  côté  H O ; fi  ayant  fixé  l’une  des  extrémités  de  ce  fil 
au  point  O,  & l’autre  au  foyer  F,  on  approche  l’équerre  de  l’axe, 

Jour  l’en  éloigner  enfuite  en  tenant  toujours  le  fil  tendu  par  le  moyen 
'un  ftile  M qui  defeende  le  long  de  H O j je  dis  que  la  courbe  décrits 
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dans  ce  mouvement  par  le  ftile  M fera  une  parabole  , & que  la  diftancc 
M H à la  directrice  fera  par-tout  égale  a la  diltance  M F au  foyer. 

Rien  n'eft  plus  clair,  puifque  la  partie  MO  étant  commune , & les 
tous  étant  égaux , les  relies  MF  & M H font  néceflairement  égaux. 

668.  Propofons-nous  maintenant  de  mener  par  le  point  donné  M 
fur  la  parabole  A M la  tangente  M T. 

Ayant  imaginé  l’arc  M m infiniment  petit,  fon  prolongement  MmT 
fera  la  tangente  demandée.  Or  fi  on  mène  les  perpendiculaires  MQ, 

'm  q fur  la  directrice , & les  droites  M F , m F au  foyer  F,  enfin  m g pa- 
rallèle à Q q , & fi  on  fuppofe  décrit  du  point  F comme  centre,  & du 
rayon  F m l’arc  infiniment  petit  m r que  l’on  peut  regarder  comme  un 
finus , on  aura  M Q = M F , mq=  m F : donc  M Q — m q , ouMf 
= M F - m F , ouMr.  Les  triangles  rcCtanglcs  Mm  g.  Mm  r font  donc 
égaux  & femblables,&  par  conféquent  l’angle  m M rou  T M F = g Mm 
= QMT  = MTF.  Donc  le  triangle  MTF  efk  ifofeele,  de  par 
conféquent,  fi  on  prend  F T = F M , la  ligne  M T menée  par  les  points 
T & M fera  la  tangente  demandée. 

L’angle  MTF  = LMO  = FMT.  Donc  tous  Us  rayons  lumineux 
ou  fonores  O M parallèles  a l'axe  A P,  doivent  h la  rencontre  de  la  para- 
bole A M , fe  réfléchir  à fon  foyer  F j car  on  fait  que  l’angle  ds  réflexion 
eft  égal  à l’angle  d’incidence. 

669.  Puifque  FM=x-Hî/>,  onaFT  — i/>=AT  = x.  Donc 
la  foutangente  PT  = 1 x.  Donc  la  foutangente  dans  la  parabole  , ejl 
toujours  double  de  l’abfcijfe. 

La  tangente  MT=V’f;>x*+-4**,)=V'  (4  M F x xJ.  Si  on 
men:  la  ligne  MN  perpendiculaire  à la  parabole  , ou  ce  qui  revient  au 

PM*  v x 

même , à fa  tangente  M T au  point  M , on  aura  P N = = ? — 

— \p.  Donc  dans  la  parabole  la  founormale  eft  toujours  égale  à la 
moitié  du  paramétré.  Quant  à la  normale  M N , fon  expreflion  eft  \l 
(p  x-\-^p*)\—  V fM  F xp ).  Elle  eft  donc  moyenne  proportionelle  en- 
tre la  diftancc  du  point  M au  foyer,  & le  paramétré. 

6 70.  Une  ligne  quelconque  MO  parallèle  à l’axe  d’une  parabole  fe  ji/ 
nomme  en  général  un  diamètre.  Le  point  M en  eft  l’origine  ; le  qua- 
druple  de  la  diftancc  de  ce  point  au  foyer  F en  eft  le  paramètre  q ; fes 
ordonnées  font  des  droites  N P parallèles  à la  tangente  en  M , & les 
abfeifles  de  ces  ordonnées  font  les  lignes  M P. 

Pour  trouver  l’équation  aux  coordonnées  du  diamètre  M O , nom- 
mons MP  (x),  PN  (y) , AQ=AT=a,  on  aura  M Q = V a p y 
= p -4-  4 u , M T = V a ^ & fi  on  mène  N L perpendiculaire  à l’axe  , 
es  triangles  femblables  N R L,  M T Q donneront  V a q:  y -+-  V a q:: 


i 


/ a q 


V a r>  : : 1 <z  : R L = — *+■  1 a.  Or  A R = 

y/aq 


MIT  — A T = x - a ; doue  A L = x -+•  a 4- 


ray 


V aq  ’ 


& pur  la  propriété 
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de  la  parabole  ,NLl=/>xAL,ou('  V ap  ^ a?  I1  = ap  -4-  p* 

V aq 

-4-  - ^ y d’où  l °n  tire  en  réduifant , y y — q X , équation  femblablc 

à celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  axes  : d’où  il  faut  conclure 
qu’un  diamètre  quelconque  M O divife  en  deux  également  toutes  les 
ordonnées  N n.  Par  le  moyen  de  ces  principes  , il  elt  facile  de  réfoudre 
les  problèmes  fuivants. 

5*3  4-  671.  I.  L’axe  A L d’une  parabole  étant  donné  avec  fon  paramètre  p, 

trbnver  un  diamètre  M O qui  falfe  avec  fes  ordonnées  un  angle  donné 
M P n = a. 

Le  problème  fe  réduit  à trouver  le  point  Q où  la  perpendiculaire 
M Q rencontre  l’axe.  Soit  donc  AQ  = r,  le  triangle  M T Q donnera 

' 2 x : V P x ••  1 : tang  a • D’où  x — — cot 1 a , & le  paramétré  du 

4 

diamètre  MO,ou5=p-4-4*  ==  ^ ùc  vo*r  <luc  ce Pro“ 

blême  a deux  folutions. 

II.  Le  paramétré  q du  diamètre  M O étant  donné  avec  l’origine  M 
de  ce  diamètre  & l’angle  a qu’il  fait  avec  les  ordonnées , trouver  l’axe 
A L , fon  origine  A & fon  paramètre  p. 

Le  problème  fc  réduit  à trouver  la  dlftance  M Q de  l’axe  au  diamè- 
tre , enfuite  la  diftance  A Q afin  d’avoir  le  fommet  A & le  paramètre 
p.  Or  en  gardant  les  mêmes  dénominations  que  dans  le  problème  précé- 
dent , on  a MQ=  V p x , q=p  -i-  4 x=  J*  . D’où  l’on  tire  p =: 

fin 1 a 

q fin1  a , * = 5 q cof1  a.MQz+i  qfin  a cof  a=+?9  fin  1 a- 
Les  propriétés  de  la  parabole  trouvent  fouvent  leur  application  dans 
les  Arts  & dans  les  Sciences. 


I36. 


De  l'Ellipfe. 

L’Équation  à l’cllipfeeftyy  = t c *fin  %-xxfin  (A  • 


’BJI. 


d’où  il  fuit  qu’à  chaque  abfcilîe  AP  répondent  deux  ordonnées  PM, 
PM'  égales  & oppofées.  Si  l’on  fait  y = o , on  aura  les  deux  points  où 
la  courbe  rencontre  la  ligne  des  abfcifles,  c’eft-à-dire , 1 c grand  axe 
A a.  Le  premier  de  ces  points  eft  en  A,  où  x.  = o;  le  lecond  elt 

en  a , où  * = > expreflion  confiante  que  je  fuppofe  égale 

au  grand  axe  A a.  Soit  donc  le  grand  axe  ss  i a,  8c  on  aura  y y =a 
fin  Afin  (A -4- B)  , 

7TT-7. (ia.X  — XX).  1 

671. 


Digitized  by  Google 


de  Mathématiques. 

671.  La  double  ordonnée  B C b partant  par  le  milieu  C de  Taxe  A a , 
ou  par  le  centre  de  l’ellipfe , fe  nomme  le  petit  axe.  Pour  faire  entrer 
fon  exprertîon  dans  l’équation  à l’ellipfc,  nommons-Ie  t i,  & nous 

,,  fin  A fin  (A  -H  B)  b b 

aurons  b b a a.  D ou  1 on  tire  yy  = — (xax~xx). 

cofi  \ B aa  ' 

Ce  qui  donne  cette  proportion  y y : t a x — xx  : : b b : a <2  ; ou  P M1: 
APxPa::CB‘:CA‘;  c’cft-à-dire  que  dans  l'ellipfe  les  quarrés  des 
ordonnées  au  grand  axe  font  aux  produits  de  leurs  abfcijfcs  , comme 
le  quarré  du  petit  axe  eft  au  quatre  du  grand. 

Si  on  décrit  un  cercle  dont  le  centre  foit  C & le  rayon  C A , on  aura 
PN*=  A P x P a.  Donc  PN  : P M : : a : b : : CB'  : CB. 

Les  ordonnées  de  l'ellipfe  font  donc  proportionelles  aux  ordonnées 
d’un  cercle  décrit  fur  le  grand  axe  ; ce  qui  donne  ur.e  méthode  facile 
de  décrire  une  ellipfe.  Il  fuffit  pour  cela  de  faire  parter  une  courbe 
par  une  fuite  de  points  pris  fur  les  ordonnées  d’un  cercle , coupées 
en  parties  femblables. 

673.  Si  on  eût  compté  les  abfciflcs  du  centre  C , en  faifant  C P = x 

bb  . , , b1  x*  , . , 

on  auroit  euyy  = — (a  a — x x ) = b1  — — — ; équauon  dont  nous 

nous  fervirons  fouvent. 

Si  b étoit  égal  à a , on  auroityy  — a a — xx  équation  au  cercle  ; on 
peut  donc  regarder  un  cercle  comme  une  ellipfe  dont  les  deux  axes 
font  égaux. 

L’équation  y y ses  — ( a a — x x ) donne  x x : bb  — yy  : : aa: 
aa 

b b , ou  MQ1  : B Q x Q b : : C A1  : C B1.  Donc  les  quarrés  des 
ordonnées  au  petit  axe  de  l'ellipfe  font  aux  rectangles  de  leurs  abf- 
sijfes , comme  le  quarré  du  grand  axe  efi  au  quarré  du  petit. 

674.  Si  de  l’une  des  extrémités  B du  petit  axe  & d’un  ravon  B F égal 
au  demi-grand  axe  CA,  on  décrit  un  arc  de  cercle > il  coupera  le 
grand  axe  en  deux  points  F,  /"que  l’on  appelle  Foyers.  La  diftance  C F 
eft  donc  égale  à»/  (a  a-  bb),  d’où  il  fuit  que  A F x F as  (a-  dad-bb) 
(a  ■+■  ÿae-bb)  = b b=  CB*.  Donc  le  petit  dejni-axe  efi  moyen  propor- 
tionel  entre  Us  diftances  de  l'un  des  foyers  aux  deux  Jommets  de 
l'ellipfe. 

b .» 

d7j.  L'ordonnée  DF  partant  par  le  foyer  a pour  exprertion  — , de 

% bb  4 bb 

D d que  l’on  appelle  le  paramétré  p du  grand  axe  = ==  ^ 

Donc  x a:  x b : x bip-,  le  paramétré  eft  donc  une  troifieme  propor- 

tionelU  au  grand  & au  petit  axe.  Par  analogie  à cette  propriété  ^ 

on  appelle  paramétré  du  petit  axe  de  l’ellipfe  une  ligne  q s 

9 y 

troirteme  proportion  elle  au  petit  & au  grand  axe.  ^ 


FIG. 
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Puifque  = p y on  a bb=z\ap  •,  mettant  donc  cette  valeur  dans 

' a 


les  équations  à l'ellipfe  trouvées  ci-deflus  , on  ayy  = p x- 


pxx 

z a 


,& 


y y = (a  a — x x) , félon  que  l’origine  des  abfcifles  eft  à l’un  des 

L CL 

fommets , ou  au  centre. 

676  . Les  lignes  F M ,/M  menées  des  foyers  à un  point  quelconque  de 
l’ellipfe , fe  nomment  Rayons  veéîeurs  , & fuppofant  F C = c , on  a F M 

b1  x1 


— y'  (y  y ■+■ c*  — » c*h-  xx)  — ^ (b1 


-t-a’-A’ 


■t  ex- 


■xx) 


, , , c1**  c Jt  . ex  „ 

~ / (a'  — i c x -4-  ) = a — , & /M  — a -J-  — . Donc 

a1  a a 

/M  + FM  = i j=  Aa;  la  fomme  des  rayons  vecteurs  dans  l'ellipfe 
e/l  donc  toujours  égale  au  grand  axe  , propriété  remarquable  d’où  l'on 
jpeut  déduire  une  autre  maniéré  de  décrire  l’ellipfe. 

Ayant  attaché  à deux  points  fixes  F , /un  fil  F M/plus  grand  que 
F /,  on  tendra  ce  fil  par  le  moyen  d’un  ftyle  M , avec  lequel  on  dé- 
crira autour  des  foyers  F , /une  courbe  qui  fera  une  ellipfe , puifque 
la  fomme  des  rayons  veéîeurs  fera  par-tout  la  même. 

Or  de  cette  defeription  il  fuit  évidemment  que  fur  le  meme  grand 
axe  on  peut  décrire  un  nombre  infini  d’ellipfes,  dont  les  unes  s’approche- 
ront de  plus  en  plus  de  la  figure  du  cercle  circonfcrit;  & ce  feront  celles 
qui  auront  leurs  deux  foyers  plus  proches;  pendant  que  les  autres  s’ap- 
platiront  de  plus  en  plus  dans  le  fens  du  petit  axe  , à mefurc  que  leurs 
foyers  feront  plus  éloignés  : enforte  que  le  cercle  & la  ligne  droite 
font  les  deux  limites  de  toutes  ces  ellipfes. 

1*3*»  677.  Soit  propofé  maintenant  de  mener  par  le  point  donné  M la 

*■  * 1 * tangente  M T. 

Ayant  imaginé  l’arc  M m infiniment  petit , on  mènera  des  foyers  F , 
/les  rayons  veéîeurs  / m , /M  , F m , FM,  & on  décrira  des  centres 
F &/&  des  rayqns  F fyl , fm  les  petits  arcs  M#,  mr,  & on  aura 
fm  + m F = F M + M /,  ou/M  — /m=Mr  = F m — FM  -=  m g : 
donc  les  triangles  reélangles  mMg,  mM.r , font  égaux  & femblables  , 
& par  conféquent  l'angle#  m M ouFm  T,  ouFMTrmMrrLMT. 
Donc  fi  on  prolonge  le  rayon  veétcur  f M , la  ligne  M T qui  divifera 
l’angle  LM  F en  deux  également,  fera  la  tangente  demandée. 

L’angle  LMT  = O M/=  F M T.  Donc  tous  les  rayons  partis  d’un 
Foyer  lumineux  F,  doivent  à la  rencontre  de  l’ellipfe  AM  fc  réfléchir 
à 1 autre  foyer  f. 

61 8.  Si  on  mene  la  normale  M N , l’angle  /M  N fera  égal  à l’angle 
N M F.  On  aura  donc/M  : F M : :/N  : F N , ou/M  -f-  FM  (x  a) 

•;FMfa-.Cij::/N+FNf«cJ;FN=C-  — = c — *+; 
a . ■ . «a  . 

W v» 
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= C’cft  l’cxpref- 


FIG. 


<r  a a • xa 

fion  de  la  founormale  dans  l’ellipfe  , lorfque  l’origine  des  abfcilTes  eft 
au  centre.  Si  elle  étoit  au  fommet,  en  nommant  AP  ÇsQ  , on  auroit 

PN 

a ax  x a 

La  Normale  N.M=  V (y  y -+-  ) = ÿ [ b1  — ^ ( a1 -b1)  ] 

a ♦ a“< 

-l  JC*  * 


La  Soutangente  PT  = 


PM1 

PN 


bb  . . 

— (a  a-  x XJ 
aa 


a a 


bb 
— x 
aa 


_a  a — x x _ x a ç - ç 
* «-Ï 


Donc  CT  = — , ce  qui  donne  cette  proportion;  C P : C A : : C A : 

C T , au  moyen  de  laquelle  il  eft  facile  de  déterminer  le  point  T par  où 
parte  la  tangente  M T.  . 

L’cxpreflion  de  la  tangente  MT  fe  trouve  par  le  moyen  du  triangle 
rettangle  P M T. 

67  9.  Une  droite  quelconque  nCN  qui  partant  par  le  centre  de  l'el-  ~ 
lij)fe  aboutit  aux  deux  points  oppofés  de  cette  courbe,  fc  nomme  *3°* 
diamètre,  &fi  l’on  mené  DCùparallele  à la  tangente  en  N , les  dia- 
mètres DCÙ,  71  C N font  nommés  Conjugués ; les  lignes  comme  MP 
parallèles  à la  tangente  en  N font  les  ordonnées  du  diamètre  C N , & les 
parties  CP  en  font  les  abfcirtcs.  Enfin  le  paramétré  d'un  diamètre  quel- 
conque eft  une  ligne  troifieme  proportionelle  à ce  diamètre  & à fon 
conjugué. 

6S0.  Soient  menées  des  extrémités  D & N les  deux  ordonnées  N Q,. 

D I au  grand  axe  A a , & foit  C Q = x , D I = « ; à caufc  des  triangles 
femblables  DIC  , N Q T , on  aura  NQ1  : QTl  : : D I1:  I C’  , ou 

bb  (aa-xx)*  a 1 

— Ça  a -xxj  : — : : u*  : a a - 

aa  xx  b 


D’où  l’on  tire  a=s 


D X 

— , ce  qui  donne  C Q : DI  : : a : b ; on  trouveroit  de  même  C I : 
a 

N Q:  : a.  b.  Donc  C Q : DI::  Cl:  NQ;  d’où  il  fuit  que  les  trian- 
gles DIC,  C N Q font  égaux  en  furface. 

Donc  1»,  DI1  = = U — NQ1,  ou  DP  -+■ NQ*  = b b. 

a1  a 1 

i°,  C I1  = -£7 NQ1  — a a — CQ1 , ou  CI1  +CQ1  =a\  30  , a 1 

*‘sCI*  -+-  CQ1  -+-  NQ1  -h DI1  = CD1  -3-  CN1  ; c’eft-à-dire 
que  dans  l'cllipfc , la  fomine  des  quarrés  d«  deux  diamètres  conjugué 
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quelconques  eft  toujours  égale  à la  fomme  des  quarrés  des  deux  axes. 

40  , Si  l’on  mené  N D , la  furface  du  triangle  N C D aura  pour  ex- 
prclfion { (D I-J- N Qj  ( Cl ■+- C Q)  — { C 1 x I D — { C Q x N Q= 

iCIxNQ  + iCQxDI  =Kj  NQ>  4--CQ*;  = 

\(-rY. — (ax  — CQl3  -4-  — C Q*)  ={  a b.  Donc  la  furface  du 
bd1  a 

parallélogramme  C DE  N fera  a b , & celle  du  parallélogramme  entier 
FEHG  fera  4 abxx.xaX.ib.  D'où  il  fuit  que  tous  les  parallélogrammes 
circonfcrits  à iellipfe  font  égaux  entre  eux  & au  reélangle  des  deux 
axes. 

681.  Soit  maintenant  le  demi-diametre  CN  = «,  C D = « , l'angle 
CPM  = DC  n = fi  on  aura  i°,  m1  -H  n1  = a 1 -t-  él;  x° , ab  — 
mn  fin  p qui  eft  l'expreflion  de  la  furface  du  parallélogramme  C D N E. 
Or  ces  deux  équations  donnent  immédiatement  les  diamètres  conjugués 
& égaux  de  l'elUpfe  : car  alors  on  a 1 mz  = a1  -4-  b1 , ou  m = 

ï (a1  -f-  b1)  , & fn  p = — X a-—  • Donc  puiiquc  ces  quantités 

font  toujours  réelles,  chaque  ellipfe  doit  avoir  deux  diamètres  ccrtiju- 
gués  égaux. 

Quant  à leiir  pofition , elle  dépend  de  la  valeur  de  C Q ; or  CQ1  -4- 

NQ* , ou  b1  -+■  - — C Q1  = j (V  -t-  b1)  ; donc  C Q = — — , va- 

a1  V i 

leur  indépendante  de  b , 8c  qui  fait  voir  que  l'ordonnée  N Q prolon- 
gée , déterminera  les  diamètres  conjugués  égaux  dans  toutes  les  ellipfcs 
qui  auront  l'axe  A a commun. 

é8i.  Cherchons  à préfent  l’équation  aux  coordonnés  CP,  PM,  & 
faifons  CP=x,  PM=j,  NT  = g>  N Q = r,  QT  = »,  CQ  = t.  Si 
l'on  mène  P K,  MO  perpendiculaires  à l'axe  , A L P perpendiculaire  à 
MO,  on  aura  par  les  triangles  femblables  NQT,  MLP,  ML  = 

PL  s:  \ & les  deux  autres  triangles  C P K,  CNQ  donneront 

9 9 

rx  rx  rx  s y _ „ „ ry  rx 

PK  = — ,CK  = — ; d ou  C O , 8c  MO  = — H . 

q q m 


m 


m 


m 


Or  par  la  propriété  de  l’ellipfe , on  a ^ MO'ea'-C  O1.  Subfti- 

û}  r * s * û}  k* 

tuant  donc  8c  ordonnant , ou  aura  C 1 ) v*  ■+■  ( ri  ) 

b1  q1  /.»' J A» 

%xy 

mq 

û}  /***  s*  û}  r * 

on  aura  f 1 )yx  -4-  (- -4 ) x'  = d1. 

b1  q1  q'-J  blm'  m*y 

Obfcrvons  maintenant  que  lorfquc  x — o,  y s n»  ainfi  le  cocffi- 


r 

a1  r 


+ (jT^  ■+■  &puifquc  — xa’-CQ1  = t s. 
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cient  Je  y * cft  ; lorfqu’au  contraire  y — o,  alors  x = m , d'où  le 

d1  à1  ax 

coefficient  de  x1  eft  — . L’équation  devient  donc  — y*  H x*  = a», 

m * nl  m1 


FIG. 

138. 


qui  donne  y*  s -Ü—  ( m1  — x') , réfultat  parfaitement  conforme  à celui 
ni1 

de  l’équation  aux  axes. 

Il  fuitde-là  que  tout  diamètre  NCs  divife  en  deux  parties  égales 
les  ordonnées  MPw,  & par  conféquent  l’cllipfc  entière.  i° , Qu’un 
diamètre  quelconque  N « cft  divife  en  deux  également  au  centre  C ; 
car  aux  points  N U n on  a x*  = m*  ; d’où  x = -4-  m. 

6 83.  Probl.  I.  Étant  donnés  les  deux  demi-axes  a & b,  trouver  deux 
diamètres  qui  fafTcnt  entre  eux  un  angle  donné  p — DC  n. 

On  am'  + n1  = a*  •+•  bx , m n—  y donc  m'+n'-j-uije 

fin  p 

«a  -+-  b b -f-  -■ ■ a.  , & m1  ■+•  n1  — x m n = a*  -f-  é1  — y donc 

/«P  finp 

*+«  = Vr  fa*  4-  -h  _) , & m — n = f (à1  -k- b1  ) 


fi*  P' 


fin  P 


donc  m = ■£  V fa»  -+-  b1  -h  — — ) -4-  | / fa*-+-i*  — — — ),  lin- 

fin  P fin  P 

j V Uc. 

Il  ne  refte  maintenant  qu’à  déterminer  la  direftion  de  l’un  des  dia- 
mètres, ou  l’angle  ACN  que  j’appelle  c.  Or  le  triangle  CNT  donne 

fin  (P  — c)  : m : : fin  p : C T = ^ =s  Jnfp~^c)  ’ ^ ^ 

C Q = t-ÊL  — il  ; on  a donc  dans  le  triangle  reftangle  C N Q , 
m fin  p 

1 : m : : cof  c : ‘*-'^■1'- — — , qui  donne  m*  cof  cfinp—  à1  fin  ( p-c  ) 
m fin  p 

a1  - mx 

= a1  fin  p cof  c — à1  fin  c coJ  p,  ou  — fin  p cof  c = fin  c cof p { 


j fl*—  JK* 

donc  tangenss — tangp , 

684.  Probl.  1 1.  Les  deux  diamètres  m Un,  6c  l’angle  p qu’ils  font 
entre  eux  étant  donnés , trouver  les  deux  axes  , U leur  direélion. 

Des  équations  m nfin  p a b , &a*-+-i*  = m*-f-«*,on  déduit 
en  faifant  un  calcul  femblable  à celui  du  problème  précédent,  a = 
£ V f/7i*-+-/i*  -t - zm  n fin  p)-\-\  / f m*-+-  n*  — xm  n finp),  & b — 
f V (ni1  -f-  n1  -(-1  mn  finp ) — £ V (mx  ri- (fl*  — 1 m n fin  p ).  L’an- 

Ele  C qui  donne  la  direftion  des  axes  fc  trouve  comme  dans  le  pro- 
lémq  précédent. 

Bbiij 
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De  l'Hypyrbole. 

fin  A 

685.  L’£QUATiONyy=  -—r-\  [cxfinü-l- 
coJ  j B 

fait  voir  que  l’hyperbole  rencontre  fon  axe  A P en  deux  points,  dont  l’un 


c Jm  B 


; ainfi 


eft  en  A,  où*  = o;  l’autre  eft  en  a où  x=z — - _ - 

fm(  A-hB-i8o»; 

en  fuppofant  que  A a foit  égal  à , le  point  a fera 

rr  M 6 fin  é A -f-  B-i  8o°J  r 

à l’hyperbole  oppofée  M'  a ni.  Or  les  points  A,  a Ce  nomment  les 
fominets  de  l’hyperbole,  la  ligne  A a (i  a)  en  eft  l’axe,  fon  milieu  C 

en  eft  le  centre  ; enfin  une  droite  B £ = i C B = z 3 , telle  que  — — 

aa 

fin  A fin  ( A -4-  B — 1 8o°  ) , ,.  . . , 

— — - 'f’~i~% ■ 5 menée  perpendiculairement  a 1 axe , Sc 

partant  par  le  centre  C , fe  nomme  le  fécond  axe. 

• 686.  Les  valeurs  de  b & de  a étant  fubftituées  dans  l’équation  de  l’hy- 
J bb 

perbole , donnent  y y = — ( x a x ■+■  xx  ).  Or  cette  équation  fait 
aa 

voir  que  la  courbe  a deux  branches  AM  & Am  égales  & infinies, 
dans  le  fens  pofitif.  Mais  fi  x eft  négative,  il  n’y  aura-point  de  courbe, 
tant  que  x fera  < z a ; fi  x > z a , les  ordonnées  feront  réelles  , & la 
courbe  aura  deux  autres  branches  qui  s'étendront  à l’infini. 

Or  il  eft  aifé  de  prouver  que  ces  deux  branches  font  égales  à celles 
de  l’hyperbole  pofitive  , M A m.  Car  puifqu’en  apportant  X P ' ( — x)  , 

P'  m'  = P'  M'  (y ) , on  a — yy  = -iax  + xx,  fi  l’on  fai:  a P'=x' , 
bz 

a1  v1 

on  aura  x = z a-f-  , & par  conféqucnt  =x  ax'-i-x'  *'  j équa- 
tion abfolument  femblable  à celle  de  l’hyperbole  M Am. 

687.  Puifque  y y = — ( x ax  4-  xx  ),ona  PMJ  : APxPn  :: 
aa 

CB*  : CA1.  Donc  dans  l'hyperbole  les  quarrés  des  ordonnées  au 
premier  axe  font  aux  reüangles  de  leurs  abfcijjes , ( c’eft  à-dire  des 
diftances  aux  deux  fommets ) , comme  le  quarré  du  fécond  axe  eft  au 
quarré  du  premier. 

Si  on  met  l’origine  des  x au  centre  C , on  aura  C P = x , ce  qui 

donnera  yy— — (xx — a a),  équation  un  peu  plus  fimplc  que  la 
a.  a. 

precedente.  Elle  donne  * * = ~ (bb+yy)  5 donc  fi  on  m^ne  MQ 

bb 
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perpendiculaire  fur  le  petit  axe  CB,  prolongé  s’il  eft  néceffaire  , & FIS. 
fi  on  nomme  les  coordonnées  CQ,  M Q , x & y,  on  aura  MQ‘a 

(b1  -f-CQ1^  , ou  y y = ^ (b  1 -4-  x1)  , pour  l'équation  aux  co- 
ordonnées du  fécond  axe. 


688.  Si  a = b , alors  l’hyperbole  fc  nomme  équilatere , & on  a 
pour  fes  équations  , y y = uï+xx,  y y = x x — a a,  félon 
que  l’origine  des  abfciiles  eft  au  fommet  ou  au  centre  , & l’équation 
au  fécond  axe  devient  alors  ...yy=:iîii+xx. 

685.  Si , ayant  mené  B A , on  prend  de  part  & d’autre  du  centre  C , 

CF  = C/'=BA,  les  points  F , f feront  les  Fcytrs  de  l’hyperbole.  I fy» 
La  double  ordonnée  D d partant  par  l’un  des  foyers , fe  nomme  le  pa- 
ramétré , & les  lignes  F M , f M menées  de  ces  points  à ceux  de  la 
courbe,  fc  nomment  Rayons  vecleurs. 

Cela  pofé  , la  diftance  CF=  V (a  a b b ).  Donc  FAX  F a = . . . 

( \T  ( aa-h  bb  ) — a)  ( vf  (aa  -4-  bb)  •+-  a)  — bb.  Le  fécond  demi-axe 
de  L'hyperbole  eft  donc  moyen  proportioncl  entre  les  deux  diftances  de 
l'un  des  foyers  aux  deux  fommets. 

b • ^ 

L’ordonnée  DF  = — V ( a1  + b1  — a1  ) — — ; donc  le  para- 
it a 

métré  p = D d — = 1^.  Il  eft  donc  troifïeme  proportioncl  an 

a ia 

premier  & au  fécond  axe.  On  appelle  paramétré  du  fécond  axe  une 
ligne  q troifïeme  proportionelle  au  fécond  & au  premier  axe. 

690.  Si  l’on  fait  entrer  l’cxpreflîon  du  paramètre  dans  les  équa- 

« t..  . . bb  , , bb  , . 

tions  a 1 hyperbole  , yy  = — ( 1 a x -j-  xxj  . . .yy  =x  — ( xx  -aa  j , 

aa  aa 

on  aura  yy  = — (iax-{-xx)....yy  — — (xx  — a a).  De  même 
2 a 1 a 

l’équation  yy  = — (bb-i-xx)  qui  convient  au  fécond  axe , fechange 
bb 


•xx  ). 


• 4 b1  1 d 

en  celle-ci . . .y y = • — — (bb  ■+■  xx)  — — ( \ a Pm 

69 1.  Soit  C F = C/=  c , on  aura  FM  = / (yy-i-xX-icx-^-cc  ) 

= -- — a , & /M  = — -t-  a.  Donc  / M - F M = 2 a.  Ainfi  dans 
a a 

l'hyperbole  la  différence  des  rayons  vecteurs  eft  partout  égale  au. 
premier  axe. 

On  tire  de-là  une  maniéré  facile  de  décrire  une  hyperbole  dont  les 
axes  foient  2 fl  8c  1 b.  U faudra  prendre  un  intervalle  F/=  2 y ( aa-t-bbj „ 

B b iv 
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FIG.  & fo  fcrvif  d’une  réglé  /M  O d'autant  plus  longue  que  l’on  Voudra  avoir 
une  plus  gtande  portion  d'hyperbole;  on  en  fixera  une  extrémité  à l’un 
des  foyers , au  point/,  par  exemple,  de  manière  qu’elle  puiffe  tourner 
librement  autour  de  ce  point.  On  prendra  enfuite  un  fil  F M O égal 
en  longueur  à/ M O — % a.  On  fixera  l’une  des  extrémités  de  ce  fil 
au  point  O de  la  réglé , & l’autre  au  foyer  F.  Cela  fait,  on  écartera  la 
règle  de  l’axe  autant  que  le  fil  FM  O pourra  le  permettre  , & on  l'en 
approchera  enfuite , ayant  foin  de  tenir  toujours  ce  fil  tendu  par  le 
moyen  d’un  ftyle  M qui  coule  le  long  de  la  réglé  /M  O.  La  courbe  dé- 
crite dans  ce  mouvement  par  le  ftyle  M , fera  une  branche  hyperbo- 
lique A M , puifque  la  différence  des  rayons  veétcurs  fera  par-tout 
égale  au  premier  axe. 

I40*  Cette  même  propriété  peut  fervir  à mener  la  tangente  MT  en 

Un  point  quelconque  M de  l’hyperbole.  En  effet , fi  l’on  imagine  l’arc 
M m infiniment  petit , en  menant  les  rayons  veéteurs  /M , fm,  FM, 
Fm,on  prouvera,  à peu-près  comme  dans  l'ellipfé  , que  les  angles 
fm  M , M m F font  égaux , & que  par  conféqucnt  fi  l’on  divife  I'an- 
gle/M  F en  deux  également  par  la  ligne  M T , cette  ligne  fera  la  tan- 
gente demandée. 

Cela  pofé , dans  le  triangle  /M  F , on  a . . ./M  : M F : : /T  : F T , 
ou  /M  FM  f—  ) : /M  (a.a.^-—)  s : /T  + ÏT  ( te): 

â.  û 

a a-*- ex  a a _ __  a a 

/T  = = p-  c.  Donc  /T  — c , ou  CT  = — , ce  qui 

xx  * 

donne  cette  proportion  . . . CP:  CA::  CA:  CT,  avec  laquelle 
51  cft  facile  de  trouver  le  point  T , & par  conféquent  de  mèner  la  tan- 
gente M T. 

69 j.  On  peut  remarquer  que  CT  étant  égal  à — , il  eft  toujours 

X 

pofitif  tant  que  * l'eft.  Ainfi  tontes  les  tangentes  à l’hyperbole  cou- 
pent l’axe  en  des  points  T fitués  entre  A & C.  Mais  plus  l’abfciffe  eft 
grande  , plus  la  ligne  C T diminue , enforte  qu’elle  eft  infiniment 
petite  ou  nulle  lorfque  l’abfciffe  eft  infiniment  grande.  D’où  l’on  voit 
qu’on  peut  mener  par  le  centre  C deux  droites  CX  , C*  qui  feront 
les  limites  des  tangentes  de  l’hypCrbole.  Ces  droites , dont  nous  allons 
bientôt  déterminer  la  pofition , s’appellent  les  Afymptotts  de  l'hy- 
perbole. 

6 94.  La  foutangentc  PT  = x — = — — , 8c  la  tangente 

x x 

MT  = /[  — f*.v  — a a ) -h  x x — 1 a1  +—  ] = ...  . . . 
aa  x 1 

V l — -Tt~  £_  x1  — b b—  1 a1  -H  % 1.  Si  l’on  mène  la  normale  MN, 

a*  tcl 
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W 

— (xx—aa) 

•n  aura  la  founormalc  P N = — . - 


FIG. 


bbx 

— - = , « la  nof- 

xx  — aa  aa 


b' 


male  MN  = V'[ H (x1  — a1)  ]. 


69  s-  La  ligne  AT  = «i— CT±=a  — — ; St  fi  l’on  mène  A S 

x 

parallèle  à MP,  on  aura  *— : y A S = 

x . x 

dy  i 

^ a ~by/  ( ___ ^ Or  fi  on  fuppofe  x infinie , la  quantité 
x — a 


7T~  nc  différera  pas  dè  l’unité.  On  aura  donc  alors  A $=i.  D oti 

il  fuit  que  fi  on  mène  AD  Se  Ad  perpendiculaires  à C A Se  égales  cha- 
cune au  demi-petit  axe  6,  les  lignes  CD,  Cd  qui  paieront  par  les 

Joints  D,  d & par  le  centre  C,  feront  les  afymptotes  de  l’hyperbole 
1AM',  & tn  les  prolongeant  eh  fehS  contraire,  clics  feront  celles 
de  l’hyperbole  oppofée, 

Si  l’hyperbole  eft  équilatetf,  l’angle  D C té  fait  par  les  afymptotes 
«ft  (droit.  Car  alors  D A = Arf  = C A. 

L’hyperbple  rapportée  à fes  afymptotes  a beaucoup  de  propriétés  î 
Vbici  les  principales. 

694.  Si  par  uh  point  quelconque  N de  I’afymptote,  on  mené  la  141. 
droite  N n parallèle  à la  ligne  D d,  ou  aura  CA  (a  ):  D A (b) 

Cf  (x)  : NP  = — % Donc  NM=  — —y , & Mas  — -f- y.  Par 
b a a 

eonféqüent  N M x M d =e  - *-  — y1  — bb  = D A*. 


b 1 x 


Puifque  NP1  = ~ , & que  MP‘  = — * — bb,  ôn  adonc 

toujours  NP>-  MP.  La  branche  hyperbolique  ne  peut  donc  ja- 
mais  (c  confondre  avec  fon  afymptote. 

Elle  s’en  approche  cependant  de  plus  en  plus  : car  à mefure  que 

labfcirte  croît , la  différence  de à — bb  devient  moins 

a1  a* 

fenfible  : enfbrte  qu’elle  s’évanouit,  fi  on  fuppofe  * infinie. 

697.  Menons  M Q & A L parallèles  à l’afymptore  C d.  Il  eft  facile  de 
voir  que  les  triangles  DL  A,  LCA  font  ifofcelcs.  Soit  donc  AL 
= DL=t7:...CQ  — *..,QM=y.  Si  on  mène  MK,  parallèle  & 
égale  à C Q,  on  aura , par  les  triangles  femblables  D L A , NQM, 
MK  « j les  proportions  M N ; DA  : ; QM  ; L A , Ma  ; D A ; : 
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FIG.  MK:  DL.  Donc  M n x MN:  DA1:  : QM  X MK:  AL1.  Or 

MsxMN  = DA1.  Donc  x y = m m,  équation  à l'hyperbole  entre  fes 
ajÿmptotes , dans  laquelle  m m = { (a a b b)  eft  ce  qu’on  appelle 
la  puijfance  de  l'hyperbole. 

"1^2.  698.  Si  deux  parallèles  F/,  G g terminées  aux  afymptotes  coupent 

une  hyperbole  aux  points  m,  h , p , K , on  aura  G^x p g = F m x 
m f Car  fi  l’on  mene  M m N , V p Q perpendiculaires  à l’axe , on  aura 
F m : Mm::  G p :P  p } mf  : m N : : p g : p Q.  Donc  Fm  x mf:  M m 
Y.  m N : : GpX.pgxVpx.pQ.  Or  (696)  P p x p Q = b b 
M m x m N.  Donc  F m X mf  = G p x p g.  On  a donc  aulïi  KjxKG 
— fh  x h F. 

699.  Si  l’on  fuppofe  que  les  points  p , K coincident  en  un  fcul  point 
D,  la  ligne  T*D  rfera  tangente  au  point  D , & on  aura  F m X m/= 
Dr  xDT  &/A  x A F = D t x DT  = F m X mf-,  don  cfh(hm-+- 
m F j = F«  (mh-\-  h /;  donc/A  = F m , 8c  par  confequent  T D 
= D r.  Or  fi  l’on  mene  D E parallèle  à C r , ou  ordonnée  à l’afymptotê 
CT,  les  triangles  femblables  TDE,TtC,  donneront  TE=EC. 
Donc  pour  mener  fur  l’hyperbole  une  tangente  en  un  point  D , corref- 
pondant  à l’ordonnée  DE  , il  faut  prendre  ET  = EC , & mener  par  le 
point  T , la  tangente  T D r. 

700.  Puifqu’on  a toujours  fh  = F m , de  quelque  maniéré  que  1 on 
mène  la  droite  F f,  les  deux  parties  Vm^fh  interceptées  entre  la  courbe 
& les  afymptotes , feront  toujours  égale* 

On  tire  de  là  une  maniéré  facile  de  décrire  uneliyperbole  entre  deux 
afymptotes  données  CT,  C £ & qui  parte  par  un  point  donné  m. 

On  mènera  par  ce  point  les  droites  F/,  MN  , &c.  on  prendra  fh 
r=F  m,  nN  = Mm,  &c;  & les  points  n , A,  &c.  feront  à l’hyper- 
bole. 

701.  Selon  ce  que  nous  avons  vu  (699  ) , une  tangente  T M r termi- 
née aux  afymptotes  eft  divifée  en  deux  egalement  au  point  de  contaét 
M.  Or  fi  l’on  mene  MCM',  cette  ligne  fc  nomme  un  diamètre  ; la 
tangente  T M r en  eft  le  diamètre  conjugué.  Scs  ordonnées  font  des 
droites  m Q m'  parallèles  au  diamètre  conjugué  T M r ou  D C d , & le 
paramétré  d’un  diamètre  quelconque  eft  une  ligne  troifieme  propor- 
tionelle  à ce  diamètre  & à fon  conjugué.  On  nomme  encore  premier 
diamètre  la  ligne  MCM'  = iCM,  & fécond  diamètre  la  ligneT  M r 

’ = iTM=DCé=iDC. 

70a.  Cela  pofé,  il  eft  facile  de  voir  qu’un  diamètre  divife  toutes  fes 
ordonnées  en  deux  parties  égales.  Car  NQ:Q»::TM:M(,  & N71 
r =mn.  Soit  donc  CM  = m . ..CD  = MT  = n ...  C Q = x , 

Q m = y , on  aura  m : n : : x : NQ==  — , Or  N m x m n -—TM1. 

v TJl 

Donc  n'~  = — — ( x 1 — m1),  équation  fembla- 

m'-  m.1 

blc  à celle  des  coordonnées  au  premier  axe. 
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Cette  équation  donne  x1  = — (y1  -f-  ri1  ).  Donc  fi  on  fait  C/>=  x. 


m 


p m=y , on  aura  y y=  — (xl  + n1),  pour  l’équation 'aux  coor- 
données du  fécond  diamètre  CD;  & on  voir  bien  l’analogie  que  cette 
équation  a avec  celle  des  coordonnées  au  fécond  axe. 

70;.  Soit  maintenante  CA  le  premier  axe  de  l'hyperbole  , Sc  fuppo- 
ions  que  B A rcuréfentc  la  moitié  du  fécond;  fi  on  mène  DE.TG,  *43" 
M P K perpendiculaires  à cet  axe,  & ML,  t K qui  lui  foient  parallè- 
les , les  triangles  MTL,  MrK,  CD  F.  feront  égaux  & femblables.  Or 
fi  l’on  nomme  CP  (u) . . . PM  (%)...  CE  = t K = ML  = r... 

MK  = DE  = TL=r,  Sc  comme  auparavant CM('mJ....TM 
( u ) ....CAfaJ....  AB  (b) , on  aura  TG  = } + CG  = « 

-4-  r:  : b : a,  Sc  par  conféquept  a ç -t-  as  = bu 

-*-br-,  d'ailleurs  TL  (s):  UL(r):  : MP  Cl  ) : PS  ; & PS 

h*  — à1  «fl?r  rr  _ aasr  r n.  * 

= = . Donc  r — 1 ; iublti tuant  cette  va- 

* - • fi  •* 


leur  dans  l’équation  a ç -+■  a s = b u -I-  b r on  a (A  u — a s) (bu — aç) 
= o.  Or  A u — a ç ne  peut  fe  réduire  à zéro  ; il  faut  donc  que  b u — a s 
— o.  Donc  a j,  & par  conféquent  a r = A r.  On  a donc  CP: 
DE::  a:  A::  CE:  MP. 

704.  Donc  i°;  les  triangles  CED,  CMP  font  égaux  en  furface. 
z0.  Si  l’on  mené  DM,  on  aura  D MC,  ou  \ CDTM  = le  trapèze 

DEMI>=f,+tj  ( *-=-r)  = “ + “j i CXX1S  = 

su  — rr  b a bbuu-aarx  a*  b*  , , 

î — — uu U— = ={abi 

z z a zb  z a b z a b 

donc  le parallélogramme  TT'  conftruitfur  les  diamètres  conjugués  eft 
égal  au  rectangle  des  axes. 

b A1 

30.  D E = — CP.  Donc  DE>= C P1  = A1  -t-  P XL1 , St 

a a 1 

DE1  — PM1  = A1.  40.  CE  = 4-MP,  & CE1  MP1  = 

CP1  — tP.DoncCP1  — CE1=tf\  t».  a1  — b1—  CPl  + PM'- 
DE‘  — C E1  = C M1  — C D*.  La  différence  des  quarrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  eft  donc  égale  a la  dffen  nce  des  quarrés  des  deux  axes. 
D’où  il  fuit  que  dans  l’hyperbole  équilatcrc  un  diamètre  quelconque 
eft  égal  au  diamètre  conjugué. 

70} . Soit  p l’angle  D C M compris  par  les  deux  diamètres  conjugués 
on  aura  les  deux  équations  m n fin  p — a A,  m'  — h1  — a1  — A1  , 
par  le  moyen  Hefquellts  on  peut  réfoudre  le*  deux  problèmes  fuivants. 
Pkobl.  1.  Etant  donné*  les  deux  axes  a Scb  d’une  hyperbole , trou- 
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ver  Jeux  diamètres  conjugués  qui  fartent  entre  eux  un  angle  donné p. 
Les  équations  précédentes  donnent 

*^[*  <«*-**;+ «►.£!*;  j 

4 fln  P 

f gf1  mm  À*  /S1  A1 

n=*V[\(h'-a')  + VC~ LL+±-L)l 

4 fin  P 

II  tit  rdite  donc  plus  qu’à  trouver  là  dire&ion  dé  l’un  de  ces  diamètres, 
ou  l'angle  M C P que  j’appellerai  c.  Or  dans  le  triangle  C M P , on  a . . . 

i : m : : fin  c : P M = mfin  e.  Donc  C E = , & dans  le 

b « 

triangle  DCE,  on  a . . . i:  ri:  : cof(p-+-  C ) : D’où  l’on 

b 

. am  r , , « , b n cofp 

«re  — - Jmc ^ cof p coJ  e — < fin p fine , & tang  c = ■ - 

bn  flffi-f*  bnjinp 

b*  mnfinp 

*=  P>  P«cc  loe  * = ““ —• 

Probl.  1 1.  Étant  donnés  les  diamètres  conjugués  m 8c  n d’une  hy- 
perbole , & l’angle  p qu’Bs  font  entre  eax  , trouver  les  deux  axes  8c 
leur  direction. 

On  a d’abord , 

f=v/  [\(m'-n')-*-\y'(m*  + i m n1  -+-  «♦  -4  m1  «l  cof' p)] 

L=  «*,)■♦" T v'fO”1 -*-»1  Z—'  4»1  >it  c°fl  P )]• 


V((jn'  +«lJ1-4m1  nt  cof 1 p ) ]. 


On  a enfuite , 


$ f = ^ CK «’■  — > m'  ) -4-  j V ( ( m'  -f- n*  ; 1 — 4 m1  n1  ro/V  ; ] 

n*;*-4-4«*  n' fin' p)}. 

On  a enfin  la  direction  des  axes , ou  l’angle  c comme  dans  le  pro- 
blème précédent. 

Mais  il  eft  plus  (impie  de  fe  fervir  des  afymptotes.  Par  l'extrémité  M 
du  premier  diamètre  C M on  mènera  TMt  qui  farte  avec  M Q l’angle 
T MQ  = p , & ayant  pris  TMsM(  = »,  on  mènera  C T , C f. 
Alors  fi  on  divife  l’angle  T C t en  deux  également  par  la  ligne  C A , 
on  aura  la  direction  du  premier  axe. 
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De  la  Quadrature  des  Serions  Coniques. 


70 é.T-J  a Quadrature  cxaéte  de  la  plupart  des  cfpaces  curvilignes 
étant  fort  difficile  à trouver,  (û  même  elle  n’eft  pas  quelquefois  impof- 
(îble , comme  quelques  Auteurs  l’ont  penfé J,ona  cherché  leur  qua- 
drature approchée.  Les  fériés  ont  été  d’un  grand  ufage  dans  cette  re- 
cherche ; & c’eft  pour  pouvoir  nous  en  fervir,  que  nous  ajouterons 
quelque  chofe  à ce  qui  en  a été  dit  dans  les  Éléments  d’ Algèbre. 

707.  On  appelle  Terme  général  d’une  férié,  l’expreffion  algébrique 

2ui  donne  chaque  terme  de  cette  férié,  par  la  (impie  fubftitution 
e la  lettre  n , par  laquelle  on  repréfente  tel  nombre  de  termes  que 
l'on  veut.  Par  exemple , le  terme  général  de  la  férié  x . 6 . a i . y i . 
i oj.  &c.  eft  n*  — -+•  n , parce  qu’en  faifant  «3=i,ou==z,o« 

an  j , &c , on  a immédiatement  les  termes  t , 6,  z x , &c. 

7O8.  On  appelle  Somme  générale,  ou  Terme  fommatoire  d'une  fé- 
rié, l’expreffion  qui  donne  généralement  la  fomme  d’un  nombre  quel- 
conque de  fes  termes.  Par  exemple  , eft  le  terme  fomma- 

?— 1 * 

toirc  de  toute  progreffion  géométrique  dont  on  connoît  le  premier 
terme  a , le  quotient  q , & le  nombre  n des  termes  ( 1 f i). 

70 9.  Or  la  fomme  générale  S d’une  férié  étant  donnée,  il  eft  aile 
d’en  trouver  le  terme  général  T.  Car  fi  dans  cette  fomme  on  fubftitue 
n — lin,  on  aura  celle  de  tous  les  termes  de  la  férié  jufiqu’à  celui 
dont  le  rang  eft  n — 1 , inclufivement.  Donc  fi  on  fouftrait  cette  fom- 
me que  j’appelle  s de  la  fomme  générale  S , on  aura  le  terme  géné- 


ral T = S — s.  Par  exemple  , fi  S = 
fi  on  fuppofe  S 


os  aura  T Je 


aq*  — - a 
q—l 


, on  trouvera  T ==  a qn 


710.  Mais  il  n'eft  pas  à beaucoup  prèsanffi  facile  de  trouver  la  fom- 
me générale  , quana  oa  connoît  le  terme  général.  Voici  comment  on 
peut  réfoudre  cc  problème  dans  un  cas  allez  étendu  dont  nous  aurons 
befoin.  , 

Soir  T une  fon&ion  quelconque  ration eile  du  nombre  «des  termes 
ouT=«B"+i  *”-«  -f-  &c -+-«;•!  s’agit  de  trouver  la  fom- 

me S de  cette  férié. 


Pour  cela  je  fuppofe  que 


S “An"+  1 -+■  Bnm -h C nm~‘ 

& fubftituant  n - x au  Lieu  de  s,  je  trouve  qu« 


■R* 
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S = 1 


FIG-  [An”+'-A.m+i.n"'+{Ajn.m+i.n’”-'-  , 

1 • 5 &c 

-f-B/z*"  — Bm /z'7!-1  -4-iB.OT.m-  r.rz'7'- 1 — &c 

-4-  C/zm  * 1 — C.ot-  î . nm  ~1  4-&c 

4-  D.  n?-1  — &c 

Donc  S— s s,  ou  anm  -4-  bnm - 1 •+■  c nm~1  -+-  &c 


[A.OT-M.nm-{  A.»ww4-i.Bw:,-t-iA.  — j~  1>w-” &c 


Bot 


î 

i B . OT  . OT  - I 

4-  C .ot  - 1 


&c 

&c 


Et  comparant  les  termes  correfpondants , on  aura  A = 


ot4-  i 

b c 

B = ï i H . • . C= h { é 4-  vr ■ am , Sec  , ce  qui 

OT  OT  - I J 

donne 

S = nm  ■*" 1 4-  ( H { <*  J nm  -+-  ( h-  ÿ £ 4*  ti  a m) 

m 4-1  ot  ot  - i 

nm  . i 4_ 


Ex.  I.  On  demande  la  fomme  de  la  férié  i . $ . 4 , dont  le 

terme  général  eH  n. 

Cette  application  de  la  formule  donne  . . . a = 1 . . . m = I . . . 
i = o...(xo.  Donc  S=i»I4-j«  = j«fii4-i  ) ("n0.  117  ). 

E x.  1 1.  On  demande  la  fomme  de  la  férié  1 . 4.  $.  1 6 . ay  . . . . 
dont  le  terme  général  nl  donne  m = z. 

Puifque  a = 1 , i = o , c = o,  &c , on  a S = y n5  4-  i n1  -t-  3 «. 
71 1.  En  général,  loit  la  férié  i*  . xm  . 3"1 . 4'"  . j"1 . &c  , dont  le 

terme  général  eft  nm , on  aura  la  fomme  S = — - — nm  "*■ 1 4-  7 nm  4- 

772  -f-  I 

ot  nm  -I  4-  Scc.  Or  fi  on  fuppofe  n infini  , alors  nm , nm  • 1 &c.  fe- 
ront infiniment  petits  par  rapport  à nm’*‘  1 , 8c  par  conféquent  fi  on  né- 
glige tous  ces  termes,  on  aura  \m  4-  im  4-  Jm  4-  4'”  4-  $m  4-  . • • 

jgfll  •+>  I • . . 

-4 - nm  = Mais  pour  que  cette  formule  ait  lieu , il  faut  ob- 

OT  4-  I 

ferver  t°  , que  n doit  être  fuppofé  infini.  1°  Que  m doit  êtrepofitif. 
Car  s’il  étoit  négatif,  la  fomme  [croit  finie , excepté  le  cas  où  ot  = - 1 . 
144,.  71»-  H n’eft  pas  difficile  maintenant  de  trouver  par  approximation 

la  quadrature  de  l’efpace  circulaire  C B M P compris  entre  le  rayon 
CB,  l’ordonnée  MP  parallèle  à ce  rayon,  l’arc  B IM  , & l’abfcifTe 
CP=x  fi  on  le  décompofc  en  reélanglcs  C k,q  f,  Scc.  qui  aient  des  bafes 
égales  & infiniment  petites  Cf,  qgy  &c,  & fi  on  fait  le  rayon=u ...  Cf,  ou 
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qg,  ou  &c.=e,  on  aura  c V (aa — ee  ) pour  I’exprclfion  du  petit  reûangle  FIG.  ' 
C A ; e v (a  a — 4 e e)  fera  celle  du  fuivant.  e / (a  a — 9 e e)  celle  du 
troifiemc  , & ainfi  de  fuite.  Donc  la  fomme  de  tous  ces  rcétangles  , ou 
l’efpace  CB  MP  = ey/(aa-ee)-+-e  V (aa-^ee)-i-ey'(aa-ÿee) 

-+-  e V (a  a - 1 6 ee)-+-  &c. 

Et  lî  on  développe  toutes  ces  cxpreflions , on  aura  C B M P =s 

0.  gi 

a e('i4-i-HiH-i-Jri4-&c.>) (V  -+-  iJ  4-  31  4-  41  4-jl4-&C.) 

ta 


16a 5' 


( l *4- 1 ff4-  3 *4-  4 tf-+"  8cc.) 


8a! 

— — — (V  4-  t*4-  3®  •+•  +8  4-  J8  4-&c.) — &c. 
n8a7 

Or  le  nombre  des  re&angles  qui  compofent  l’efpace  cherché , ou  le 
nombre  n des  termes  de  ces  fuites  de  nombres  , eft  la  quantité 

X 

infiniment  grande  — . Donc  puifque  n étant  infini , on  a générale- 


71^  * f . 

ment pour  la  fomme  de  la  férié  \m  ■ 


m -t-  > 
nm  , on  aura  d’abord 


4-  3"  4-  4" 


1 + 1 + 1 + 1 + &C.  . . . 4-  ( — )°  = Z. 

e e 

On  aura  enfuite  ...... 

i1-i-ll4-314-4l  + î1...4-('—  T J’  = —.  .. 


3«‘ 


4-  i4  4-  34  4-  &c. 


4-  ( — )*  = — > &c.  Donc 

x? 


x^ 

l’efpace  cherché  CBMP=ax — . — — 

6a  40 aî  111 a4 


S*’ 


1 1 jta7 


— Scc  , férié  convergente  , & qui  ne  renferme  que  des  quantités  finies. 

7 1 3 . Si  on  fait  dans  cette  fuite  x = a , on  aura  le  tjuart  de  cercle 
A M B C : mais  fi  de  l’efpace  C B M P on  retranche  le  triangle  CMP 
x 

= — v'  (a1  — x1) , on  aura  le  feéleur  BMC;  enfin  fi  on  divife 
z 

l’exprcffion  de  ce  feéleur  par  { a , le  quorient  fera  l’arc  B M , exprimé 

X*  2 X* 

par  la  ferie  . . . x 4 H 1-  &c , qu’il  eft  aifé  d« 

1.5a*  l . 4*  J a* 

rapporter  à celle  que  nous  avions  déjà  trouvée  ($67). 

y 14.  Soit  maintenant  l’efpace  elliptique  C B M P compris  entre  le  . < - 
petit  demi-axe  CB  = s , l’ordonnée  M Px  y , l’abfdflc  CP  = **** 
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£ 

& l’arc  elliptique  MB;  pmfqu’on  *y  = — y'  (a  a — xx  ) , en  raî- 

a b 

fonnant  comme  pour  le  cercle , on  trouvera  que  cet  efpace  = 

a 

xi  « • • 

( a x—  — — &c  ).  Or  fi  on  décrit  une  demi  - circonférence 

6a  40a’ 

A N B'  a dont  le  rayon  foit  a , on  aura  l’efpacc  C B1  N P = a * — 

— — &c.  Donc  CBMP:CB'NP::l:a::AMP:ANP; 

6a  40 a1 

d’où  il  fuit  que  la  furface  de  l’elliple  eft  à celle  du  cercle  conftruit  fur 
fon  grand  axe  : : b : a.  Or  la  furface  de  ce  cercle  = a1  x,  en  fuppofant 
le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  : : 1 : x.  Donc  la  furface 
de  l’cilipfc  entière  = a b * , c’cft-à-dire  , eft  égale  à la  furface  d'un 
cercle  dont  le  diamètre  feroit  moyen  proportionel  entre  les  axes  de 
l’ellipfc. 

On  voit  aulfi  qu'un  fcélcur  quelconque  SAM  eft  au  feéleur  circiH 
laire  correfpondant  SAN  : : b : a , puiiquc  les  triangles  S P M. , S N P 
font  entre  eux  ::PM:PN:  :i:a. 

71  y.  Propofons-uous  maintenant  de  quarrer  l’efpacc  parabolique 
ÀMP. 

Si  on  nomme  AP  (x),  PM  (y),  le  paramétré  ( p ) , e une 
portion  infiniment  petite  de  l'abfciflc  AP  , on  trouvera  par  le  même 
raifonnement  que  ci-defius,  l'efpace  APM=tv^;<  + «/  i p e-h 

L L L 

tV  3P  e-f-e  V 4 p e . . e V p x=  e V p c[\  ‘+t'+5‘  + 
c c 


= = Donc  l'efpace  parabolique  AMP  eft  les  deux 

tiers  du  re<ft  angle  circonfcrit  APMN,  & par  conféquent  l’efpace 
A M N en  eft  le  tiers. 

M7*  716.  Il  nous  refte  à trouver  la  quadrature  de  l'hyperbole.  Or  fi  on 

rapporte  les  coordonnées  C P,  P M (x , au  fécond  axe  C B , on  aura 

y ==  — y/  ( bb  x x),  &çn  faifant  le  même  calcul  que  dans  le  cer- 
b 

a x*  x* 

cle , on  trouvera  que  l’efpace  A C P M = — (bx+  — — — ^ ■+* 

-X  ^ — Sec ).  Il  eft  donc  facile  d'avoir  l’efpace  AMQ. 

7 17.  Si  l’hyperbole  eft  équilatere,  alors  b = a , & la  /éric  que 

x* 

Ton  vient  de  calculer  fc  réduit  ïbx-\ — — ; — H Sec.  Il  y a donc 

fb  40 b1 

la  même  analogie  entre  l'hyperbole  équilatere  8c  une  hyperbole  quel- 
1 conque  » 
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conque,  qu’enire  le  cercle  & l’ellipfe.  Enforre  que  fi  on  avoir  la  qua-  ç pp 
drature  d'une  feule  hyperbole,  on  auroit  aufli-tôr  celle  de  toutes  les 
autres. 

718.  Soit  à préfent  C Q l’afymptore  de  l’hyperbole  AM,CD‘=:  148. 
A D1  = m}  fa  puillance , MP  ilne  ordonnée  y à l’afymptote  C Q , ou 
une  parallèle  à l'autre  afymptote  C O , il  s'agit  de  trouver  la  quadra- 
ture de  l’efpace  afympratique  A D M 1? , en  fuppofant  d'abord  que 
l'angle  fait  par  les  afymptotes  eft  droit. 

Je  fais  DP=*,  & j’imagine  l’efpace  A D M P décompofé  en  une 
infinité  de  petits  rectangles  dont  les  bafes  foient  des  portions  infiniment 
petites  & égales  de  l’abfcilTe  x.  En  nommant  e l'une  de  ces  petites  por- 
tions , l’ordonnée  correfpondantc  à la  première  au  point  D fera 

— , & le  premier  reélanele  aura  pour  exprelfion  — . le  fc- 
m-he  r a 1 1 m-+~e 

t ni1  1 

cond  , &c.  Donc  l'elpace  A D M P = e mx  [ -H 

m 4-  1 e m -h  e 

H - •+•  &c  ].  Et  fi  on  réduit  en  fériés  toutes  ces» 

m -t-  % e m-H}e 

fraélions  , on  aura  ADMP  = tm(i  + ] + i -f-  1 1 -+•  8ccJ. 

X 

— el(  1 -4-  n-  j 4 -|_  &c.  . . . H )-\r  — (V-J-i1 -f- 3» -f. 

e m 


+1  -t-  î1  -f-  6Z  . . . -| ) — &c.  — e m X e1  x 

« 1 e iex 


ei  e * 

H x — 


m 


tm 


je> 


4e 


-f-  &c.  =3  m1  C h 


-+-  Scc.  = m x — h 

♦ a 

x* 


x * 


2 m- 


3 m 1 


4 m* 


3 m 4 rnx 
-4-  &c. J =s 


mz  log.  (l  -f-  — ) = m1  log.  m — ■ 

771  771 


-,  Donc  fi  on  fait  C P = ç , 


l’efpace  A D M P fera  égal  à m 1 log.  S-  ; & fi  l’angle  fait  par  les 

771 

afymptotes  , au  lieu  d’être  droit,  étoit  en  général  a , on  auroit  A D M P 

r 

= m1  fin  a log.  —, 

771 

719.  Si  l’hyperbole  eft  équilatere  , & fi  la  puiflance=T  , alors 
l’efp^cc  ADP  M=;  log.  c’eft-à-dire  qu'il  eft  le  logarithme  naturel 
de  l’abfcifle  ÇP  ; & voila  pourquoi  on  appelle  logarithmes  hyperboliques 
ceux  dont  le  module  eft  1 . 

Ce  même  efpace  feroit  le  logarithme  tabulaire  de  l’abfciflc  CP,  fî 
l’angle  des  afymptotes  étoit  de  15°  44'  15";  car  appellant  A le  mo- 
dule 0,43419448  &c , il  faut  que  l’on  ait  m}  fin  a log.  — = A log.  [ $ 

771 

C c 
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or  cette  équation  ne  peut  avoir  lieu  que  lorfque  m — I ; & alors 
on  a fin  a — A.  =?  0,4.141944%  Sec,  qui  dans  les  Tables  des  finus 
naturels  répond  à a y0  44'  a j".  Les  logarithmes  ordinaires  repréfentent 
donc  les  aires  afymptoriques  d’nne  hyperbole  dont  la  puiftanee  eft  1 , 
Si  dont  l’angle  des  afymprotes  eft  de  as"  44'  aj". 

710.  Si  on  prend  lur  l'afymprotc  d'une  hyperbole  quelconque  une 
fuite  d’abfciftes en  progrcllîon  géométrique  -jf  £ : q ^ : q1  \ : qil,  &C, 
les  aires  corr.-fpondantes  formeront  la  progreftion  arithmétique  -r*  m* 

fin  a log  — m1  fin  a log  — -+-  m1  fin  a log  q . m\  fin  a log H. 

mm  m. 


z m'  fin  a log  q . m'  fin  a log  — ■+■  3 m1  fin  a log  q , 8ic. 

m 

Ainfî  quand  lesabfciftcs  font  en  progreftion  géométrique  , les  diffé- 
rences des  aires  afymptoriques  font  égales  ; & puifque  la  progreftion 
des  abfciftes  peut  être  continuée  à l'infini , il  fuit  que  l'efpacc  compris 
entre  l'hyperbole  & fon  afymptote  eft  infiniment  grand. 

S'il  falloir  déterminer  un  trapeze  hyperbolique  ADNQ  qui  fût  au 
rrapeze  A D P M dans  le  rapport  de  p à q , on  nommeroit  CP  (\)  » 

7 X 

C Q (x)  ; & on  auroic  m1  fin  a log  — : m1  fin  a log  — ; : p ■ q : ; 

TTl  171 


log  — : log—’,  donc  q log  — = p log  — , ou  log  ( — ) 
mm  m tn  m 

x 


■log  ( — ) j équation  qui  donne 

771 


1 Lrzi 

p p fi  t , 
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DE  QUELQUES  AUTRES  COURBES. 


FIG. 


I a r Mi  les  Courbes  qui  font  le  plus  en  ufage  dans  la  Géométrie, 
les  Serions  coniques  tiennent  fans  doute  le  premier  rang:  mais  il  y en 
a plufieurs  autres  dont  il  eft  à propos  de  faire  mention. 

7x1.  1°.  La  Conchoïde  de  Nicomede.  Si  par  un  point  B prisa 
volonté  hors  d'une  droite  G H on  mené  des  lignes  BQM  , BAD,  Sic. 
telles  que  lenrs  parties  Q M , A D , & c foient  égales,  la  courbe  M D M 
qui  pâlie  par  les  points  M , D &c , fe  nomme  Conchoïde. 

Le  point  B en  eft  le  Pâle  , la  ligne  GH  en  eft  la  Directrice  ; & fi  on 
prend  au-deflous  de  G H des  parties  égales  Qm  , Ad,  Sic  , la  courbe 
qui  paffera  par  les  points  m , d Sic,  a:nfi  déterminés  , fera  la  conchoïde 
inférieure  m d m' , ou  plutôt  la  partie  inférieure  de  la  meme  con- 
choïde. 

71 2.  Il  fuit  de  fa  conftruélion  i°,  que  G H en  eft  l'afymptote  ; 2% 
que  dD  en  mefure  la  plus  grande  largeur,  lorfquc  B A eft  perpendi- 
culaire fur  G H.  Mais  comme  B A peut  être  plus  grande , ou  plus 
petite,  ou  égale  à dA,  voyons  quelle  fera  la  figure  de  la  courbe 
dans  ces  trois  cas. 

Dans  le  premier , elle  fera  telle  que  la  repréfente  la  Figure  149  ; 
dans  le  fécond  , elle  aura  un  nœud  B ndn’  comme  dans  la  Figure 
ijo,  Si  alors  on  l'appelle  conchoïde  nouée.  Dans  le  troifieme  , le 
nœud  s’évanouit,  Si  il  ne  refte  qu’un  point  de  rebroufiément  en  B,fig.  151, 

723.  Pour  favoir  fi  la  conchoïde  eft  du  nombre  des  courbes  algébri-' 
qaes,  foit  mené  PM  perpendiculairement  fur  A P , & foit  A D ou 
QM=û,AB  = Æ,  PM=y,AP  = :t:on  aura  P Q : P AI  : : A Q: 
AB,  ou  yi  ( a a — y y ) : y : :x  — ( a a — yy)'b\  donc  x y = 

(b  -fy)  * (a  a — y y ) ; & c’eft-là  l’équation  aux  coordonnées  de  la 
conchoïde  fupérieure.  Le  meme  calcul  donne  xy=(b  -y  ) V ( aa-yy ) 
pour  l’inférieure.  L’équation  eft  encore  la  meme  pour  la  conchoïde  à 
nœud.  Cette  courbe  eft  donc  algébrique  , & en  débarraflant  fon  équa- 
tion du  radical , on  trouvera  que  c’cft  une  ligne  du  quatrième  ordre  , 
ou  une  courbe  du  troifieme  , laquelle  a pour  équation  . . . y*  1 b y* 
*+-  ( b 1 — à1  -I-  je1  J y*  + IH1  by=al  b1. 

On  peut  la  décrire  par  l’interfeélion  continuelle  d’une  réglé  BCM 
mobile  autour  du  point  B , & d’un  cercle  décrit  du  rayon  CM  = a , 

S[ue  l’on  fera  mouvoir  le  long  de  G H , de  manière  que  le  centre  C 
oit  toujours  fur  cette  ligne.  Il  luffit  pour  cela  que  la  réglé  paffe  conf- 
tamment  par  le  centre  du  cercle. 

724.  On  peut  meme  former  ainfi  une  infinité  de  conchoïde?  diffé- 
rentes Car  fi  au  lieu  du  cercle  on  fait  mouvoir  une  courbe  quelconque 
CM  le  long  de  GH,  fon  interfeélion  avec  une  réglé  B M mobi  e 
autour  du  point  B,  & affujcttic  à paffet  par  un  point  fixe  Q de 

C c ij 


I49 


14p. 

I JO. 

ôc 


If  2: 


If3* 
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Taxe  <k  la  courbe  CM,  décrira  une  conchoïde  dont  il  eft  aifé  da 
trouver  l’équation.  En  effet,  fi  on  mène  MP&AB  perpendiculaires 
fur  la  directrice  , & fi  on  fuppofe  A P = x , P M —y  , CP  = 1 , 
CQ  = n,  A B=f,  on  aura  PQ  — a j;PM  (y ) ■ : AQ 

X V 

( x-t- a — : AB  (b)%  d’où  ^ = a.~t-  — — — ^ Subftituant  donc 

cette  valeur  dans  l'équation  à la  courbe  C M,  on  aura  celle  de  la  con- 
choïde M D.  • - 

Par  exemple  , fi  la  courbe  CMcftun  cercle  , dont  Q foit  le  centre  , 
on  a y y = ; qui  donne  x y = ( b-\-y  ) V ( a a — y y ) 

pour  l’équation  à la  conchoïde  ordinaire. 

7x5.  Mais  fi  la  courbe  mobile  cfl  une  parabole  dont  l’équation  foit 
y 1 = p 5 , alors  y ! b y-  — apy  — apb  =p  xy  devient  l’équa- 

tion de  la  conchoïde  parabolique  dont  Defcartes  s’eft  fervi  pour  ré- 
foudre  une  équation  generale  du  fixicme  degré.  Voyez  fa  Géométrie, 
& les  Scélions  coniques  du  Marquis  de  l’Hôpital. 

7 16.  11°.  La  Cissoïde  de  Dioclès.  Soit  le  cercle  ANBn  dont 


k diamètre  eft  A B,  & dontQBç  cft  tangente  au  point  B.  Si  apres 
avoir  mené  du  point  A des  droites  A Q à différents  points  de  la  tan- 
gente , on  prend  Q M = A N , la  courbe  M A m qui  paffe  par  les 
poihrs  M , m ainfi  déterminés,  fc  nomme  Cijfoide. 

Elle  eft  compofée,  comme  l’on  voit , de  deux  parties  fcmblables  8c 
égales  A M , A m qui  forment  en  A un  point  de  rcbroufTcment , & qui 
après  avoir  coupé  la  circonférence  aux  points  C , c également  éloignés 
de  A & de  B , s’écartent  toutes  les  deux  à l’infini , fans  pouvoir  jamais 
atteindre  la  tangente  Q B q , qui  eft  par  conféquent  leur  afymptote. 

7x7.  Pour  trouver  l’équation  de  la  CifToïde  , je  mène  Ô M parallèle 
àAP,&MP,  NG  perpendiculaires.  Je  fais  A P = * , P M =y , SC 
A B oü  le  diamètre  au  cercle  générateur*^  a.  Puifquc  A N«=M  Q, 
j’ai  A G :=  PB,  & A G fa  — xj'  : G N ou  i / (a  x — xxj  : : A P i 

X ^ x 

I>M  (y)  = ; d’où  y1  = — , équation  cherchée. 

V (a  — x)  a — x 

718.  Or  cette  équation  fait  voir  i°,  que  la  cifToïdc  cft  une  courbe 
algébrique  du  fécond  ordre.  x°.  Qu’à  chaque  abfcifTe  A P , répondent 
Jeux  ordonnées  égales  PM , P m , l’une  pofitivc  , l’autre  négative , & 
qu’ainfi  la  courbe  a deux  branches  parfaitement  égales  & fcmblables. 
30  , Que  lorfquc  x =■-  o , y eft  aufti  = o ; la  courbe  paffe  donc  à 
f origine  des  abfci/Tes.  40,  Que  fi  x = 7 a , alors  y = -t-  y a ; c’eft- 
à dire , que  lcsdeuxbranchcs  de  la  ciifoïde  coupent  la  circonférence  en 
des  points  C,  également  éloignés  de  A & de  B.  f°.  Que  fi  x=a  , 
y eft  infinie , & que  par  conféquent  la  tangênte  BQ  eft  l’afymptotc  de 
cette  courbe  , comme  nous  l’avions  déjà  conclu  de  fa  deferiprion. 

La  conchoïde  Sc  la  cïfloïde  furent  employées  par  leurs  inventeurs 
Nicomede  & Dioclès  à trouver  la  Duplication  du  cube.  Problème  cé- 
lébré parmi  les  anciens  Géomètres  * mais  qui  ji’a  plus  de  célébrité  pac- 
Bii  les  nouveaux. 
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719.  ni0.  La  Logarithmique.  Si  après  avoir  pris  un  point  A fur 
la  droite  indéfinie  GH,on  élève  des  ordonnées  P i’>l  qui  ayent  pour 
logarithmes  leurs  abfciffes  A P , la  courbe  B M m qui  paffe  par  les  ex- 
trémités de  ces  ordonnées  , s’appelle  Logarithmique. 

Soir  donc  A P =.  *,PM  -=  y , m ——  le  module  , e le  nombre 
1.718:818,  dont  le  logarithme  hyperbolique  cft  i , on  aurax=: 

x . * 

ml  y =r-  x le,  ou  y = e , qui  donne  y - em  , équation  de  la  lo- 
garithmique. 

Elle  fait  voir  r°,  que  cette  courbe  eft  du  nombre  des  tranfeendantes  ; 
i° , que  lorfque  x = o,y  ou  AB  = i ; 3“,  que  fi  x = A E = 

1 

= A B = 1 , y ou  E F = e m , & qu’ainfi  en  faifant  E F = a , on 

• X 

aura  toujours  y = a 5 d’où  il  fuit  que  fi  les  abfcifics  forment  la  pro- 


greffion  arithmétique  1 . 1 . 3 . 4 . &e  , les  ordonnées  formeront  la 
progreffion  géométrique  ~ a'  : a1  : a’  : a1  &c.  La  logarithmique 
s’étend  donc  à l’infini  au-dellus  de  A P 

Mais  fi  on  prend  fur  A Q des  abfciffes  négatives,  x = — 1 , x ==s 

1 , x = — 3 , &c  , les  ordonnées  deviendront  fucccflivcmcnt  — , 


— , — , &c,  c’eft-à-dire  , que  la  courbe  a.  une  branche  infinie  B O 
et1  a1 

qui  s’approche  de  plus  en  plus  de  la  direélricc  ou  de  l’axe  GH,  (ans 
pouvoir  jamais  l’atteindre. 

730.  La  propriété  la  plus  remarquable  de  la  logarithmique  eft  que 
fa  foutangente  cft  toujours  de  la  même  grandeur.  On  le  prouve  avec 
la  plus  grande  facilité  par  le  calcul  différentiel:  voici,  en  attendant, 
une  démonftration  à peu-pres  femblable. 

Soit  menée  l’ordonnée  mp  infiniment  proche  de  MP,  foit  pro- 
longé le  petit  côté  Mot  pour  avoir  la  tangente  MT.  Celi  pofé,  fi  oft 
mène  M r parallèle  à l’axe  , 4c  fi  orç  nomme  P p ( e),  mr  (i),  on  aura 

X -h  e ■=  A . l(  y -h  i ) = A . I y ( l+-j  = A/y  + A 

i ix  /J  # * 

/ — — 1 -p—  &c  ) ; doue  puifque  x = A ly  , il  faut  que 

y ly1  jyJ 

e =■=  — ( 1 - — h — &c. ) Mais  la  quantité  i écant  infîni- 

y , *y  , wl 

ment  petite  , lès  puiffances  i 1 , il  , &c  , doivent  être  rejettées  ; on  a 
c y 

donc  — ou  PT  = A.  La  Joutangtnte  eft  donc  toujours  égale  ait 

module  ; & puifqu’cn  général  x A ly  , il  cft  clair  que  dans  deur 
logarithmiques  différentes,  les  abfciffoî  des  mêmes  ordonnées  font  com- 
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me  les  foutangentes , ou  ce  qui  revient  au  même , les  logarithmes  ici 
mêmes  nombres  dans  differents  fyftêmes  font  entre  eux  commeles  modu- 
les. On  peut  voir  dans  un  petit  Traité  deKeil  fur  la  logarithmique  , com- 
ment il  en  a déduit  les  réglés  du  calcul  des  logarithmes. 

73 1.  IV°.  La  Cycloïde.  Si  un  cercle  A G roule  fur  une  droite  Ad, 
jufqu’à  ce  que  le  point  qui  touchoit  d’abord  cette  droite  en  A , la 
touche  encore  en  a , ce  point  décrira  une  courbe  , appetléc  Cycloïde  ou 
Roulette,  ou  Trochoïde.  Les  travaux  de  Pafchal , d’Huyghcns  , des 
Bernoulli  , &c  , ont  rendu  cette  courbe  fort  célébré. 

I e fera  une  cycloïde  ordinaire  , lorfque  ce  cercle  générateur  n’aura 
d’autre  mouvement  que  celui  de  fa  révolution.  Mais  s’il  a de  plus  un 
mouvement  de  tranflation  dans  le  même  fens , le  point  A décrira  une 
cycloïde  accourcie.  Si  ce  mouvement  eft:  en  fens  contraire,  la  cycloïde 
fera  allongée. 

Or  il  eft  clair  que  dans  la  cycloïde  ordinaire  la  Bafe  A a eft  égale 
à la  circonférence  du  cercle  générateur;  qu’elle  eft  plus  courte  dans  la 
cycloïde  accourcie  , & qu’elle  eft  plus  grande  dans  la  cycloïde  allongée. 

Le  diamètre  B C du  cercle  générateur  fe  nomme  l 'Axe  de  la  cy- 
cloïde , lorfqu’il  eft  perpendiculaire  au  milieu  de  fa  bafe.  Le  point  B 
en  eft  le  Sommet  : ainfi  B C eft  fa  plus  grande  hauteur. 

731.  Cela  pofé,  menons  MP  perpendiculaire  fur  B C , & tirons  les 
cordes  égales  MF  & OC;  nous  aurons  F C = M O ; donc  puifque 
FC^*  À C — A F = B O C — F K M = B O C — O L C = B I O , 
il  eft  clair  que  la  partie  M O de  l’ordonnée  MP  eft  toujours  égale  à 
l’arc  corrcfpondant  B I O du  cercle  générateur.  D’ailleurs  l’autre  partie 
OP  eft:  le  finus  du  même  arc  ; donc  appellant  M P {y)  , B I O (u)  , 
on  aura  pour  l’équation  à la  cycloïde  ordinaire  ,y  = u-i-finu. 

Et  pour  la  rendre  plus  générale  , on  fera  M O = — B I O ce  qui 

a 

convient  à la  cycloïde  ordinaire  , ou  accourcie  , ou  allongée , fuivanc 
que  b eft  égal , ou  plus  petit , ou  plus  grand  que  a ; enforte  que  l’on 

aura  y = u -i-  fin  u.  La  cycloïde  eft  donc  une  courbe  tranfeendante. 
a 

73;.  Pour  mener  au  point  M la  tangente  M T , on  imaginera  l’arc 
infiniment  petit  M m , l’ordonnée  mp  , & la  petite  ligne  Mr  parallèle 
à latangente  O F au  point  O de  la  circonférence  du  cercle  générateur. 

On  aura  donc  M O = — B I O,  & ma  = — B I o , ce  qui  donne 
a a 


. m r ■=.  — O 0.  D’ailleurs  par  les  triangles  femblables  on  a m r:  M r : î 
a 

M O X M r a 

MO  • O T = b =rMO=BIO.  Il  faut  donc  pren- 
— Oo  0 

a 

dre  fui  la  tangente  au  cercle  générateur  la  partie  OT  = BIO,  SC 
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mener  par  les  points  M & T la  ligne  M T c]ui  fera  la  tangente  de  la 
cycloïde , foit  ordinaire  , foit  accourcie,  foit  allongée.  Dans  la  pre- 
mière cependant,  la  conltruétion  peut  être  limplifiée  ; car  puifquc  iVl  O 
= BlO  = OT  , on  a l’angle  TOP,  ou  :BOP  = îTMO; 
c'eft-à-dire , qu 'une  droite  M T paralUU  d la  corde  O B cjî  nécejfai- 
rement  tangente  au  point  M de  la  cycloïde  ordinaire. 

754-  Maintenant  foient  menées  la  ligne  indéfinie  BQQ'  perpendi- 
culaireà  l’axe  B C,  & Qç , Q'  m parallèles  au  même  axe;  on  aura  par  les 
triangles  femblablcs,  mq  : M q , ou  Q' Q : Pp  : : OP  : BP; 
donc  Q'QxBP  = P p x O P , ou  MraQ'Q=.P^oOj&  par  con- 
féquent  l cfpacc  circulaire  B I O P = B Q M > & le  demi-cercle 
BOCB  = BDAB.  Or  le  reétanglc  A B dans  la  cycloïde  ordinaire 
eft  quadruple  de  ce  demi-cercle  ; donc  l'efp'ace  cycloïdal  eft  triple 
ju  cercle  générateur. 

7Jf.  Si  au  lieu  de  prendre  im  point  de  la  circonférence  du  cercle 
pour  décrire  la  cycloïde  , on  l’eût  pris  au-dedans  ou  au-dchors  du  cer- 
cle, alors  la  courbe  décrite  eût  été  une  autre  efpccc  de  cycjoïde  ; & (I 
au  lieu  de  faire  rouler  un  cercle  fur  une  droite,  on  l'eût  fait  rouler 
fur  la  circonférence  d’un  autre  cercle , alors  la  courbe  décrite  par  un. 
de  fes  points  eût  été  du  genre  de  celles  que  l'on  appelle  Epicydoïdes. 
Nous  ne  pouvons  qu’indiquer  ces  objets. 

7 ; 6.  V°.  La  Quadratrice  de  Dinostrate.  Suppofôns  qu'une 
droite  A G tangente  en  A fe  meuve  uniformément , parallèlement  à 
elle-même  le  long  du  diamètre  A a,  & qu’au  même  mitant  qu’elle 
part  du  point  A , le  rayon  A C tourne  uniformément  autour  du  centre 
C vers  le  point  E,  de  manière  qu’il  fe  confonde  avec  C E au  mo- 
ment où  la  droite  A G s’y  confondra  aulli , nous  aurons  par  l’interfcc- 
don  continuelle  de  ces  deux  lignes  une  courbe  AMD,  appelléc 
Quadratrice. 

11  fuit  de  cette  deferiprion  qu’un  efpacc  quelconque  A P parcouru 
par  la  droite  A G eft  à l’arc  circulaire  A B décrit  dans  le  même  temps 
par  l’extrémité  du  rayon , comme  un  autre  efpacc  A C parcouru  par 
cette  droite  eft  à l’arc  correfpondant  A B E décrit  par  le  rayon.  Fai- 
fant  donc  AP  = .t,  PM  — y , AB—  a,  AC  = <i,  AB  F.  = i;o'’  = c , oa 
aura  1 0 , x ; a t : u : c : i l’angle  A CS;  l’angle  ACE;  doua 

_ cx 

a * 

On  aura  i°,  CP:  P M : : C A : A T , ou  a — x:y  ::  a : tang  u » 

donc  y = tang  — ; & ce  fera  l’équation  aux  coordonnées  de 

a a 

la  quadratrice , lorfque  le  point  A fera  l’origine  des  abfciflcs. 

7J7.  Mais  fi  on  met  leur  origine  au  centre  C , en  faifant  C P=Xj, 
x , cx  . x cx 

oc  aura...  y = — tang  ( e ) = — cot — — . » » , 

a a a a 

Ci» 


Fia. 


i(Ta. 
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c»  x 1 


C 4 Jf+ 


&c.;  a 

.3.4. a7 


c*  x* 

i . 1 .4. a’ 


— &C. 


ex 

a 


fc  •»  ^ L X ' 

i.).a5  t. 3.4.7  a» 


— &c. 


«ce. 


t.j.a5  x^.a-fn9 
Donc  lorfquc  x fera  zéro,  y qui  deviendra  la  bajt  CD  , aura  pour 

expreflion  — ; d’où  il  fuit  que  û la  bafe  de  la  quadratricc  étoit  une 

fois  connue , on  auroit  aufli-tôt  la  quadrature  du  cercle.  C'eft  ce  qui 
a fait  donner  à cette  courbe  le  nom  de  quadratrice. 

738.  Si  on  décrit  du  centre  C & du  rayon  C D le  quart  de  cercle 

DLK,  fa  longueur  fera  égale  au  rayon  C A ; car  — : D L K : : u : c ; 


donc  D L K = a.  On  anra  auffi  P C = l’arc  LD;  car  — : K Lé 

c 

- : a : u ; d'où  KL  = x = A P , & P C = LD. 

73 j.  Prenons  maintenant  des  abfcilTcs  négatives  A P',  & fubftituons 

leur  valeur  dans  la  première  équation.  Elle  deviendra  y = — — 


tang  — , ce  qui  donne  des  ordonnées  négatives  P'  M'.  Ainfi  la  courbe 

a une  branche  A M',  dont  on  trouvera  que  la  droite  Q N menée  k la 
diftance  AQ  = a cft  l’afyinptote  , en  fuppofant  y infinie  ; car  alors  on 
ex 

trouvera  que  tang  — = ao , & que  par  conféquent  x = a. 

Si  après  s’etre  confondus  avec  C E , la  droite  AG  & le  rayon  C A 
continuent  de  fe  mouvoir  l’une  en  defeendant  vers  a , l’autre  en  tour- 
nant dans  le  même  fens,  il  cft  vifibleque  leur  interfeétion  décrira  la 
partie  D a de  la  quadratrice. 

Il  eft  vifible  aufTi  que  fi  on  pouvoir  décrire  géométriquement  cette 
courbe,  on  auroit  immédiatement  tous  les  angles  d’un  nombre  donné 

de  degrés,  par  exemple,  de— 90°.  Il  n’y  auroit  pour  cela , qu’à  di- 

m 

vifer  A C au  point  P , de  forte  que  AP  fut  à A C ::  1 \m  \ car  alors  me- 
nant l’ordonnée  P M , & le  rayon  CB,  l’angle  A C B feroit  = — 90°; 

m 

puifque  x : a : : u : c : : 1 : m. 

■l6l,  74°-  VI”.  La  Spirale  d’Archimede.  On  appelle  ainfi  la  courbe 

CK  M A décrite  par  un  point  C qui  fe  meut  uniformément  le  long  du 
rayon  C A , pendant  la  révolmion  uniforme  de  ce  rayon  autour  du  cen- 
tre C , de  manière  que  lorfque  le  rayon  a parcouru  la  circonférence 
entière , ce  point  le  trouve  confondu  avec  le  point  A. 

Si  après  avoir  prolongé  le  rayon  CA,  on  lui  fait  faire  une  féconde  ré- 
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votation,  le  point  C continuant  de  s’éloigner  de  l’origine  de  Ton  mou- 
vement décrira  une  fécondé  Spirale,  puis  une  troijieme , & ainfi  dç 
fuite , ou  plutôt  toutes  ces  fpjrales  ne  feront  qu'une  feule  & même 
courbe  , dont  les  révolutions  peuvent  fc  multiplier  à l’infini. 

741.  Cela  pofé , l’ordonnée  CM  (y)  eft  au  rayon  C A (a)  : : l’arc 
A B N qui  eft  l’abfcirte  correfpondante , & que  j’appelle  x,  eft  à la  cir- 
conféicnce  entière  A B N À , que  j’appelle  On  a donc  y = 

— pour  l’équation  à la  fpi raie  d ' Archimede.  D’où  il  fuit  i que 

c*eft  une  courbe  tranfeendante  ; , qu’elle  pafie  par  le  centre  dn 

cercle  générateur;  3»,  qu’elle  parte  aurti  par  le  point  A ; 40  , <jue  fi 

on  fait  x = sr  ■+-  x'  , l’équation  deviendra  y = a •+■  — , & 

TC 

Îiu’ainfi  en  donnant  à*'  les  valeurs  qui  font  entre  o &x,  la  fpirale 
era  une  fécondé  révolution  qu’elle  terminera  à l’extrémité  d’un  rayon 
double  du  premier.  Elle  en  fera  une  troifienie  , une  quatrième  , &c  , 
fi  on  fait  x ==  nr  -t-  , x = 3 *•-+-  x"’ , &c. 

74a.  Pour  mener  à fon  point  M la  tangente  MT  , on  imaginera  le 
rayon  Cm  n infiniment  proche  du  rayon  CM  N,  & après  avoir  décrit 
un  cercle  du  rayon  CM  on  mènera  C T perpendiculaire  à C M : puis 
on  aura  par  les  triangles  femblables  Mm  r,  MTC,  mr.lAr:  :CM: 

„ C M . Mr  _ _ «,  a <*._ 

CT=  Or  CM  = — A B N , & Cm=  — A B » t 

mr  ic  sr 


Donc  C m — C M,  ou  m r = — 

w 

Mr y . N n a y 


on  aura 


a -,  u a 
a. Ns 


N n ; & puifque  a : y : : N « : M r, 

5=  — , & la  foutangente  C T =s 
a 


*■ 


= XJL  ; mais  a : y : : x : l’arc  OQM  = 5 donc  la  fou- 

al  a a 

tangente  C T doit  être  prife  égale  à l’arc  circulaire  O Q M. 

743.  VII°.  La  Spirale  parabolique.  Si  on  prend  fur  un  rayon 
quelconque  C N une  partie  N M moyenne  proportionellc  entre  l’arc 
A N & une  ligne  donnée  p , la  courbe  qui  partera  par  tous  les  points 
M ainfi  déterminés , fera  la  Spirale  parabolique. 

Soit  donc  AN=x,  CM  =y , AC=>a,  & on  aura  y — a-— 
V p x-,  équation  qui  en  fubftituant  i -f-  *,  &c,  au  lieu  dex, 

fait  voir  que  cette  courbe  peut  faire  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  centre  C , & que  par  conféquent  elle  eft  du  nombre  des  fpirales. 

744.  VIII°.  La  Spirale  hyperbolique.  Je  fuppofe  que  du  point 
C pris  pour  centre  fur  l’indéfinie  C P , on  décrive  des  arcs  AG,  QM, 
PO,  &c  , égaux  en  longueur  , & que  par  leurs  extrémités  G , M , O 
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FIG.  &c , on  faflc  palier  une  courbe  CKGMO.  Ce  fera  une  Spirale  hyper - 
bolique. 

Il  cft  ail?  de  voir  que  fi  on  éleve  une  droite  A R parallèle  à Taxe 
CP,  & qui  en  foit  éloignée  d’une  quantité  CB  = AGe=QM  = 
PO,  & c,  cette  droite  fera  l’afymptotc  de  la  Ipirale  hyperbolique, 
parce  qu’elle  ne  peut  la  rencontrer  que  lorfque  le  rayon  C Al  cft 
infini. 

74f.  Soit  le  rayon  CA=n,  AN  = ï,CM=y,  AG=  QM, 
&c  = b ; on  aura  X : b : : a : y , qui  donne  x y = a b , équation 
femblable  à celle  de  l’hyperbole  entre  les  afymptotes.  Or  fi  on  ap- 
pelle ic  la  circonférence  dont  le  rayon  = a , & fi  on  fubftitueàx  les 
valeurs ?r -+- or , xic-t-x mir+r,  on  aura  fuccelliveinenc 

a b ab  a b , 

y = , y = ....  y = D’ou  on  voie 

7T— f-*  Z 7tr  -f-  X 771  7C  -f-  X 

que  plus  l’abfcifle  eft  grande , plus  l’ordonnée  eft  petite  , & que  celle-ci 
ne  devient  nulle,  que  lorfque  m eft  infini.  La  fpirale  hyperbolique  fait 
donc  une  infinité  de  révolutions  autour  de  fon  centre  , avant  que  d'y 
arriver. 

74 6.  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  la  foutangente  CT  , 8c 
pour  cela  imaginons  la  ligne  Crm  infiniment  proche  de  C M , & l’arc 
m q ; menons  enfuite  CT  perpendiculaire  à C M,  qui  rencontre  en  T 
la  tangente  T M , & nommons  Q q = rm  = i ; nous  aurons  y-f-  r : 

b : : y : Qr=  — Donc  r M — b — - ^ . ; or 
y -+-  i y -H  t y •+■  t 

rm  : r M : : C m : CT;  donc  i : — — : : y + î : C T = i.  Ainlî 

y -+-  * 

dans  la  Spirale  hyperbolique  la  foutangente  eft  confiante  , comme 
dans  la  logarithmique  (t^o) 


747.  IX°.  La  Spirale  logarithmique.  On  nomme  Spirale  loga- 
rithmique la  courbe  qui  coupe  fous  un  même  angle  tous  les  rayons 
C M tirés  de  fon  centre  C ; cnfortc  que  la  tangente  M T fait  toujours 
un  angle  égal  avec  le  rayon  CM,  de  quelque  côté  qu’on  le  fuppofe. 
Cette  courbe  apluficurs  belles  propriétés  que  l'on  ne  peut  bien  détaille; 
que  par  les  méthodes  du  calcul  différentiel  8c  intégral  dont  nous  allons 
bientôt  faire  connoître  les  principes. 
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r 

X_iN  conftruifant  l’équation.  ..  .y2=eiax — xx,  nous  avons  FIG. 
trouve  (64g)  qu’il  en  rdfulcoic -un  cercle  dont  le  diamètre  étoit  za: 
ce  cercle  cft  ce  qu'on  appelle  le  Lieu  géométrique  de  l'équation  . . . 
y2  = ia  x — xx. 

748.  En  général,  le  Lieu  dune  équation  eft  la  ligne  décrite  d'après 
U rapport  des  x & des  y que  cette  équation  renferme. 

Ce  rapport  entre  les  coordonnées  fert  de  bafe  aux  conftruétions  géo- 
métriques , & la  théorie  qui  enfeigne  à réfoudre  ce  genre  de  problèmes 
eu  également  ingénieufe  & utile. 

_ On  a vu  f N°  457  & fuivantsj  la  maniéré  de  conftruire  les  équa- 
tions déterminées  : nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  la  conf- 
truélion  des  équations  indéterminées.  On  appelle  ainfi  toutes  les 
équations  à deux  variables,  & on  en  diftingue  les  degrés  par  ceux 
des  plus  hautes  puiflances  auxquelles  ces  mêmes  variables  font  élevées. 
Commençons  par  les  équations  indéterminées  du  premier  degré. 

749.  Toute  équation  de  ce  genre,  peut  être  repréfentée  par  celle- 

ci  . . . . a y = b x H-  c ; d'où  on  cire  y = — -f-  — . Il  s’agit  donc 

cl  a 

de  trouver  le  lieu  géométrique  de  cette  derniere  équation. 

Soit  A P la  ligne  des  abfcifleSA:,  dont  je  fuppofe  l’origine  au  point  , 
A;  foie  P M une  ordonnéey  qui  fa/Tc  avec  A P un  angle  donné  quel- 
conque  A P M. 

Cela  pofé  , fi  je  prends  fur  A P une  partie  déterminée  A B que  j’appel- 
lerai a , & fi  je  mene  parallèlement  à P iVI  une  ligne  B D que  j’appel- 
lerai b , il  eft  évident  qu’une  droite  indéfinie  ADN  menée  par  les 
points  A & D , formera  deux  triangles  fcmblables  AB  D & AP  N,  qui 

donneront  . . .a  : b:  : x : P N = — Donc  la  ligne  A N fc- 

a ° 

roit  le  lieu  cherché,  fi  l’équation  propofée  étoit  Amplement  .... 

bx 

y==7- 

Mais  a caufe  de  — qu’il  faut  ajouter  au  fécond  membre , les  y 
doivent  être  augmentées  de  cette  quantité  : il  faut  donc  trouver  une 
Jignc  qui  ait  pour  ciprçfiion  — -f-  Or  en  clevant  au-defius  de 
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A P une  droite  A E parallèle  à PM  & qui  foit  égale  à — - , & en  tirant 

û 

par  le  point  E Une  ligne  indéfinie  M M'  parallèle  à la  ligne  A N , il  eft 

clair  que  l’on  aura  PM  o uy  = PN+NM=  — +— : auquel  cas 

la  droite  M M'  eft  le  lieu  géométrique  de  l’équation  donnée. 

Si  la  quantité  — eft  négative , il  faut  alors  diminuer  les  P M de 
a 

cette  quantité  ; ce  qui  eft  aifé  à faire  , en  menant  A E'  au-de(Tous  de 
A P;  & en  tirant  par  le  point  E'  une  parallèle  à la  ligne  AN.  Cette 

parallèle  MM" fera  le  lieu  de  l’équation  . . • y=  — — — . 


Sa  partie  O M répondra  à la  Valeur  pofitivc  de  y,  & fon  prolonge- 
ment OM"  répondra  à — y.  On  peut  donc  conclure  généralement* 
que  la  ligne  droite  eft  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  équations  indéter- 
minées du  premier  degré. 

Voyons  maintenant  quel  eft  le  lieu  des  équations  indéterminées  du 
fécond  degré. 

750.  Toutes  ces  équations  peuvent  être  ramenées  à la  formule 
générale  ....... 


y1  -4-  u x y -I-  A r1  -F-  ex  aly  -F -/=  O. 

D’où  il  fuit  que  la  conftruélion  de  cette  formule  fera  connoître  géné- 
ralement la  nature  des  courbes  exprimées  par  des  équations  du  lecontf 
dégré,  quel  que  foit  d’ailleurs  l’angle  des  coordonnées. 

Or  pour  conftruire  plus  facilement  cette  formule , commençons  par 

1 a x d 

la  fimplifier , en  faifant ...  y H 1 -) = u.  Nous  aurons.  .... 

k»  = y»  -Or  a x y -+-  dy  ■+■  i & d x ■+•  \ à1  x'  -+•  J}  } ce  qui 
donnera 


1/1  -4- (b  — i a')x'  ^-(c  — \ad)x+f—\d}t=io. 

£6  Conftruifons  maintenant  l’équation  . . . y -+-7  a x -h  { d = u-,  Sc 
pour  cela,  menons  A B = 7 d parallèle  à P M,  & au-defTous  de  A P , 
lorfque  d eft  pofitif  : menons  enfuite  B O parallèle  à A P ; nous  aurons 
déjà  MO— y-H-<é:il  faut  donc  augmènter  M O de  la  quantité  \ a x 
pour  avoir  une  ligne  que  nous  puifltons  appeller  u. 

Or  fi  on  prend  fur  B O une  ligne  B E de  telle  grandeur  que  l’on  vou- 
dra , en  faifant  B E =m,  & en  tenant  E F ={  a m parallèle  à P M , de 
maniéré  que  par  le  point  B & par  le  point  F , on  rire  une  droite  indéfinie 
B F N , on  aura  deux  triangles  femblables  , B E F & BON  qui  donne- 
ront O N =x=  ; donc  la  ligne  M N = u. 

1 

Soit  à préfent  B N = f,  & la  ligne  connue  B F = n , on  aura  . . • 
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m 


m 


x : \ ; donc  x — — £ , d’où  on  déduira 


? — 


iA 


: t , nous  aurons  l’équation 


«*a  A( 


B B -f-  4 A C 
4 A A 


— *v 


FIS. 


*'+(b  — \*x)  — ï*  +(e—  \*d)—  \ ->rf—\ix  — o. 
n“  n 

Cela  pofé,  il  peur  arriver  i°,  que  b ■=.  js1 , auquel  casy*-4- 
axy-hbx1  efl  un  quarré  parfait;  i°,  que  A foit  plus  grand  que 
i a1  ; t° , que  b foit  plus  petit  que  \ a1.  Ainft  la  dermere  équation  efl 
lùfceptible  des  trois  formes  fuivantes  .... 
a1-  A{ -4-B  = o . . .k1-*-  Ajl-Bf  - C = o .. .«t1  — At'-Bç  — C=o. 
Relie  donc  à la  conftruire  fous  ces  trois  formes. 

La  première  fait  voir  que  la  courbe  cherchée  rencontre  la  ligne  BM 

à un  point  C tel  que  B C eft  égal  à — j car  alors  u = o , & par 

A 

conféquent  5 devient  — . 

A 

B 

Soit  donc  C M = t ; on  aura  BN  =BC  4-  CN  , ou^=  — -4-  r ; 

A 

& fubftituant  cette  Valeur  de  \ , on  trouvera  . . . u1  = A t , équa- 
tion au  diamètre  C N d’une  parabole  M C m , qu’il  fera  (rès-aifé  de 
décrire,  puifque  l’on  connoît  le  paramétré  A de  fon  diamètre,  l'ori- 
gine C de  ce  diamètre  , & l’angle  M N C qu’il  fait  avec  fes  ordonnées. 

751.  Concluons  donc  généralement  que  toutes  les  fois  que  les  trois 
premiers  termes  yî-f-aiy-*-bx1  de  V équation  générale  du  fécond 
degré  forment  Un  quarré  parfait , cette  équation  appartient  à la  pa~ 
r aboie . 

La  féconde  forme  fous  laquelle  nous  devons  confidérer  l'équa- 
tion préparée  , t(l  u1  A — B ^ — C = o ; & ù nous  faifons 

fi 


qui  appartient  évidemment  à l’ellipfe , & qai  étant  comparée  à l'équa- 
tion (6ti)  . . . y1  = — j (mx  — x1)  , donne  pour  les  valeurs  dei 

■demi-diamettes  conjugués 

1 RB 

m = — — ✓('BB-i-4Ac;...«=f  vac-H— 
t A A 

g 

D'où  il  fuit  qu’en  prenant  BC=  — , & en -décrivant  une  ellipfè  l57» 

dont  le  centre  foit  C,  & dont  les  demi-diametres  conjugués  foieat 
CD  = m,  & CG=n,  cette  ellipfe  fera  le  lieu  cherché. 


v 
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7Jî.  En  général,  toutes  les  fois  que  b cfi  plus  grand  que  \ài  i 
F équation  générale  du  fécond  degré  appartient  a Vellipfe. 

Sous  la  troifieme  forme,  ccrte  même  équation  appartient  à l'hy- 

g 

pcrboîe  ; car  fi  on  fait  ? H r,  on  aura,  en  fubftituant  cette 

xA 

valeur  dans  u 1 — A^1  — B 5 — C = o , l’équation 


u1  = A (r!  -f- 


4 A C — B B 
4 A A 


; 


qui  exprime  le  rapport  des  coordonnées  d’une  hyperbole  dont  le  centre 

g 

C cfi  éloigné  du  point  B de  la  quantité  C B = — . 

x A 

Mais  fuivant  que  4 A C eft  plus  grand  ou  plus  petit  que  B B , il 
faut  comparer  cette  équation  avec  l’une  des  deux  équations  fuivantes 

772  ^ 72^ 

y'-  = — (V  -t -n1)  . . . y1  = — (V  — ni1), 
n m 

don:  la  première  exprime  le  rapport  des  coordonnées  au  fécond  dia- 
métré  (701).  Celle-là  donne 

i RR 

« = — véf4AC  — B B;...  m = j VY4C—  ~ 
i A A 


Aînfi  en  décrivant  une  hyperbole  MGm  dont  le  premier  diamètre 
CG— m,  & le  fécond  CD  = s,  on  aura  le  lieu  cncrché  pour  l'é- 
quation propofée  , dans  le  cas  de  4 A C > B B. 

Si  B B au  contraire  cfi  plus  grand  que  4 AC}  on  comparera  l’é-t 

quation  ci-delfus  avec  la  fécondé y1  = — (x*  — m1)  , 

n* 

& on  aura 

t RR 

« = \frBB-4Ac;  . . . -4C)5 

Z A A 


ce  qui  donne  toute  efpecc  de  facilité  pour  décrire  l’hyperbole  MDmi 
qui  dans  le  cas  de  4 A C <:  B B , eft  le  lieu  géométrique  de  l’équation 
générale. 

7 y Il  fuit  de-là  que  toutes  les  fois  que  b eft  plus  petit  que  J a1  , la 
formule  des  équations  du  féêor.d  degré  appartient  a l' hyperbole. 

754.  Mais  li  par  hafurd  le  terme  y'  manquoit  dans  une  équation  du 
fécond  degré  , comment  venir  à bout  de  la  conftruire? 

On  fuppoferoi:  d’abord  le  refte  de l’équation  divifé  pari,  coefficient 
de  a1,  & ou  auroir  un  réfulcat  de  cette  forme  .... 

x1  -i-mxy-\-nx-+-py-+-q  = o. 


Puis  on  fuppoferoit  x — ==  u , fit  on  auroit , en  fubfti- 

Z Z 

tuant 
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FIG. 


équation  à l'hyperbole , qui  fc  conftruiroit  comme  la  formule  . . . 
u1  — Af-  — B ç — C=o. 

Et  fi  on  fuppofoit  b =c  , alors  les  deux  quarrés  des  coordonnées 
manquant  dans  l'équation  àconftruire,  on  n’auroit  plus  qu'une  quan- 
tité de  cette  forme  .... 

xy~b  m x b ny — p—o 

qui  appartient  à l’hyperbole  rapportée  à fes  asymptotes ,,  comme  il  eft 
aifé  de  s'en  convaincre  par  la  conftruétion  qui  luit. 

Soit  x -H  « = k ; on  aura  . . uy-bm  u = mn  -4 - p.  Soit  y -b 
m = ç ; on  aura  u\  — m n ~b  P . . . Soit  prolongé  AP  vers  D juf-  170* 
qu’à  ce  que  A D foit  égal  à » > & foit  mené  DC=m,  parallèlement 
à P M j de  maniéré  que  par  le  point  C on  puifle  mener  une  droite 
indéfinie  C Q parallèle  à A P. 

Cctre  conftruétion  une  fois  faite  , il  eft  clair  que  l’on  aura 
MQ=y  + « . . . C Q = x zz. 

Donc  (y-bm)  (x  -bn)  = mn  -f-  p ; équation  à l'hyperbole  dé-  • 
crite  entre  les  afymptotes  CK  & CQ,  en  fuppofant  qu'elle  ait 
m n -b  p pour  pulflance  ( 697 ). 

Or  cette  dernierc  équation  eft  précifément  la  même  que  xy  -b 
mx  -b  ny  — p=  o , dont  nous  cherchions  le  lieu  géométrique. 

5.  De  tout  ce  qui  précède,  on  doit  conclure  que  toute  équation 
indéterminée  du  fécond  degré  appartient  d une  feciion  conique  ; &*qme 
pour  en  connoître  l’efpece,  il  fuffit  d'avoir  égard  aux  trois  pre- 
miers termes  y1  -f-  a x y -f-  b x1  de  la  formule  générale  de  ces 
équations. 

Réfumant  donc  les  diverfes  fuppofitions  que  nous  avons  faites,  nous 
dirons; 

1°,  Que  fi  ces  trois  termes  forment  un  quarré  parfait , ou , ce  qui 
revient  au  même  , fi  b = 5 a1,  l'équation  appartient  toujours  à la  para- 
bole. Donc  fi  b — o,  ou  s’il  ne  relie  des  trois  premiers  termes  que  y1, 
l’équation  appartient  encore  à la  parabole.  On  voit  que  la  même  chofe 
auroit  lieu  , s'il  n'y  avait  Amplement  que  x *. 

Il",  Si  b coefficient  de  x-  furpaffe-  a1 , quarré  de  la  moitié  du  coef- 
ficient de  xy , l’équation  eft  alors  à Vetlipfe.  Il  faut  dans  ce  cas-là 
que  le  terme  qui  renferme  x1  foit  pofitif.  - 

Remarquez,  que  l’eHipfc  peut  devenir  au  cercle  dans  deux  cas.  t°, 

Lorfque  CD=CG,  ou  A s=  1 , & que  l’angle  C N M = B C G eft 

droit.  Alors  B E1  — B f1  + ï E‘  , ou  = n1  *t-  - — — ; 

.*  4 


/ 


> 
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nG. 

& puifquc  A = I = (b  — i a1)  — - , on  a . . 

tll 
Tl% 

B H i ü‘  = i.  Ainfi  lcquation  à conftruirc  aurait  cette 

ntL 

forme y1  H-  a xy  ■+-  x1  -f-  c x -f-  dy  -4-/=  o, 

& elle  appartiendroit  au  cercle,  tant  que  l’angle  B N M feroit droit. 

i°,  L’cllipfc  devient  encore  un  cercle,  û <t=o,  fi  b=i,  & fi 
l’angle  A P M eft  droit  : car  alors  l'équation  devenant . . . y1  -+-xl 
cx-t-dy-h/=o,  on  voit  bien  qu’elle  doit  appartenir  au  cercle  M 
éc  que  ce  cas- là  fuit  immédiatement  du  précédent. 

III0.  L’équation  générale  des  équations  du  fécond  degré  appartient 
à l’hyperbole , lorfque  dans  fes  trois  premiers  termes,  y*  -\-axy  -t- 
b x'  , le  coefficient  b eft  plus  petit  que£  a*  , quarré  de  la  moitié  du 
coefficient  du  terme  xy.  SI  b eft  négatif,  l'équation  eft  donc  encore  à 
l'hyperbole  , & fi  b = t , l’hyperbole  eft  équilatere. 

Si  l’un  des  deux  quarrés  , y1  ou  x 1 manque,  le  reélangle  xy  réfu- 
tant toujours  , la  courbe  eft  encore  à l’hyperbole  ; & fi  les  deux  quar- 
rés manquent  à la  fois , alors  l’équation  doit  fe  rapporter  aux  afymp- 
. tores. 

7 j 6.  Il  peut  arriver  que  l’équation  propoféc  ne  foit  pas  réellement  du 
fécond  degré , & qu’elle  appartienne  à la  ligne  droite.  Telle  eft  l’é- 
quation . . . y1  — xy-^r  | xx  = a1  ; mais  alors  la  feétion  conique 
quelle  repré  fente  , dégénéré  en  ligne  droite,  comme  on  fent  bien  que 
cela  doit  avoir  lieu  pour  une  parabole  dont  le  paramétré  feroit  nul  , 
&#}*ui  par  conféquent  fe  confondrait  avec  fon  axe. 

7j7.  Si  par  hafard  l’équation  propofée  impliquoit  quelque  contra- 
Æétion,  le  calcul  le  feroit  bientôt  connoître  , par  les  opérations  qu’il 
indiquer  bit  ; comme , par  exemple  , en  conduifant  le  calculateur  à dé- 
crire Un  cercle  d’un  rayon  imaginaire , &c,  &c.  Ces  détails  fuffiron# 
pour  l’intelligence  des  problèmes  fuivants. 

Réjolution  des  Problèmes  indéterminés  du  fécond  degré. 

PROBLEME  I. 

171.  7î8.  L * s deux  points  A & B étant  donnés,  trouver  la  courbe 

AMB,  telle  qu’en  menant  de  l’un  quelconque  M de  fes  points,  les 
. droites  MA  & M B , l’angle  A M B foit  toujours  le  même. 

Soit  mené  MP  perpendiculaire  fur  AB,  & foit  AP  — X . . . . 
P M —y  . . . . AB  = n . . . . tang  AMB  = t,  on  aura 

long  A M P = — , 5c  une  B M P = - — -,  Donc  r c ( — -+-  a — ) : 

y y y y 
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, X ( a- X)  . ..  . a 

( 1 — — - ) ; ce  qui  donne  . . . y1  - f-  x — ax y 

= 0 j équation  au  cercle  que  l’on  peut  conftruire  ainfi. 

Soie  d’abord  cette  équation  écrite  Tous  cette  forme  . . . 

(y~  7t  y*  (**  — *)' = i tf,-H  7f* 

Soit  divifé  enfuite  A B par  la  moitié  au  point  F , par  Icq  tel  on 
mènera  E F = — perpendiculaire  fur  A B j puis  du  centre  E & du 

rayon  E A = V a1  -F-  — - } , foit  décrit  le  cercle  A M B.  Il  eft 

clair  que  ce  fera  le  lieu  de  l'équation  trouvée  ; car  en  menant  E Q pa- 
rallèle à AB,  on  aura  . . . E Q = fa  — x . . . M Q =j=  y — 

— . Donc  &c. 
z t 

Puifque  E F = — , l’angle  A E F doit  être  égal  à l’angle  A M B $ 

donc  fi  on  mene  A T , de  maniéré  que  l’angle  T A B foit  égal  à l’angle 
AMB,  la  ligne  A E perpendiculaire  fur  A T rencontrera  E F au  cen- 
tre du  cercle  cherché. 

PROBLÈME  II. 


759.  Imaginons  que  la  ligne  droite  AB,  d’une  longueur  donnée , 
Te  meuve  dans  l’angle  B C A , de  manière  que  fes  extrémités  A & 
B relient  toujours  fur  les  côtés  de  cet  angle  ; il  s’agit  de  trouver  la 
6ourbc  décrite  par  un  point  déterminé  M,  pris  fur  cette  ligne  AB. 

Soit  mené  M P parallèle  à A C , & foit  CI’=x  . . . PM=y  . , . 
AM  . ■ i.  771  • • • BM=n  . . . cof  A C B = cof  M P B =c  ; on  aura 


B P = — , & le  triangle  M P B donnera  (s$°) 


cy 


m 
xnx 

, = y1  - n1 

m 


+- 


ou  , 


— 


inc 


mL  m 

équation  qui  appartient  évidemment  à l’ellipfe. 


xy 


n* 

m* 


Pour  la  conftruire , foit  y — 


— u j on  aura , en  faifanc 


fin  MPB=x  . . . ü1  -f-  — x1  — a'  =o.  Ayant  donc  pris  arbi- 


fl'  s' 
m1 

& mené  EF  : 


trairement  C E =r g 
on  tire  C FQ,  ou  aura  QM  = «. 


• » parallèlement  à A C , fi 
D d 


m 


I72.’ 


■ « =0 


» 
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L + L 

tang  N M K = r = JJ if  = }P(U±Ü  = 1_£aJL+L> 

ï"-ï?P  4 P * — P1  3 


1 — 


_PP_ 
4 ?« 


Soit  x 


? — 


on  aura 


y'—*'  Ct*  — 


i r»  * ' + t+ 

(t1 4- 1 ) ] ; & comparant  ccttc  équation  à ...  y1  =*—  ( x1  - m1 ) , 

m1 

on  trouvera  en  appcilant  s le  finus  de  l’angle  NM  K, 


m 


= JL 

1 1*  xrx  xj 


_ P 


Diminuant  donc  les  x de  la  quantité  A C = H , & décri- 


ir 


FIG. 


d’où  l’on  tire  . . . i r f 4 * — p)  =z  u -i-  D’ailleurs  puifquc  ç - 14 
= xy , on  en  déduit 

t=y  “M*  (4*  — P)  • • • « = — y-4-it(4*  — />;  j 

donc  «ç,  oupx  = — y1 -Ht1  fx  — > & ordonnant,  on  obtient 

enfin  • 

y 1 — t1  x1  •+•  * (j  p t1  p)  — Vi  pl  r1  = o , 
équation  à l’hyperbole  que  l’on  peut  couftruire  ainfî. 


P\ 


vant  une  hyperbole  dont  le  premier  axe  D <f  = 1 m , 8c  le  fécond 
= x n , cette  courbe  fera  le  lieu  géométrique  de  l’équation  trouvée. 

On  peut  remarquer  1 °,  que  fi  l’angle  N M K étoit  obtus , la  tan- 
gente r feroit  négative  : mais  cela  ne  changcroit  rien  à l’équation , 
parce  qu’elle  ne  renferme  que  des  puiflances  paires  de  rj  d’où  il  fuie 

Îjuc  des  deux  branches  hyperboliques  M D m 8c  M 'dm'  , l’une  fatis- 
ait  au  problème  dans  le  cas  où  l'angle  donné  eft  aigu , 8c  l’autre  dans 
k cas  où  cet  angle  feroit  obtus  ; & il  eft  clair  que  c’eft  la  plus  éloignée, 
M D m , qui  convient  au  premier  cas. 

On  peut  remarquer  x°,  que  fi  l’angle  donné  étoit  droit,  la  ligne 
cherchée  feroit  la  directrice  même  de  la  parabole  ; en  forte  que  fi  de 
chaque  point  de  cette  directrice  on  mène  deux  tangentes  à la  parabole, 
l’angle  qu’elles  formeront  fera  toujours  droit. 

PROBLÈME  IV. 


7<?r.  Faire  pafTer  une  feCtion  conique  par  cinq  points  donrés  I74 
A , C , D , B , E* 

Par  deux  de  ces  points  , menons  la  ligne  A B , & tirons  d:$  autres 
points,  les  perpendiculaires  C F,  D H,  GE  fur  cette  ligne.  Sjppofons 
enfuite  que  l’équation  de  la  feCtion  conique  cherchée  eu 

D d ij 
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FIG.  a y1  b xy-4-  c x*-hd  x +fy-hg  = o . 

&Faifons  AF=/>  . . . FC  — q . . . AG  =p'  ...  GE  =^'  . . . 
AH  = p‘‘  . . . DH  =c  q"  . . . A B—p"1.  Il  faudra  que  lorf- 
que  x = o , on  ait  y = o : ainfi  g = o ; ce  qui  réduit  l’équation  à 

a y * -q-  b xy  ■+■  c x1  -+-  dx  +fy  — o 

Enfuite,  félon  que  x=p,  ou  p' , ou  p" , ou  pui , on  a ye={, 
ou  — q' , ou  q" , ou  zéro  ; ainfi  on  a les  quatre  équations  fuivantes 
aq*  -4-  bpq  -+■  cpl  -f-  dp  -4-fq  =0  . . . aq'  q'  - bp'  q'  -H  cp' p'  -4-dp' ~fq'  = o. 

aq"  q"  -4-  bp"  q"  -4-  cp"  p"  -+-  dp" -4-fq"  = o ...cp"' p"1  -+-  dp'"  = o ; 
d’où  l’on  tirera  les  valeurs  des  quatre  inconnues  b , c ,d,f,  qui  étant 
fubfticuées  dans  l’équation.  . . ay*-4-  bxy  + ex 1 ■+-  dx  ■+■  fy  = o . 
donneront  l’équation  de  la  courbe  cherchée  , après  avoir  divifé  par  a. 

il  n’y  aura  donc  plus  qu’à  conftruirc  cette  équation  par  les  principes 
déjà  connus. 

On  peut  appliquer  la  même  méthode  à la  réfolution  d’un  problème 
femblablc  pour  les  lignes  du  troificmc , du  quatrième  degré  , & ainfi 
de  fuite. 

7$i.  Cette  même  méthode  peut  fervir  à trouver  par  approximation 
la  loi  qu’obfervent  entre  elles  plufieurs  quantités  liées  cnfemblc  par 
de  certains  rapports  ; & on  l’appelle  alors  la  Méthode  des  inter- 
polations. 

[I  y j*.  - Suppofons , par  exemple , les  trois  quantités  B C , D E , F G dépen- 
dantes de  trois  autres  quantités  AB,AD,  AF:  il  s’agit  de  trouver 
en  général  une  loi  qui  unifie  ces  fix  quantités. 

Pour  cela , imaginons  la  ligne  indéfinie  A B D F , dont  nous  regar- 
derons les  parties  AB,  AD  & AF  comme  les  abfciffes  d’une  courbe 
CïMG,&  fuppofons  que  chaque  ordonnée  y eft  une  fonétion  indé- 
terminée A+Br  + C*1-)-  &c  de  l’abfcirte  corrclpondante.  ( On 
prendrait  quatre  termes  pour  exprimer  cette  fonélion  , s’il  y avoit  qua- 
tre quantités  données,  B C,  DE, PM  & FG , & ainfi  de  fuira). 

Cela  pofe , puifque  l’on  a dans  cet  exemple  y = A + Bx  + Cx1  j 
on  fera  AB^=<t  . . . BC  = A ...AD  = <t'..,DE 
& A'  . . . AF  — a"  . . . F G = A",  ce  qui  donnera  les  trois  équa- 
tions fuivantes. 

fctA+Ba+Gr1  . ..  b' x A-t-Ba'-f. Ca'a' . . . b"=  \+Ba"-t-Ca"a". 

par  lefquelles  on  déterminera  les  coefficients  A , B , C j ce  qui  donnera 
une  équation  approchée  de  la  courbe  C M : ainfi  on  pourra  trou- 
ver une  quantité  A P qui  dépende  d’une  autre  quantité  P M , de  la 
même  manière  que  A B dépend  de  BC , & que  A D dépend  de  D E ; ce 
qui  eft  réciproque. 

On  peut  trouver  anffi  par  la  même  méthode  l’équation  appro- 
chée d’une  courbe  que  l’on  aurait  tracée  au  hazard  fur  le  papier. 

1 Il  fuffit  pour  cela  i%  d’abaificr  des  perpendiculaires  de  différents 
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points  de  cette  courbe  , & fur- tout  de  ceu*  où  elle  change  le  plus  de 
concavité,  fur  une  droite  quelconque,  que  l’ton  prendra  poifr  ligne 
des  abfciffes.  i°.  De  fuppofer  que  l'équation  de  la  courbe  tracée  eft  de 
cette  forme  . . . y = A+Bï  + Cat1  -i-  D*'  + !ic,  dans  laquelle 
on  fera  entrer  autant  de  coefficients  indéterminés  que  l’on  aura  aoaiffe’ 
de  perpendiculaires  fur  la  ligne  des  abfcilfes  : après  quoi  on  détermi- 
nera , comme  ci-deffus  , les  coe  ff.cients  A , B , C , D , afin  d’ obtenir 
une  équation  approchée  de  la  courbe  en  qucftioi*. 

Résolution  des  Problèmes  déterminés  qui  ne  pajfenr  pas  le 
quatrième  degré. 

764.  Etant  données  deux  équations  indéterminées  du  fécond  dfceré  , 
on  peut  conftruire  feparément  leurs  lieux  géométriques  , en  leur  don- 
nant la  même  ligne  des  abfciffcs , ta  meme  origine , & le  meme  angle 
des  coordonnées.  Dans  cette  fuppofition  , il  eft  clair  que  les  deux  cour- 
bes fe  couperont  en  des  points  tels  que  les  ordonnées  corrcfpondantes 
à ces  points  feront  les  racines  de  l'équation  déterminée  que  l'on  auroic 
en  réduifant  les  deux  équadons  données  à une  feule  qui  ne  renfermât 
plus  que  * ou  y. 

Réciproquement,  étantpropofée^ne équation  déterminée  du  troifieme 
ou  du  quatrième  degré  à réfoudre,  fi  on  prend  deux  équations  affeélées 
l’une  & l’autre  de  deux  inconnues  x & y , telles  qu’en  éliminant 
une  de  ces  deux  inconnues , on  trouve  l'équation-  propofée , il  eft 
évident  qu’en  conftruifant  féparément  les  heu*  de  chacune  de  ces. 
deux  équations  indéterminées,  les  points  d'interfeéHon  des  courbes  qui 
en  réfulteront , auront  chacun  pour  l’une  de  fes  coordonnées  une 
valeur  de  l’inconnue.  * 

Soit , par  exemple , l’équation  générale  ‘ 

ft  on  fait  x*  — p y , on  aura  l’équation 

p*  y* -+-apxy  + 6py  + c x-4-  d—  q ; 

qui  appartient  à une  feéHon  conique,  & qui  étant  conftruire  avec  la 
parabole  exprimée  par  l’équation  x1  = py  , coupera  cette  courbe  en 
des  points  dont  les  abfciffcs  corrcfpondantes  feront  les  valeurs  de  x. 

Si  l’équation  propofée  a quatre  racines  réelles  , les  deux  fcéHons  qn’if 
faudra  conftruire  , Ce  couperont  en  quatre  points.  S’il  n’y  a que  deux 
racines réellcs,iln’y  aura  que  deux  interférions  entre  leslieax  trouvés; 
& fi  toutes  les  racines  font  imaginaires,  il  n’y  aura  aucun  poinc  d’inter- 
feéHon.  Au  cas  enfin  qu’il  y eût  quelques  racines  égales , les  deur 
courbes  fe  touchcroient  en  un  ou  deux  endroits. 

D d iij 
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REMARQUE. 


765.  II  peur  arriver  cependant  que  l’équation  ait  des  racines  réelles  , 
& que  les  courbes  ne  fc  rencontrent  pas  , ou  qu’elles  fe  rencontrent  en 
moins  de  points  que  l’équation  n’a  de  racines.  C’cft  une  exception  qui 
donne  lieu  à une  difficulté  dont  on  peut  voir  les  détails  & la  réfolution 
dans  les  Inftitutions  analytiques  du  P.  Riccati.  Nous  n’infifterons  pas 
Tut  cet  objet,  ne  devant  propofer  dans  les  problèmes  fuivants  aucun  cas 
qui  foit  fujet  à une  pareille  exception. 


PROBLÈME  I. 

/ 

y 66.  Etant  données  deux  droites  a & b,  trouver  deux  moyenes  pro- 
portionelles  x &y  entre  ces  denx  lignes. 

Puifquc  l’on  a par  la  fuppofition  —■  a:x:y:b,  on'en  conclura 
d’abord  que  xl  = a y , & que  y 1 = b x.  Ainfi  en  conftruifant  les  pa- 
raboles qui  faroient  les  lieux  géométriques  de  ces  équations  , & en  leur 
donnant  la  même  ligne  des  abfcilTes  , le  même  fommet , & le  même  an- 
gle des  coordonnées  , ( angle  que  l’on  fuppofe  ordirtai rement  droit  ) 
ces  paraboles  donneroient  par  leur  interfeélion  les  valeurs  cherchées 
de  x & dey. 

Mais  pour  un  problème  auffi  facile,  une  pareille  folution  feroit  trop 
compliquée  : car , en  général , on  ne  doit  point  conftruire  une  équation 
du  troineme  ou  du  quatrième  degré , par  le  moyen  de  deux  ferions 
coniques  , fans  y employer  le  cercle  dont  la  defeription  cft  beaucoup 
plusaifée  que  celle  des  autres  courbes. 

Il  cft  vrai  que  pour  introduire  le  cercle  dans  ce  genre  de  folution , 
on  a quelquefois  befoin  d’une  certaine  adrciïe  que  l’habitude  feule  peut 
faire  acquérir  : mais  auffi  il  eft  des  cas  où  cette  maniéré  de  conftruire  les 
équations  le  préfente  tout  de  fuite. 

Par  exemple , fi  on  ajoute  les  deux  équations  précédentes. 

x*  —ay=  o y'  — éx  = o; 

on  trouvera  qu’en  fuppofant  les  coordonnées  perpendiculaires,  il  réfultc 
une  équation  au  cercle , qui  eft 

x1  -+-y*  — a y-—  bx  = o; 

laquelle  étant  conftruite  avec  une  des  deux  équations  à la  parabole , 
ar1  =tfy  . . . y*  = bx  , fera  connoître  les  valeurs  de  * & dey. 

*76,  Soit  donc  décrite  une  parabole  A M dont  le  paramétré  foit  b , & qui 
ait  pour  axe  la  droite  indéfinie  A P;  cette  courbe  fera  le  lieu  géométri- 
que de  l’équation  y1  = b x. 

Pour  trouver  celui  de  l’équation  . . . *l-| -y*—-ay—bx  = o , 
faifons  * — jb  = u, &y  — -{a  =î  : nous  aurons  . . . «1-+-p*  = 
i u*  -hj  b1.  Menons  enfuitc  par  le  point  A perpendiculairement  fur  AP 
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«ne  droite  A B qui  foit  = j a , & par  le  point  B la  droite  BC  Q , paral- 
lèle indéfinie  à À P. 

Cela  pofé-,  fi  on  prend  B C = { A , & fi  du  rayon  C A on  décrit  un 
cercle  , on  aura  le  lieu  de  l’équation  ...  je*  -H  y1  — uy  — b jc  = o : 
ce  cercle  coupera  donc  la  parabole  en  un  point  M,  tel  qu'en  abaiflant 
la  perpendiculaire  M P , les  coordonnées  AP  & PM  feront  les  deux 
moyenesproportionelles  cherchées. 

Si  on  luppofoit  b=ci  a,  le  cube  conftruit  fur  A P feroit  double  du 
cube  u*  ; ce  qui  réfoudroit  à peu  de  frais  le  problème  de  la  duplication 
du  cube  , dont  quelques  anciens  Géomètres  firent  grand  bruit. 

On  peut  même  généralifer  la  folution  de  ce  problème,  en  prenant 

b — — a , pour  trouver  un  cube  AP*  s=  —a* , quf  feroit  à un  cube 
n n 

donné  a*,  dans  le  rapport  de  m à n. 

PROBLÈME  IL 

« * • * • 

7$7.  Divifer  un  arc  de  cercle  BF  en  trois  parties  égales. 

Je  fuppofe  que  M F foit  le  tiers  de  l’arc  B F , & après  avoir  mené  le* 
perpendiculaires  BOG  , & MP/n  fur  le  rayon  A F,  jc  tire  m R per- 
pendiculaire fur  B G. 

Puis,  faifant  AP=r  ....  PM  = y ....  AM  = a . . . 
AO=4  . . . BO  = c,  j’aurai  par  les  triangles  fcmblablcs  AM. R 
& BmR. 

x :y  : : c-t-y  : x — b,  ou  y1 — x1  -f-cy-+-A*  = o ; 

équation  à l’hyperbole  équilatere  ( ),  qui  étant  conflruitc  déter- 

minera le  point  M où  le  cercle  & l’hyperbole  fe  couperont. 

Or  l'équation ..  .y1  — jc1  -h  bx  -+-  cy  = o peut  être  mife  fous 
cette  forme 

(y-*-'>o)'-(x-kb?=\c'  — ib\ 

Donc  (iccft  plus  grand  que  b , l’équation  appartiendra  au  fécond  axe  , 
& fi  b cft  plus  grand  que  c , elle  appartiendra  au  premier.  Dans  certe 
derniere  hypotfièfc , on  pourra  décrire  * l’hyperbole  , de  la  manière 
fuivante. 

Par  le  centre  A foit  mené  AD  =3  7 B O , perpendiculairement  fur 
A F : foit  tiré  enfuite  D C parallèlement  à la  ligne  A O , de  maniéré  que 
D C foit  égal  à {AO:  le  point  C ainfi  déterminé , fera  le  centre  de 
l’hyperbole  ; de  forte  que  fi  on  prend  C L = C K = V (\  A1  - J c *) 

& fi  on  décrit  fur  l’axe  LK  une  hyperbole  équilatere  K M , elle  coupera 
le  cercle  au  point  cherché  M. 

L'hyperbole  oppoféc  M'LM"  coupe  le  cercle  en  deux  points  M'  6c 
M" , dont  le  premier  donne  ( 571  ) l’arc  F'M"=fF'M'B  , pen- 
dant que  le  fécond  détermine  l’arc  F'M"  = {F'  M"GF  B. 

Quant  au  point  d'interfeétion  G,  U cft  ailé  de  voir  que  l’hyperbole 

D div 


FIG. 


*77. 


Digitized  by  Google 


424  Leçons  Élémentaires 

TIG.  cfl  affujcttie  à palier  par  cc  point,  & qu’il  ne  donne  par  confisquent 
aucune  folution. 

768.  Si  on  eût  voulu  réfoudre  le  même  problème  par  le  moyen 
d’une  parabole , cela  eut  été  facile  en  ajoutant  les  deux  équations 

x * -h  y1  =■  a*  , &■  y* — x1  -+-  bx  ■+•  c y = o * 

Car  alors  on  eût  trouvé  . . . y1  { bx  4 cy  = \àl ; équation  à la 
parabole  qui  fc  construit  ainli. 

1 7 S*  Du  point  A ayant  mené  parallèlement  à B G la  ligne  A D as  £ B O , 

on  tirera  D C = ?—  ~*~a  , parallèle  à AF , & on  décrira  du  fom- 

b 

met  C & de  l’axe  C D une  parabole  dont  le  paramètre  foit  s=s 
2 AO. 

Cette  parabole  coupera  le  cercle  aux  points  cherchés  M , M' , 
& M".  On  peut  varier  ces  folutions  de  bien  des  manières,  en  multi- 
pliant les  deux  équations  du  problème  , par  des  quantités  indéterminées, 
& en  ajoutant  ou  fouftrayant  enfuite  les  produits,  ce  qui  mené  à des 
feétions  coniques  différentes , toutes  également  propres  à réfoudre 
le  problème. 

76p.  Si  on  vouloir  , par  exemple , le  réfoudre  par  le  moyen  d’une 
ellipfe  , il  n’y  auroit  qu’à  multiplier  l’équation  du  cercle  .... 
y1  -4-** — a1  — o,  par  l’indéterminée  m , & qu’à  joindre  le  produit 
- à la  féconde  équation.  11  en  réfultcroit 


y '■ 


(m  — ï)  x1  -\~bx-\-cy—  a1  m _ 


m ■ 


qui  appartient  à l’cllipfc  tant  que  m cft  pofttive  & plus  grande  que  l’unité  î 
G m etoit  négative  & < 1 , l’équation  appartiendroit  à l’hyperbole. 
On  pent  enfuite  déterminer  m par  une  condition  arbitraire  ; par  exemple, 
fi  on  demaudoit  que  les  axes  de  l’cllipfc  fuffent  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  p : q , il  faudroit  que  — fût  égal  à — , ce  qui  donne  m 

/H-h  1 j* 

__  51  -t-P* 


el— P 


»• 


PROBLÈME  III. 


770.  L’elpace  parabolique  A C B étant  donné , mener  une  droite  C M 

17p. 

qui  le  divife  en  deux  fcélcurs  égaux  ACM  & B C M. 

Soit  mené  MP  perpendiculaire  fur  AC,  & foit  A P =x  . . 

PM=y  . . . AC=<1  . . . BC  = b . . . le  paramétré  de  la 
parabole  = p , on  aura  \xy  -h\y  ( a.  — *J  = ACM  = {ai  sa 
7 AC  B,  ou  xy  -4-  3 a y — 1 a b ; équation  à l’hyperbole  entre  les 
afymptotes , que  l’on  peut  conftruire  ainfi. 

Soit  prolongé  A P au-delà  de  l’origine  A , jufqu’à  cc  que  A F (bit 
égal  à 3 AC,  & foit  mené  F K perpendiculaire  fur  FA;  fi  on  décrit 
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entre  les  afymptotes  F A & F K une  hyperbole  équilatere  dont  la  puifTancc 
foit  zab  , elle  fera  le  lieu  de  l’équation  . . . xy-4-  3 ay  — zab, 
& coupera  par  conféquent  la  parabole  au  point  cherché  M. 

Mais  fi  on  vouloit  fe  fcrvir  d’un  cercle  pour  la  réfolution  de  ce  pro- 
blème , on  le  pourroit  de  la  manière  fuivante. 
y1 1 

i°.  Soit  fubftitué  — à la  place  de  x dans  l’équation  xy  -+-  3 ay 
P 

— 1 a b,  elle  (e  changera  en  une  autre  équation  de  cette  forme  . > . 

y 5 H-  3 b1  y — = 0. 

z°  y Soit  multiplié  cette  équation  par  y ; elle  deviendra 

y4 -4-  3 b1  y1  — zb*  y = 0;  de  laquelle  on  tirera,  après  avoir  fubf- 
titué px  î y1 , cette  nouvelle  équation  ....  a1  -H  3 <2  x— 
a a 1 • 

— y = o. 

30  , A ccllc-ci  foit  ajouté  y"1  -m-p  x — o j on  aura  yx  ■+■  x* 

(i  a — pjx  — y — o , équation  au  cercle  , dont  la  conftruc- 
b 

tion  peut  s’effeétuer  ainfi. 

Soit  menée  perpendiculairement  fur  AP  une  ligne  AD  = j* 

fur  cette  ligne  A D foit  menée  de  l’autre  côté  du  point  M une  per- 

pendiculairc  DC'  = ? (on  fuppofe  dans  cette  figure  que  3 a 

furpalTe^).  Cela  pofé,  fi  du  rayon  C'A  & du  centre  Cr  on  décrit  un 
arc  de  cercle , on  trouvera  facilement  que  cet  arc  coupera  la  para- 
bole au  point  cherché  M , puifqu’il  eft  par  la  coAlfruéUon  même  le  lien 


de  l’équation 


■x‘ 


(la-p)x- 


z a' 


On  a donc  PMs=i[v  / ij—  y'  ( — %)]. 

PROBLÈME  IV. 


77  t.  Réfoudre  par  une  conftruftion  géométrique  l’équation  géné- 
rale du  troifieme  degré  . . • x1 -^p*  x — p1  q = o. 

Multipliant  cette  équation  par  * , on  aura  x+^fcp1  x*  - p*  qx  = o ; 

& faifant  x’L  = ay,  on  trouvera  . . . y*  ± — y~~~^~r  * = o> 

(l  « 

équation  qui , ajoutée  avec  x1  — ay  = o , devient  une  équation 
au  cercle  de  cetre  forme 


y 1 -h*1  —y( 


a1  ^ F p 


l)-tlx  = o. 


a a * 

Or  la  conftrudion  de  celle-ci  avec  celle  de  la  parabole , x*  =;  ay. 
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donnera  les  racines  de  l'équation  propofée.  Mais  il  faut  difiiinguer 
deux  cas  ; celui  où  l'on  a xi-\-pzx — pz  q=so , & celui  où  x1-* 
p*  x — pl  q =0. 

Dans  le  premier , l’équation  au  cercle  cft 


y1  -h  x1  —y  ( 


a'—p' 


* 


& comme  la  quantité  a cft  indéterminée,  on  peut  fimplifier  cette 
équation , en  raifant  a—p\  ce  qui  donnera  . . . y1  -4- xx  — q x 
= o , que  l'on  pourra  contraire  ainfî. 

Soit  décrit  un  cercle  fur  le  diamètre  ABssç,  & ayant  élevé  fur 
A B la  perpendiculaire  A L , décrivons  une  parabole  dont  lc.fommet 
foit  A , l'axe  A L,  & le  paramètre  p ; cette  courbe  coupera  le  cercle 
en  un  point  M qui  déterminera  i’abfciflc  AP,  feule  racine  réelle 
fj4oJ  de  l'équation  propofée.  , 

Dans  le  fécond  cas  on  a 


y*  h-*1— y 


1 8 1,  Ainfi  en  faifant  a —p , on  aura  . . . xz=zpy  . . .y*  -4-  x'  — xpy 
■—  q x = o.  Décrivons  donc  une  parabole  MAM',  comme  dans  le 
cas  précédent , & prenons  AD=;:  menant  en  fuite  la  ligne  DC  =a 
ÿ q , perpendiculairement  fur  AD,  décrivons  du  centre  C & du  rayon 
CA  un  cercle  ; ce  cercle  coupera  la  parabole  aux  points  M , M'  & M", 
qui  donneront  MO,  M'Q'  & M''  Q"  pour  les  racines  cherchées. 

Quant  au  point  A où  le  cercle  & la  parabole  fe  rencontrent , il  donne 
la  racine  introduite  . » . ï=ao. 

De  ces  trois  valeurs , il  n’y  a que  la  première  qui  foit  pofitive  ; 
les  deux  autres  font  négatives , & leur  fomme  eft  égale  à la  feule  racine 
pofitive  M Q 17J. 

Il  pourroit  arriver  que  le  cercle  ne  coupât  la  parabole  qu’en  un  point 
Mj  &cela  arrive  toutes  les  fois  que  \qz  furpallc  ^}pi  ( 540,). 


PROBLÈME  V.' 

77:.  Trouver  les  racines  de  réquation  générale  du  quatrième  de- 
gré . . . x'  — p1  x1  -t-p'qx-t-  p*  r: = o,  par  le  moyen  d’un  cercle 
& d’une  parabole. 

Je  fais  à l’ordinaire  ....  xzsxpy,  & j’ai..  ,yz-\-qx — py 
-h  p r =z  o j j’ajoute  xz  — p y x=  o j il  en  réfulte  l’équation  au 
cercle.  • • ■ 

x1  -+-yl  — x py  -f-  q x •+-  p r=  o. 

Soit  donc  décrite  une  parabole  M' A M"1  *qui  ait  pour  axe  la  droite 
ï82.  AQ  perpendiculaire  fur  AP,  & p pour  paramétré.  Cela  pofé  , fi  on 
prend  AD  = />,  & D C = 7 j , perpendiculaire  fur  AD,  du  côté 
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que  Ton  voit  dans  la  figure  ( ou  de  l'autre  côté  fi  D C devoit  être  né-  FIG. 
gatif  ; on  trouvera  qu'un  cercle  décrit  du  centre  C & du  rayon 
v'CC  A2  — pr),  coupera  la  parabole  aux  points  M,  M',  M"  &M'",  qui 
détermineront  les  quatre  racines  de  l’équation  propofée.  Il  y en  aur» 
deux  pofitives,  favoir  MQ  & M'  Q'  ; les  deux  autres  feront  négatives} 

& leur  fournie  fera  égale  à celle  des  deux  premières  ( 3 1 7J. 

Remarque. 

77 j.  Il  peut  arriver  1®,  que  le  cercle  coupe  la  parabole  en  quatre 
points,  comme  on  le  voit  dans  la  Figure  181.  a®.  Qu’il  n'y  ait  que 
deux  points  d’intcrfeéHon.  }°,  Qu’il  n’y  en  ait  aucun.  Or  on  lait1 
( 764 ) que  dans  le  premier  cas  l’équation  a fes  quatre  racines  réelles; 
que  dans  le  fécond  cas,  elle  en  a deux  réelles  & deux  imaginaires}  8c 
que  dans  le  troifieme  cas , toutes  fes  racines  font  imaginaires. 

Vous  remarquerez  cependant  que  la  conftruClion  précédente  n’auroit 

K s lieu,  fi  l'équation  à conftruire  étoit  x*  -+-  px  x 1 — p1qx-*-pi  r=  o. 

ais  en  fuppofant  à l’ordinaire  xx  =py,  on  auroit. . . yl-t-  *' — px-f- 
p r = o ; équation  au  cercle,  comme  dans  le  cas  précédent , & qui  cft  en- 
core plus  facile  à conftruire,  c’eft  pourquoi  nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

PROBLÈME  VI., 

774-  Trouver  les  racines  de  l’équation  . . . x4  — p qxl  -4-  px  rx 
•4-  pl  m1  = o , par  le  moyen  d’un  cercle  & d’une  hyperbole  entre  les 
afymptotes. 

Je  fais  xy  =pm  , & j’en  déduis . . . x4  — p qxx  •+-  px  rx-t-xx  y' 

> p1  r P ry  , 

= o = xa  -f- v*  — p q-h  - — =xx  -+-yx  — p q H — ; équation 

x rn 

au  cercle , qui  donne  la  conftruélion  fuivante. 

Entre  les  afymptotes  perpendiculaires  QAQ',  & P"' AP',  foient  j g, 
décrites  deux  hyperboles  équilateres  oppofées,  dont  la  pui (Tance  foit  ' 

p m.  Si  on  prend  au-defTous  de  AP  la  ligne  A C = , & fi  on 

z m 

décrit  un  cercle  du  centre  C & du  rayon  v'fAC1-! -pq)  , ce  cercle  cou- 
pera les  hyperboles  oppofées  aux  quatre  points  M , M',  M''  & M'",  qui 
détermineront  les  quatre  valeurs  de  x , par  les  abfcirtcs  AP,  AP', 

A P"  & A P'". 

Les  deux  premières  font  pofitives,  les  deux  dernières  font  négatives; 
d’où  l’on  voit  que  cette  folution  ne  peut  avoir  lieu  que  lorfquc  le  der- 
nier terme  de  l’équation  propofée  eft  pofitif. 

Les  principes  que  nous  avons  expofés  dans  le  premier  Chapitre  des 
lieux  géométriques , &ics  applications  que  nous  venons  d’en  faire  dans 
la  réfolution  de  divers  problèmes,  fuffifent  pour  donner  au  moins  une 
idée  des  conftruétious  géométriques.  Nous  allons  maintenant  paficr  au 
Calcul  Différentiel, 
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ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


lien  eft  du  Calcul  Différentiel  comme  de  l’AIgebre  : on  ne  fauroit  le 
définir  d’une  manière  intelligible  pour  ceux  qui  n’en  connoiffcnt  pas  les 
premiers  cléments. 

Newton  fut  le  premier  Inventeur  de  ce  calcul , & perfonne  n'en  eût 
partagé  la  gloire  avec  lui,  s’il  eût  été  plus  empreffé  de  mettre  au  jour  fes 
decouvertes. 

Mais  l’efpcce  de  myftère  dont  il  les  enveloppa  dans  l'origine , donna 
le  tems  à Leibnitz  de  marcher  à grands  pas  dans  la  même  carrière.  Bien- 
tôt après  Jacques  & Jean  Bernoulli  y firent  des  progrès  rapides  \ de-là 
cette  vive  conteftation  que  les  Géomètres  Allemandscurentavec  les  Géo- 
mètres Anglois,  fur  la  part  que  Leibnitz  avoit  eue  à cette  nouvelle  théo- 
rie. Sans  entrer  dans  cette  di  fcuffion,  nous  obfcrverons  que  d'autres  Géomè- 
très  avoient  préludé  depuis  long-temsàla  découvertedu  calculdifférentiel. 

Il  ne  feroit  même  pas  difficile  de  faire  voir  l'analogie  qui  regneen- 
tre  ce  calcul  d’une  part,  & de  l’autre  la  Méthode d‘ Exhauftion , fi  connue 
des  Anciens , la  Méthode  des  Indivisibles , donnée  par  Cavalicri , & les 
procédés  dont  Fermât,  Defcartes,  Barrow  & tant  d’autres  faifoient 
ufage  avant  Newton.  Les  travaux  de  ces  derniers  Géomètres  fcmblcnt 
avoir  fervi  d’échelons  à ce  grand  homme. 

775.  Quoi  qu’il  en  foit,  fuppofons  qu’une  variable  quelconque  x 
reçoive  un  accroiffemenc  fini  e ; de  manière  qu’après  l'avoir  reçu,  fon 
état  foit  exprimé  par  x -+-  e.  On  demande  quels  doivent  être  les  accroif- 
fements  correfpondants  des  autres  fondions  de  x} 

D'abord  il  cftclair  que  fi  x devient* -H e, fon  quarréx1  deviendrax’-f- 

itx  + t <;  ainfile  rapport  de  ces  deuxaccroiffcmcnts  fera  . Mais 

ax-f-e 

fi  e diminue  , ce  rapport  augmentera,  & il  approchera  de  plus  en  plus  de 

celui  de  — , Cependant  il  ne  lui  deviendra  égal , qu’au  moment  où  e 
ix 

s'évanouira  : le  rapport  -L-  cft  donc  la  limite  de  ceux  que  les  accroif- 
• ix 

fements  finis  de  x & de  x x peuvent  avoir  entre  eux.  On  trouvera  de 

même  que  la  limite  de  ceux  de  * & de  x"  eft - . 

* *•%•*»-* 

n x 

776.  Or  le  calcul  différentiel  a pour  objet  de  déterminer  ces  limites 
dans  tous  les  cas.  Voyez  ce  que  M.  d’Alembcrt  a écrit  fur  cette  matière  ; 
vous  y trouverez  les  vraies  notions  de  ce  calcul.  S’il  refte  encore  quel- 
ques difficultés , c’eft  qu'elles  font  inféparables  des  idées  abftraites  ac  li- 
mite fit  d’infini. 
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777.  Voici  une  des  applications  les  plus  propres  à faire  entendre  La 
maniéré  de  déterminer  ces  limites.  Soi:  propofé  de  mener  une  tangente 
au  point  M de  la  coilrbe  AMm,ou,  ce  qui  revient  au  même  , foit 
propofé  de  déterminer  la  foutangente  P T. 

On  fuppofera  que  l’abfcifle  A P = x croît  d'une  quantité . finie 
P/>  = e;  on  mènera  l'ordonnée  P M =y  , & on  déterminera  l’ordonnée 
m p , en  fubftituant  x e au  lieu  de  * dans  l’équation  de  la  courbe. 
Quelle  que  foit  la  valeur  de  cette  ordonnée,  on  pourra  toujours  la  repré- 
fenter  par  y -+-  P e -(-  Q R -1-  8cc.  ( P , Q , R , 8cc.  étant  des 
fonctions  de  x)  ; on  aura  donc  pour  l'expreflîon  de  rm  , accroiflcment 
corrcfpondant  de  l’ordonnée  PM  , la  quantité  Pc  H- Qe1 -+-  R<*  ■+■  &c. 

Cela  pofé  , foient  menées  1a  fécantc  S M m , 8c  la  ligne  M r paral- 
lèle & égale  à Pp;  on  aura  PS  = — Rap- 

6 P-}-  Qe  -f-Re»-j-&c  * r 

prochons  maintenant  le  point  p du  point  P ; le  point  m s’approchera  du 
point  M , & le  point  S du  point  T : mais  on  aura  toujours  P S = 

— . Si  la  quantité  P p diminue  encore  8c  devient 

P-»-Qe-L-Rea-l-8cc  n 

très-petite  , il  ne  s’en  faudra  que  de  très-peu  que  m ne  fc  confonde  avec 
M , & que  la  fécante  ne  devienne  tangente.  Mais  fi  e s’évanouit , le  rap- 
port déjà  trouvé  fc  réduira  ~ , P S devient  P T , S m devient  T M qui 

n’a  plus  que  le  point  M de  commun  avec  la  courbe , 8c  la  foutangente  cft 
déterminée  par  cette  limite.  o 

Par  Ex.  Si  AMm  eft  une  parabole,  on  fubftituera  x+c  àx 

A i | i 

dans  l’équation  y=  V px  , 8c  on  aura  y = p 2 (x-i-e)  1 = p **  » 

JL 

— n 

>4-  - — 7—  t — 8cc  , qui  donne  P = — V — ; d’où  P T = 

T i X 

x 1 

p X 

— =r  x x , comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  (669 ). 

ITï 

» * 

On  voit  par  là  avec  quelle  promptitude  cette  méthode  réfout  le  pro- 
blème des  tangentes  , qui  eft  en  quelque  forte  le  berceau  du  calcul  dif- 
férentiel. Mais  on  verra  bien  plus  amplement  dans  la  fuite  la  conformité 
des  réfultats  de  ce  calcul  avec  ceux  de  l’ancienne  Géométrie. 

JEn  attendant , nous  remarquerons  que  ces  quantités  Pp , ou  Mr, 

& rm  qui  diminuent  de  plus  en  plus , à mefure  que  le  point  p fe  rap- 

{iroche  du  point  P,  font  les  éléments  refpeéiifs  de  l’abicillc  AP  8c  de 
'ordonnée  MP.  ' 

778.  Ces -éléments,  quelque  petitsqu’on  les  fuppofe,  confervent  entre 
eux  le  même  rapport  queles  quantités  finies  auxquelles  ils  appartiennent; 
cela  cft  vifible  par  la  feule  infpe&ion  des  triangles  femblaoles  T P M 8c 
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M mr.  Et  comme  la  limite  de  ce  rapport  n'a  lieu  qu'au  moment  où  ce* 
cléments  s’évanouifTent , on  peut  dire  avec  M.  Euler , que  le  calcul  diffé- 
rentiel a pour  objet  de  faire  connoître  à quoi  fe  réduifent  les  rapports 
des  éléments  des  quantités  variables , lorfque  ces  éléments  deviennent 
nuis. 

Mais  ne  pouvant  devenir  nuis,  fans  pafTerpar  tous  les  degrés  pofTibles 
de  diminution , on  fent  bien  qu'il  doit  réfulter  de  leur  décroifTement  in- 
fini des  idées  un  peu  confines  : car  notre  efprit  ne  comporte  pas  de  per- 
ception claire  de  ce  qui  tient  à l’infini.  Auffi  depuis  fon  origine,  le  calcul 
différentiel  a-t-il  éprouvé  beaucoup  de  contradhjions.  Il  en  éprouvera 
fans  doute  encore  ; mais  s’il  falloit  répondre  à toutes  les  chicanes  d’une 
Métaphyfique  pointillcufc , on  n’en  finiroit  pas.  L’exiftence  même  du 
mouvement  feroit  encore  un  problème , fi  on  s’étoit  arrêté  aux  diffi- 
cultés que  Zénon  propofoit  autrefois  pour  la  combattre. 

Ce  n’cfl  pas  au  refie  que  Maclaurin  , dans  fon  Traité  des  Fluxions  , . 
n’ait  répondu  à la  plupart  des  fophifmcs  dont  quelques  Auteurs  ont  voulu 
embrouiller  la  matière. 

Mais  on  ne  peut  fc  difiïmuler , que  pour  fuivre  la  marche  rigoureufe 
de  ce  favant  homme , il  faut  efTuyer  bien  des  longueurs. 

779.  Au  refie, fi  les  principes  dont  Leibnitz  cft  parti , nefemblcnt  pas 
auffi  rigoureux  que  ceux  de  Newton,  ils  ont  du  moins  l’avantage  de  con- 
duire aux  mêmes  réfultats  , ce  qui  finit  par  infpirer  le  même  degré  de 
confiance.  Or  telle  efl,  fuivant  Leibnitz ,. la  fubordination  d’une  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à la  quantité  finie  dont  elle  fait  partie, 
qu’elle  peut  être  négligée  fans  erreur  fcnfible,  de  même  qu’on  néglige 
une  quantité  finie  par  rapport  à une  quantité  infinie.  C'eft  ainfi,  par  exem- 
ple, que  oo  — 1,  & plus  généralement  00  a fe  réduifent  à 00.  On  peut 
regarder  de  même  un  infiniment  petit  du  fécond  ordre , comme  une 
quantité  qui  s’évanouit  par  rapport  à un  infiniment  petit  du  premier. 

Cela  pofé  , Leibnitz  imagine  qu’une  variable  x croifTe  ou  décroiffo 
d'une  quantité  infiniment  petite,  qu’il  défigne  par  dx,  St  il  cherche 
quels  doivent  être  les  accroiflcmens  ou  les  décroiflemens  refpeélifs  des 
autres  fonélions  de  *.  Son  quarré  je1,  par  exemple , devenant  (x-jrdx)x 
= x1-+-zxdx^-i-dxdx  , il  efl  clair  que  dxdx  doit  être  rejettéftjmmc 
un  infiniment  petit  du  fécond  ordre  , St  que  par  conféquent  la  différence 
entre  xz  St  x1  1.  x d x elt  r x d x.  Ainfi  l’accroifTement  correfpon— 

dant  du  quarré  d’une  variable  quelconque  efl  le  produit  du  double  de 
cette  variable  multipliée  par  fon  accroiilement.  ‘ 

78e.  En  général , la  différence  qui  règne  entre  une  quantité  variable  . 
avant  qu’elle  ait  reçu  aucune  altération  infiniment  petite  , St  cette  même 
quantité , apres  qu’elle  a reçu  quelque  altération  de  ce  genre  , s’appelle 
la  différentielle  de  cette  quantité;  ee  qui  a fait  donner  le  nom  de  calcul 
différentiel,  à la  méthode  qui  détermine  dans  tous  les  cas  ces  différences. 

Newton  lui  avoir  donné  auparavant  le  nom  de  Calcul  des  Fluxions  , 
par  une  fuice  de  l’idée  qu’il  s’étoit  faite  de  la  formation  de  toutes  les 
quantités.  Imaginant  en  effet  que  tout  ce  qui  croît  ou  diminue  dans  1» 
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nature  , reçoit  ces  accroilTements  ou  ces  diminutions  par  le  mouvement  i 

d'un  de  fes  éléments  , il  appella  calcul  des  fluxions , la  méthode  dont  il 
fe  fervoit  pour  déterminer  les  rapports  de  ces  variations. 

78 1 . Il  nomma  Fluentes  les  quantités  que  Leibnitz  appelle  variables , 

& ce  que  nous  défignerons  par  a x , il  le  défigna  par  un  point  mis  fur  x ; 
enforte  que  dx  & x lignifient  la  même  chofe  , & que  fluxion  de  x,  ou 
différentielle  de  x font  abfolumenr  fynonymes.  Le  feul  avantage  qu’il  y 
ait  à fe  fcrvirde  la  lettre  d , au  lieu  d'un  point,  pour  marquer  les  diffé- 
rentielles ou  les  fluxions  des  variables  , c’eft  qu’elle  les  fait  mieux  recon- 
noître  parmi  d’autres  quantités.  11  cûtméme  étéà  propos  d'introduire  dès 
le  commencement  quelque  cara&ere  propre  à marquer  les  différentielles, 
comme  on  en  a introduit  un  pour  marquer  les  radicaux.  Mais  à préfcnt 
que  l’ufage  a prévalu,  toute  innovation  de  ce  genre  feroit  déplacée,  outre 
qu’elle  auroit  bien  peu  d’utilité. 

781.  Ainfi  que  les  quantités  finies  & variable  x & y ont  des  dif- 
férentielles dx  & dy , ces  différentielles  à leur  tour  en  ont  auffi. 

On  les  appelle  Différences  fécondés , pour  les  diftingucr  des  pre- 
mières, & on  les  défigne  indifféremment  par  ddx  & ddy , ou  par  , 

-x  6c.  y.  Les  différentielles  troifiemes  font  d <Ud  x & dddy  , ou 
• • 

• M • • 

x 8c  y , 8c  ainfi  de  fuite. 

Pour  abréger , on  écrit  d 1 x,di  x au  lieu  de  ddx,dd  dx.  En  général, 
la  lettre  d mite  devant  une  quantité  quelconque  indique  qu’il  faut  diffé- 
rencier cette  quantité  ; & l’expofânt  de  la  meme  lettte  d annonce  com- 
bien de  fois  de  fuite  il  faut  procéder  à la  différenciation. 

Lorfquc  la  quantité  propofée  eft  polynôme , on  la  met  entre  deux 
parenthèfes  , que  l’on  fait  précéder  de  la  lettre  d.  Ainfi  d (x1  -f-  y1  ) in- 
dique qu’il  faut  différentier  le  binôme  JC1  -+-y*. 

7 83.  Quoique  les  différentielles  de  meme  degré  foient  toutes  infini- 
ment petites , elle  ne  font  égales  entre  elles  , que  lorfqu'il  y a égalité  en- 
tre les  quantités  variables , dont  elles  dépendent  refpeéfivement.  Eh 
attendant  que  nous  enfeignions  la  maniéré  de  trouver  l’expreffion  du  rap- 
port que  peuvent  avoir  des  quantités  qui  s’évanouiffent  en  meme  temps  » 

foit  — * ; il  eft  certain  que  a x exprime  la  valeur  de  cette 

a — x 

fraéiion,  quelle  que  foit  la  valeur  de  x ; mais  fi  x = a,  la  fraélion  fe  ré- 
duit à £ , & le  quotient  devient  i a.  Voilà  donc  un  exemple  de  ces  fortes 
de  fraéfions*dont  le  numérateur  & le  dénominateur  s’evanouilfent  en 
même  temps  , & qui  cependant  ont  des  valeurs  très-réelles. 

784.  Si  on  fuppofe  infini  le  divifeur  d'une  quantité  finie  quelconque 
«,  il  eft  clair  que  le  quotient  doit  alors  le  réduire  à zéro.  On  ji 

donc  — = o ; ce  qui  donne  a—  o x co  j d’où  il  fuit  que  zéro  multi- 

1 plié  par  une  quantité  infinie  peut  reptéfenter  indifféremment  toute  forte 
de  quantités  finies  ; réciproquement , qilt  toute  quantité  finit  divijït  par 
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FIG.  \éro  a pour  quotient  l'infini , C'efl-à-dire  , que  oo  & o fervent  dans  le 
calcul  différentiel , comme  autant  de  quantités  indéterminées.  Ce  fout 
des  expredions  vagues , dont  il  fcmble  que  l’on  ne  s’eft  avifé  , que  pour 
éviter  des  circonlocutions. 


Réglés  du  Calcul  Différentiel. 

78f.  E tant  donné  y xxax , on  fuppofe  que  x reçoive  un  accroifle- 
ment  infiniment  petit , défigné  par  dx-,y  en  recevra  donc  un  auffi  que 
nous  défignerons  par  dy , Sc  nous  aurons  y •+•  dy  — a x -*r  a dx\  d’où 
dy  = a a x\  c’eft  la  différentielle  de  l’équation  propofée. 

Elle  eût  été  la  même  pour  l’équation  t>  + y ■=  a x —ci  car  les  conf- 
iantes n'ont  point  de  différentielle. 

7%6.  Et  toutes  les  fois  que  les  variables  ne  pafferonr  pas  le  premier 
degré,  on  aura  les  différentielles  des  quantités  propofées  , en  effaçant 
les  termes  confiants  Sc  en  fubftixuant  aux  variables  leurs  propres 
différentielles.  S’il  falloit , par  exemple  , différentier  b x -+-  e y — a 

= — £ 4-  /,  vous  écririez  bdx-^-edy  z=t—d\. 

. n n 

' Mais  fi  les  variables  font  élevées  à d’autres  puiffances  que  la  première  ; 
fi  on  a,  par  exemple,  y = xm,  alors  en  fuppofant  que  x devienne  * 
4-  d x , on  aura  y-i-dy=z(x-hdx)m=xm-+-mxm~l  d x 

m—m -1  x™  * * d x1  4-  Scc.  Or  dx"1 , dx*  Scc.  s’évanouiffent  par  rap- 

port à d x : reftera  donc  dy  = mxm~l  dx  j donc  fi  m = i , dy  = 
zx  dx-,  Cim  — i,dy—)  x*  dx-,  Scc. 

787.  En  général , pour  différentier  une  variable  élevée  d une  puiffancc 
quelconque  , diminue ^ fon  expofant  dune  unité,  & multiplie[-la  par  l'ex- 
pofant  quelle  avoit  a'  abord  & par  fa  différentielle.  On  auroit  pû  déduire 
cettereglc  par  induélion,  fans  y employer  la  formuledu  binôme,  & alors 
on  eût  trouvé  cette  formule  même  avec  plus  de  facilité  que  par  l’ Algèbre 
ordinaire.  Suppofons  en  effet  que  l’on  demande  la  valeur  générale  de 
( 1 4-  l)m.  On  peut  repréfenter  cette  valeur  par  l’équation  . . . 

( 1 4 ~iJm  = i 4- Af  4-Bj1  4-Cj5  4-  Scc.  Celapofé,  différentions  en 
fuivant  la  réglé  précédente  ; nous  aurons  . . .m  ( 1 4- 
4-iBfd^4-J  C d ç 4-  &c , en  divifant  par  d ç , nous  trouverons 
m fi-f-  \)M~*  = A -+-  i B j 4-  3 C 4-  Scc. 

Or  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelle  que  foit  la  valeur  de  p , fup- 
3 pofons  - la  aonc  = o ; alors  m = A ; donc  m(  1 4-  J)m~l  - m -f— 
iB^4-3  C 4- &c.  Différentions  de  nouveau,  & divifons  enfuitc  par 
d{  i il  viendra/» . m — 1 ( 14-fJ"1*1  = xB+i.j  C { 4-  5 . 4 

D -f-  &c.  Soit  j=oj  d^nc  B as  ™ , & m . m — v . 

r*  -+-  t) 
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( I -f-  \)m  * 1 =r  m . m — i -4-  i . 3 C ^ &c.  Le  même  calcul  don- 
nera C = m '-m -,  Se  ainfi  des  autres  coefficients  indé- 


. . _ _ ^ , , _ m.m  — 1 

termines  D , E , &c.  On  aura  donc  ( i -+-  ç)m  = i -4-  « { H 

{'-+-&c,  &(a-J-i)m,ouu’n(i-4-—  )m  = am(i-i-m.—  -4-  -, 

a ai 


— -+-  &Cc)  = am  -4-  ma” 


am  ~ ' b1  Sec.  Revenons 


aux  différentielles. 

788.  Lorfquc  deux  variables  x Se  y fc  trouvent  multipliées  l'une  par 
l’autre  , alors  d (x  y)  = (x-i-dx)  (y-i-dy)  — xy  -=.ydx  -J-  xdy 
•+-dx  d y =y  d x-\-  x dy  , parce  que  dxdy  s’évanouit. 

On  a ae  meme , d (xyq)  — ç d(  xy)  -f-  Xyd  £ = xyd  j -f-  je  £ dy 
-hyçdx  . . . d(u  xy  =y  ç d (ux)  -4-  u x d (y  {)  =■  uXyd  £ 
u x ç dy  -‘ru.y  ^dx  -+•  x y ^ d u. 

Donc  en  général  , pour  différencier  le  produit  de  tant  de  variables  que 
ion  voudra  , il  n en  faut  différencier  qu’une  à la  fois  , comme  fi  toutes  les 
autres  étoient  confiantes  ; & apres  avoir  fait  la  même  chofc  pour  chacune , 
il  faut  rajfembler  toutes  ces  différentielles. 

Soir,  par  exemple  , la  quantité  x’-  y.  Je  fais  varier  y,  & j’ai  xJ  dy  ; je 
fais  varier  x , & j’ai  ^yx1  dx.  Donc  d(xl  y)  =x*  dy- f-  jyx1  dx.  De 
même  d fx1  yi  ç*)  = 3 x1  £4 y 1 dy  -4-  4 x*y*  ç5  d ç -t-  1 xy*  j4  dx. 

789.  Soit  maintenant  la  fraélion  — ; je  l’écris  ainfi  . . . xy~  ’ , 8c 

y 

j-n-/  . ..  . x . , , , ex  xdy 

en  différenciant  j ai  d(  — ) = y dx — xy  *ay= — 

y y yy 

y d x — xdy 

yy 

Donc  pour  différentier  une  fraction  oh  il  entre  des  variables , il  faut 
1°,  multiplier  le  dénominateur  par  la  différentielle  du  numérateur  ; 1% 
multiplier  le  numérateur  par  la  différentielle  du  dénominateur  ; 5 re- 
trancher le  dernier  produit  du  premier , & divifer  le  refit  par  le  quarré  du 
dénominateur. 

Avec  ces  règles  feules , il  n’eftpas  de  quantité  algébrique  que  l’on  ne 
puiffe  différencier.  Voici  quelques  exemples  de  celles  qui  font  les  plus 
alitées. 

I.  Soit  x = — ; on  aura dx—d(  — ) — — — , 

y y f/y 

U.  Soit  x-=  V (qy  + y y)  = (q  y =y  y)  * , on  aura  .... 

d*  = \(qy-*ryyl  T"  d(qy+yyf  - ^ q ~4~'V-— % 

v \qy  +yy) 

Et 
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I 

m — 

7$o.  En  général , fi  x = / (a  5+ J = ( <*  ^ 4-  ^V)  m , on  trou- 
1 

irera  que  </  * = “f^ï+^J"1  ('«<^4-1^^^ 

S=  ~~iü 

m V(a\-\-\x)m'1 

D’où  il  fuie  que  pour  différ entier  un  radical  du  degré  m , il  faut  divifer 
différentielle  de  la  quantité  qui  e/l  fous  le  figne  , par  l'expofant 
éi  par  la  racine  m de  cette  quantité  élevée  à la  puiffance  m - I. 

III.  Soit  x = (a-+-  by-\-cyy)m,  on  aura 

dx=m  (a-+-by+cy-)m-1  (b  + zcy)  dy. 

m ■* 

IV.  Si  y = (ax-±-bxx-\-cx')  ü , on  trouvera 


m 

*y—~  (ax+bx  x-t-cx 5 ) n (a-t-zbx~h^cx1)dx. 

V.  Soit  r= — \ — T.  ( x + Ÿ (xx+aa)» 

1 V (aa~txxJ  aa 

% x d x d x r , . x dx 

on  aura  d[-=  4-  d ( aa-hx  x ) + 

x a a a a a a y [a  -\~x  J 

zxdx  aa  d x 4-  z x xdx 


a a 


4* 


a a y (a1  4-  x1  )* 


Des  Différentielles  fécondés  , troifiemcs  , &c. 

791.  La  difFérenticllc  fécondé  d une  quantité  eft  la  différentielle 
de  la  première  différence.  La  différentielle  troifieme  eft  la  différentielle 
de  la  fécondé,  & ainfi  de  fuite  : ddx  on  d^x  lignifie  la  différentiel  e 
féconde  de  « , d' x ou  dddx  marque  la  troifiemc  , &c.  Le  quarré  de  la 
différentielle  d x s’écrit  ainfi , d x1  , 8c  fa  puiffance  m s’écrit  dx\  Sec. 
Il  ne  faut  pas  confondre  d (xm)  avec  dxf.  ^ 

D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  fur  les  différentielles  premières  , 
il  eft  facile  d’avoir  les  fécondés  , &c.  Soit  a:1  dont  on  demande  la 
différentielle  féconde:  on  aura  pour  la  première  zxdx,  la  féconde 
fera  donc  x dx  d x -+-z  x dd  x = zd  x* -+-z  x d dx.Dc  même  , puilque 
d (xm)  =mxm-1  dx  , on  a dd(  Xm  ) — mxm  - 1 ddx  4-  m . m — 1 . 

dx1.  On  a aÆd(xy)ssxdy+ydxiioncdd(xy)ssxddy 
-t-y  ddx-+-  z dydx. 

x y dx — xdy  dx  xdx  . 

D‘“  1“  7- 77’ 

* ddx  dx  dy  __  xd  dy  __  dxdy  + > x dy* 

y' ~~  y yy  yy  y y 
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1 xdy1 

i/j 


ddx  x d d y z d x dy 

y 5 ~y  ~yy  ~y  = * ‘ ‘ ‘ * 

* y dy1  >+-y' ddx  — xyddy  — iydxdy  . ... 

; j oc  amli  des  autres. 

y 

Par  les  mêmes  principes  on  peut  trouver  les  différentielles  troifiemes, 
quatrièmes , 8c  en  général  les  différentielles  d’un  degré  quelconque  , de 
toutes  fortes  de  Quantités  affedées  de  d x 8c  de  dy. 

Par  exemple , la  différentielle  de  y d x eft  y dd  x -f-  dy  d x 

tcHp  de  / ( dx 1 dy')  cft  dxdd*  + dyd dV 


-/  /•  j '»  . i , . • • • • celle 

V ( d xx  -+•  d yx  J 

yddx  ydxddy 

— — ~T~l — > ce"c  de  k quantité  infinie 


dy  dy  dy 

ment  grande  J*  cft  — — &c  , &e. 

79i.  Pour  abréger  le  calcul  des  fécondés  différentielles  de  plufieurs 
variables  , on  fuppofe  ordinairement  une  des  premières  différentielles 
confiante  ; c’eft-à-dire , que  l'on  rapporte  les  autres  différentielles  à 
celle-là , comme  à un  terme  fixe  de  comparaifon  ; on  en  verra  bientôt 
des  exemples.  Cette  fuppofition  fimplifie  le  travail  en  ce  qu’elle  fait  dif- 
paroître  tous  les  termes  affidés  de  la  différentielle  de  la  quantité  que  l'on 
a prife  pour  confiante.  1 

Si  on  cherchoit  j par  exemple  , la  différentielle  de  y—~  , en  fuppo- 

dy  rr 

Emt  dx  confiante,  on  trouveroit  dx  — y~^l  j & fi  on  faifoiè 

dy' 


yddx 
dy 


dy  confiante , on  auroit  dx-+- 

79t.  Rem.  Nousavons  fuppofé  jufqu'ici  que  les  variables  qu’on  avoit 
à différentier * augmentaient  toutes  en  même-rems.  Si  les  unes  augmen- 
tant , les  autres  diminuoient , il  n’y  auroit  pas  de  difficulté  pour  cela  : 
car ^ jc  & dy  peuvent  être  pofitives  ou  négatives,  comme  toutes  le* 
autres  quantités  algébriques. 

Des  Différentielles  Logarithmiques  & Exponentielles. 

794*  Soit  propofé  de  différentier  le  logarithme  naturel  de  la  varia- 
ble x.  ...  . Je  défigne  ce  logarithme  par  Ix,  & faifant  lx—^}  j’ai 
l (x-+-  d x)  \ ce  qui  donne  d[,  o\id(lx)=l(x-^-dx) 

■ dx'  dx 


1 X * 


~ - - - 3 x1  * 

Donc  la  différentielle  du  logarithme  d'une  quantité  quelconque  ejl 


— &c.  = 
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égale  a la  différentielle  de  cette  quantité  divifée  par  elle-même.  Pat 
conséquent  pour  un  fyftêmc  donc  le  module  = m , on  a d(  l x ) 

__ rndX'  nQUS  nc  patierons  dans  la  fuite  que  des  logarithmes 

naturels  dont  le  module  = i. 

Cette  réglé  pofée,  il  eft  facile  d’entendre  les  exemples  fuivants, 

nxH~'  dx  ndx  ,,  dx  d y ydx-+-xdv 

d l xn  — — = • dlxy= I-  — » 

x”  x x y xy 

air  \ -ixdx 

. . . dl  (aa—xx)  = — r-*r~  - 
x y aa-xx 

. . dl\f(a+bxn)  =f-tdl(a^-bxnJ 


X _dx  dy  ydx  — xdy 


y x 

_ -dx  ( 

a -x 
bp  n 


y 

dx 


a -h* 

xn-'  dx 


dl 


a + bxn 
dx 


V ( i -t-xx ) 


d x 
x 


■dx 


I -J-  x X 


*('!+**/ 

795.  Si  on  a des  puilfances  de  logarithmes,  ou  même  des  loga- 
rithmes de  logarithmes,  leur  différcntiacion  fera  aifée.  Soir  , par 

exemple,  y = ( lx  )m  , on  aura  dy=m(lx)m't  — , Si  on  a 

y =r  xm  ( lx)n  , il  viendra  dy  = m xm‘  ' dx  ( l x )n  -h  n xm mt 
dx(  lx  )n * 1 z=xm-1  dx  ( lx  )n  •'  (n-f-m/x)  &c.  Soit  enfuite 
- d*  d x 

y es  II  x , on  fera  /x=  & on  aura  dy  = -i  = — - 9 

* dx 

7 96.  L’équation  d ( lx)  s=  , donne  dx  —x  d(  lx  ).  Donc 

la  différentielle  d’une  quantité  quelconque  eft  égale  au  produit  de 
cette  quantité  par  la  différentielle  de  jon  logarithme.  Cette  règle 
peur  fervir  à trouver  facilement  les  différentielles  des  quantités  même 

T71  X m d X 

algébriques.  Tar  exemple  d ( xm  ) = xmdlxm  = 

— m x"  "*  dx;  d(xy  ) = X y + y ) = Vd*  ■ 

d f — ) ——(***  — ^ ) = y d x ~~  x ^ y &c.  On  l’applique 

K y y x y y1 

fur-tout  avec  fuccès  à la  différentiation  des  quantités  exponentielles. 
On  nomme  ainfi  celles  qui  ont  des  expofants  variables.  Telles  font 

a*,  x7 , Scc.  qui  font  du  premier  ordre  ; x J eft  du  fécond  , &c. 


x 

xdy  ; 
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La  différentielle  de  a * , ou  ( a*  ) fera  a*  d l a*  — a*  d ( x l a) 
= a*  dxt 'a.  Donc  fi  e eft  le  nombre  2,7181818  , dont  le  loga- 
rithme = 1,  on  aura<f(c*  ) = e*  tZx.Dcmcme  d(x>  ) — & d(ylx) 

= xy  (dy  /x-4- — * ),  &c. 

X 

797.  On  auroit  pu  trouver  ces  différentielles  de  cette  autre  manière. 


(In)1  , (ln? 


-4-  &c. 


Nous  avons  vu  ('30 6)  que  n—i  -4-  / n 

z 1.3 

Suppofons  donc  que  n—a*y  & fubftituons  cette  valeur  de  n y nous 

, (la*  )l  (la*  )' 

trouverons  . ...a*=i-4-/a*-f-  c 1 d. y.  &cc. 

z z : 3 

Ot  la*=xlay  & ( la*)1  = (x/  a f = x1  l1  a ; donc  a*  = 1 -4- 

. x1  l1  a x*  l3  a .. 

x/a  4- (-  &c  , & par  conléquent  a ( a*  ) = 


- • 3 


dx/t»4-*rZx  Z1  a 
x1  l1  a x'  /*  a 


JC  /« 


&c 


*•3 


4-  &c  ) — a*  dxla. 


A 1 egard  des  exponentielles  telles  que  x-*1  , leur  différentielle  eft 

^ X0  Tj  cl  X 

aiféc  à trouver  : car  ou  a d (xy  )=zxy  d(y*-lxj=zxy  [y*-  — 

■4-y*-  lx(d^ly-\-  Uil.  J ] = xy  y*-  ( ^4-  Li^/x  -{-d  xly  )% 

y X y 

X.  X. 

fi  x =y  = e , on  a e * e^dr  pour  la  différentielle  de  e • . On  trou- 
veroit  de  même  les  différentielles  fécondés  , troifiemes,  &c.  des  quan- 
tités logarithmiques  & exponentielles,  mais  nous  ne  nous  y arrête- 
rons pas.  Voyons  maintenant  comment  on  différenrie  les  finus,  co- 
finus , &c. 

Des  Différentielles  des  quantités  affeftées  de  Sinus , 
de  C^^ius,  &c. 

798.  Soit  fin  x =ty  , on  aura  y 4-  dy  = fin  ( x -f-  d x ) = 
fin  x cofi  dx  -{-fin  d x cof  x.  Or  d x étant  un  arc  infiniment  petit, 
on  aura  i° , cof  dx  = 1 ; z°yfin  dx  =dx . Donc  y -4-  dy  —finx- 1- 
d x cof  x , ou  dy  = d fin  x = d x cof  x.  La  différentielle  du  Jînus  d'un 
arc  quelconque  eft  donc  égale  a la  différentielle  de  cet  arc  multipliée 
par  fon  cofinus. 

799.  Puifque  d fin  x = d x cof  x , fi  on  fait  x = 90°  —y  , 

£ e iij 


% 
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FIG.  on  aura  d x ==  — dy  , & d cof  y = — dy  finy  , formule  que  l’on 
auroit  pu  trouver  de  ces  deux  autres  maniérés.  J 0 3finx  x -H  cof  x=  i . 

Donc  fin  x d fin  x -f-  cof  x d cof  x =:  0,ôcd  cof  x — — L__  d fin  x 

cojx 

t=  — dxfinx  . . . . a®  j d cof  x = cof  ( x -4-  d x ) — cof x =s 
cof x cof  d x — fin  d x fin  x — cof  x = — dx  fin  x.  Concluons  donc 
que  la  différentielle  du  cofinus  d’un  arc  quelconque  eft  égale  a.  la  difi* 
férentielle  négative  de  cet  arc  multipliée  par  fon  finus. 

_ , . fin  x , 

8oo.  Soit  tang  x = r = ---—  s on  aura  

coJ  x 

cofxdfinx — d cof xx  fin  x dx  cof1  x-k-d  x fin1  x dx 

cof1  x cof 1 x cof 1 x 

s=  d tang  x.  La  différentielle  de  la  tangente  d'un  arc  eft  donc 
égale  d la  différentielle  de  cet  arc  divifie  par  le  quarré  de  fon 
cofinus. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  le  rayon  = i , on  le  fuppofoic  = a % 

, a ad  x 

on  auroit  d tang  x = — - . 

cof1  x * 

— —j  de  meme 


Soi.  Soit  x =-  jo*  —y  j on  aura  d coty- 


fin1  y 


S>9- 


, r * , » — d cof  y d y fin  y dy  tang  y 

cof  y cof1  y cof1  y coJ  y 

d ( co fie  y ) = ~d^y  = -dyf°fy  _ -^yjoty 

fin1  y fin1  y fin1  y finy 

On  trouveroit  les  mêmes  formules  d’une  autre  maniéré  , en  fup- 
pofant  que  l’arc  AB  défigné  par  a pour  cofinus  * = CD, 
pour  finus  y = B D , & i pour  rayon. 

Car  on  auroit  d’abord  y=V  (i—  x t)  , ce  qui  donneroit  dy  = 

dfin  i=tx.  ,==  oi  x==  cof & ~ dX—  — di% 

comme  on  le  prouveroit  aifément  par  deux  triangles  femblablcs;  donc 
dfin  f = d i cof  i . . . On  auroit  enfuite  cof  A B = x=  V ( i - y1)  , 

d’où  on  tirçroit  d x ou  d cof  ? =n — y — — — = — fin  r dz. 

Wr  1 

D'ou  on  pourroit  déjà  conclure  que  d — -l , ou  d tang  rua  — } - 

cof f cof1 1 

Mais  cette  formule  peut  fe  trouver  d’une  autre  maniéré. 

Soit  A T tang  [—t , on  aura  t : i ; ; y : V ( i — y1  ) ; & par 
y j j dy  _ dy 

j donc  dtx= — = 777 rr 


ionféquent  t 

i 


dl 


~ cof'i' 


t 
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dy 


TIG, 


: -X 


dy  — di 


y'  1 ( i — y') 


= ■-  1 , comme  ci-deffus. 


y1  '/(i—y'J  fi*1  x 

Ces  réglés  fuffifent  pour  trouver  les  différences  premières , fé- 
condes , &c.  de  toute  quantité  dans  laquelle  entrent  des  fînus , des 
cofinus,  &c.  Voici  quelques  Exemples,  d ( fin  x )m  ==  m (fins  )n  - * 
d x cof  x = m fin  xm  âx  cot  x . . . . dd  ( finx  ) =d  d x cof  x — 
d x'  fin  x . . . dd  ( cof  x)  = d(  — d x fin  x ) = — d d x fin  x — 
dx1  cof  x ....  d ( fin  m x)  = mdx  cof  m x . . . . d cof  m x = 

— mdx  fin  mx  . . . d ( fin  x cof x)  =c  d x cof 1 x — d x fin 1 x = 
d x cof  i x. 

Xi  -r  « ( I ■+•  Cof  X)  , , , I -f-  cof X . 

Puifque  r/^ 1 cof{  x.  on  a donc  d ( ) 

i x 

— d cof \ x=.  — \d  x fin  \ x. 

On  trouvera  de  même  , que  d ( cofl  x ")  = — d l x fin  l x =3 
d 3S 

— fin  l x\  Sc  que  d (x  finx)  = d xfin  x 4-  x dx  cof  x. 

X ' 

8oi.  Si  x eft  un  arc  quelconque,  fa  différentielle  dx  — 

cof  x 

— d cof  x _ d tane  x d cane*  x 

= — — — = cop  x d tan  g x = - - 6 = ?- ss 

fin  x Jec * x x -i-  tan  g*  x 

— d cot  x — d cot  x 

— d cot  x Jm1  x — = — , &c  , &c. 

cofec*  x i-f-cor1* 

Applications  du  Calcul  Différentiel  à la  Théorie 
des  Courbes. 


805.  De  tous  les  problèmes  que  l'on  peut  propofer  fur  une  courbe  , 
le  plus  fimplc  eft  celui  qui  a pour  objet  de  mener  une  tangente  à l’un 
quelconque  de  fes  points.  Commençons  donc  par  rappeller  la  folution 
qui  en  a été  donnée  ( 777 ). 

Soit  la  courbe  A M , fon  axe  A P , fes  coordonnées  A P & P M ; iSj. 
il  eft  clair  que  pour  mener  la  tangente  au  point  M , il  fuffit  de  déter- 
miner la  foutangente  P T. 

Imaginons  donc  l’arc  infiniment  petit  Mm,  les  deux  ordonnées 
infiniment  proches  MP,  m;,  & fuppofons  M r parallèle  à P p. 

Soit  à l’ordinaire  A P = x , PM  = y , Sc  nous  aurons  Pp  ou 

1 V d X 

Mr  xxdx , m r ex  dy  y Sc  P T = . 11  n’y  aura  donc  plus 

d y 

E civ 
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<^u’à  différencier  l'équation  Je  la  courbe , afin  d’en  tirer  la  valeur  de 
, que  l'on  fubftitucra  dans  la  formule  des  foutangentes , & P T 

d y 

fera  déterminée. 

y*  d £Z* 

804.  L’cxpreflîon  de  la  tangente  M T eft  / (y1  H-  •7-— 1_)  } ou 

— V (d  je1  dy1)  ; celle  de  la  founormale  P N eft  , ouZi^Zi 
dy  J ' * PT  dx 

la  normale  MN  = -Z_  \J  (d  X1  -4-  d y*  ) ; & fi  on  mene  par 
d x 

le  point  A la  ligne  AQ  parallèle  à MP,  on  aura  :“~f~  — x 

ou  AT  y:  AQ  =y-  ^ Ces  valeurs  de  A Q & de  AT  1er- 

d x 

viront  à trouver  les  afymptores  de  la  courbe  AM,  lorfqu'clle  en 
aura  : car  fi  après  avoir  fubfticué  dans  ces  deux  valeurs  celle  de 

dy  ‘ • c • 

~ tirée  de  l’équation  même  de  la  courbe , on  fuppofe  x infinie  , 

il  y aura  autant  d’afymptotes  que  de  valeurs  differentes  des  lignes  A Q 
& AT.  Quant  à la  pofition  des  afymptotes,  elle  fera  toujours  déter- 
minée par  les  points  T & Q.  Appliquons  maintenant  ces  formules  à 
quelques  exemples. 

On  lait  que  l’équation  au  cercle  eft  y1  = a1 — X1  ; donc  y dy 

s=  — x dx , & y^x.  — — y_  3-  — (f. — p t.  Le  ligne 

dy  x x 

— indique  que  la  foutangentc  doit  être  prife  dans  le  même  fens  que 
l'abfcifle , parce  que  dans  la  conftrudion  de  la  formule  on  l’a  prife 
en  fens  contraire.  Si  on  eût  compté  les  abfciffcs  du  fommet , l'é- 
quation y*  = i a x — xx  eût  donné  un  réfultat  pofitif  comme  la 
•formule. 

, y d y 

Par  l’cquation  y1  = — as1,  on  trouve  -■  ou  la  lounor* 

v»  d y* 

male  = — x,  & la  normale  V ( y1  -f-  / ( X1  -*1-  y1  ) 

d x1 

~ ft  = le  rayon  , comme  cela  doit  être. 

Dans  la  parabole,  y1  5=  p X ; donc  =s|  n,  & Z-_ 

dx  dy 

yy1 

= t .v, 

9 
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Dans  l’cllipfe, y*  s=  — (a%  — x 1)  ; donc  y dy  = L.(-Xdx)t 

uyjy  = ril*.  enMlt = = 

« x a.~  dy  b1  x x * 

Dans  l'hyperbole  , y1  = — fiax  + xx);  donc  = — X 

a d*  a1 

Ca-^x),  fr  — _ «*>*  a »-f« 

<z  4-  a:  * 

On  a aulfi  AT  = — 1 cxPre®on  tlul  réduit  à la  feule  l8j« 

quantité  a , quand  on  fuppofe  x infinie.  Dans  la  meme  fuppofition 

on  trouve  que  A Q = y - *d  > - y -.bl±(a  + x)=z 
, , , “ X a1  y 

«y*— A»  * , * J 

~I~ = b <S  ( ) fc  réduit  a b. 

r , a y a y 1(I+* 

V-cs  deux  valeurs  de  AT  & de  A Q donnent  la  pofition  des  afymp- 
, rotes , telle  que  nouî  l'avons  déjà  trouvée  (695). 

805.  Soit  y"  = x"  am~n  , on  aura  ni  x -h  ( m — n)/a  = m/  y, 

ndx m dy  . . ydx  m 

„ > & la  loutançrcnte  — — = — *.  Toutes  les  cour- 

, x y dy  n 

bes  reprefentées  par  l’équation  générale  ym  = x * am'n  , font 

nommées  paraboles  , Iorfque  m & n font  pofitives.  Si  m = z , 

^ n ~ r * on  a y y = a x , équation  à la  parabole  ordinaire  otj/ 
Apollomenne , comme  l’appellent  quelques  Auteurs,  du  nom  d’ Apol- 
lonius ancien  Géomètre  , dont  on  a un  Traité  fur  les  Seâions 
coniques.  Si  m = ],  & n = 1 l’équation  eft  y'  = a1  x,  & la 
courbe  qui  en  réfulte,  eft  la  première  parabole  cubique  à caufe  de 
j=  mf=  3 > & « = î j c’eft  alors  la  fécondé  parabole  cubique  , 
dont  l'équation  cfty  * = a x1.  Voyez  les  Fig.  119  & 130. 

8o<£.  Si  a eft  négative,  les  paraboles  fe  changent  en  hyperbole* 
dont  1 équation  eft  x"  ym  = am  "*•  " ; la  foutangente  de  ces  courbe* 

eft  donc  généralement x , c’cft-à-dirc  qu’elle  doit  être  prife 

dans  le  meme  fens  que  les  x.  Et  fi  m = n = 1 , on  a l’hyperbole 
ordinaire  dont  la  foutangente  = — x ( 699). 

Dans  la  logarithmique  , on  a x — A log  y , & d x = * 

. y 

n ydx 

•L,onc  ' — -A)  foutangente  ejl  donc  toujours  égale  au  ma< 
dult  ('730;. 
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807.  Soit  maintenant  une  courbe  quelconque  B I O C avec  tme 
, autre  courbe  BMA  , telle  que  fi  on  prolonge  les  ordonnées  OP 
de  la  première  jufqu’a  la  rencontre  de  la  fécondé  , la  ligne  M O 
fbit  une  fonction  quelconque  de  l’arc  B I O ; il  s’agit  de  mener  par 
le  point  donné  M la  tangente  M T. 

Concevons  l'ordonnée  mp  infiniment  proche  de  M P , & Mr  paral- 
lèle à la  tangente  au  point  O ; fi  on  fait  BlO=^,  MO  = a , on 

aura  m r—  du , rM— Oo  = d{,  & du:  dr  : : u : OT  = 

du 

Or  u étant  une  fonftion  de  r,  on  aura  4?  en  prenant  les  diffé- 

du 

renticlles  ; ainfi  T O , ou  le  point  T fera  déterminé  , d’où  il  eft 
facile  de  mener  la  tangente  MT. 


Suppofons,  par  exemple  , on  aura  du  = — — , 

a a 


& 


OT  = j = B IO.  Si  BIOC  eft  un  arc  de  cercle  , alors  A M B 
eft  une  cycloïde , & cette  conftruélion  eft  la  même  que  celle  que 
nous  avons  déjà  donnée. 

Dans  la  quadratricc , fi  on  compte  les  abfcilTes  du  centre  , on 

' , » ’X  CS  , , d x ex 

a (717)  y — — cot  — > donc  dy  = cot 

a a 

c x d x ^ x dy  x ex 

3 & — ~ — — cot 

d x a 4 


a 

C X X 


Mais  — 


x dy  = 
d x 


c#  ax  a 4 c x 

fin' fin' 

a a 

O T , comme  on  peut  le  prouver  par  deux  triangles  femblables  , 
favoir  MOT,  & le  triangle  différentiel  que  l’on  imaginera  en 
menant  une  ordonnée  infiniment  proche  de  MP.  (Tl  faut  — dy , 
parce  que  y diminue,  lorfque  x augmente  ). 

C X X x C X 

Donc  OT=  - — — cot  — 5 & en  ajoutant  de  part  & 

- , c x a a 

* s- 

d’autre  C O = P M = y =ss  — cot  — L. , on  aura  CT  = 

a a - . c x 


CM1. 


fin'  — 

a 


Lorfque  C M = C T,  ou  au  point  D , on  a comme  nous  l’avons  déjà 

trouvé,  la  bafe  CD  = par  conféquent  CT  s ^5"*  ^ &uc 

donc  prendre  C T troifieme  proportionelle  à la  bafe  C D & au 
rayon  CM,  ce  qui  donnera  le  point  T par  laquelle , & par  le 


* 
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point  M fi  on  mène  la  ligne  MT,  èlle  fera  la  tangente  demandée, 

808.  Pour  mener  les  tangentes  aux  fpirales,  il  faut  réfoudre  le  pro- 
blême  fuivant.  Soit  décrit  un  cercle  d’un  rayon  quelconque  C A , & foit  * 
une  courbe  C KM  telle  qu’en  menant  le  rayon  C M N , la  ligne  C M. 
foit  une  fonélion  quelconque  de  l’arc  A B N , il  s’agit  de  mener  par  le 
point  donné  M la  tangente  N T. 

On  imaginera  les  deux  rayons  infiniment  proches  CMN,  C mn  y 
& le  petit  arc  Mr  décrit  du  centre  C & du  rayon  CM,  on  mènera  en- 
fuite  CT  perpendiculaire  à CM. 

Cela  pofé  , foit  C M =y , A B N = * , C A=  a , on  aura  a : y : : N n 
(iy)  CT  = * 


ady * 


Soit  par  exemple  y — — la  courbe  CKM  fera  la  fpirale  d’Archi- 

TT  > 

mede  , & on  aura  — = — , C T = = — ■ ? = - = MQ O'. 

dy  a aa  aa  a 

Soit  la  fpirale  hyperbolique  dont  l’équation  eft  x~y  = a b , on  aura 

xdy  -f -y  dx  = o,ydx  = — x dy  , C T r=s  — XJf  ^3  =r — 'tü  =— 

ady  a 

•—  b ; ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  (746). 

809.  Dans  la  fpirale  logarithmique  , où  l’angle  C M T eft  confiant , j £4,' 
on  imaginera  les  rayons  infiniment  proches  C M , C m , & décrivant  du 
centre  C & d’un  rayon  quelconque  C N un  cercle  , on  fera  CM  = {, 

CN  = a,  & marquant  fur  la  circonférence  du  cercle  un  point  fixe  A , 
on  fuppofera  l’abfciiTe  AN  = * ce  qui  donnera  la  proportion  .... 

a : d x : : p : M r = 

a 

c ■ x d*  dr  . 

Soit  t — tang  M mr,  on  aura  t — 1 , ou  - = — — a (lr)  ; 

ad  1 a t p 

donc  / ? = — . ou 1-  une  confiante  C , parce  que  la  dif— 

at  at 

x 

fdrentielle  de  l'équation  / { = — eft  la  même  que  celle  de  Ir 

at 

oc 

~ -+-  C* 

a t 

x 

Or  cette  équation  = h C,  fait  voir  i°,  que  la  fpirale  fait  une 

infinité  de  révolutions  autour  de  fon  centre , tant  pour  s’en  approcher 
que  pour  s’en  éloigner  5 car  au  lieu  de  x on  peut  fubftituer  fucceflïve- 
ment  * -f-  *■ , x -f-  nr , x 3 *■,  &c,  — x+x,-  ijr-f-x.  &c  , 
étant  la  circonférence  A N B.  • 
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t 

7 

x°  , Que  fi  on  fait  C==  IC  , on  aura  l ^ 

M 

& ^ r=  C'e*';  donc  au  point  A où  X — o,  on  a 


*=*  = */, 


OU 


a t at 

X M 

\ _ T* 

c=e 

CD=C’. 

5®,  Que  les  abfciflcs  A N croiflant  en  progrcflion  arithméti- 
que . . . . Xy  >x,  3 x.  Sec,  les  ordonnées  forment  la  progrdfion 

X IM  3 * 

géométrique  . . . . Ct4',  Ce  **  , C'e  **  , Sec.  4®,  Que  fi  t = oe, 

on  a ^ = C’,  propriété  du  cercle  qui  coupe  à angles  droits  tous  fes 
rayons  , comme  on  le  fait  déjà. 

Ces  exemples  fuffifent  pour  mener  les  tangentes  de  toute  forte  de 
courbes  foit  méchaniques  foit  géométriques.  Au  relie , on  peut  voir 
cette  maricre  traitée  plus  en  détail  dans  ŸAnalyfe  des  infiniment  petits 
du  Marquis  de  l’Hôpiral. 

Des  Développées. 

8ro.  Imaginons  un  fil  ABC  appliqué  fur  une  courbe  quelconque 
B C dont  l’origine  cfr  en  B , & dont  A B ®ft  tangente  en  ce  point  ; fi  on 
développe  ce  fil  en  le  tenant  toujours  également  tendu , fon  extrémité 
A décrira  une  courbe  A,  M , qui  aura  les  propriétés  fuivantes. 

i®,  La  tangente  M C de  la  courbe  BC  fera  toujours  perpendiculaire 
à la  courbe  A M ; i°,  la  longueur  de  cette  ligne  fera  égale  à la  ligne  A B 
■+-  à l’arc  B C ; 3®,  l’arc  infiniment  petit  M m pourra  être  regardé  comme 
un  xrc  de  cercle  décrie  du  centre  C & du  rayon  CM;  40  , le  point 
C fera  le  point  de  réunion  des  deux  normales  infiniment  proches 
MN,  mn. 

8 1 1 . La  courbe  B C fe  nomme  la  Développée  de  là  courbe  AM; 
la  ligne  MC  eft  le  rayon  de  la  développée  ; on  l’appelle  aulfi  rayon 
ofculateur  , rayon  de  courbure. 

Cela  pofé,  on  demande  comment  on  pourroit  déterminer  pour  cha- 
que point  M le  rayon  M C de  la  développée  B C que  l'on  fuppofe 
connue. 

Soient  MP  ,mp  deux  perpendiculaires  à l’arc  A Q infiniment  pro- 
ches, & CO,  r M parallèles  au  meme  axe  ; fi  on  appelle  MO  , a . . . 
AP,*.  ...  PM, y . . . . M m ou  V.  (d x'  -t-dy1) , ds , on  aura .... 

dx  : ds  : : u : MC  = Mais  pendant  que  AP,  PM,  & MO 
d x 

varient  , MC  devenant  mC  ne  varie  point;  ainfi  l’équation  MC 

H 

- — étant différentiée  , on  aura  (udds  q-  ds  du)  dx—u  dsddx ; 
dx 
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& pui fque  du  — mr  — dy  , on  trouvera  que  u = d s d x dy 


& que  par  conféquent  MC  = 
dsi  dy 


d s1  dy 


ds  ddx  — dx dds 
ds* 


dy  ddx  — dx  d dy 


d’où  d d s = ■ 


ds 


(ds1  —dx1  ) dd: 


ds 5 


FIG* 


d s d dx  - dx  dds  * 


d s1  ddx  — dx  (dxd  dx  -f-  dy  ddy  ) 
ds* 

-dx'd(d-l)'  ' . 

d x 

Suppofons  maintenant  j pour  abréger,  qu’une  de  ces  différentielle* 
foit  confiante , l’élément  ds  de  la  courbe , par  exemple  , & non* 
..  ds  dy  dy  V (d  x1  -f-  dy1) 

ddx  ddx 

Si  on  eût  fuppofé  dy  confiante,  on  eût  eu  d s d ds  = d x d d x ; 

dxddx  . , ..  _ dyds » 

ce  qui  donne  1V1  C = — 


(dx1  -4- dy1  )~ 

dyddx  dyddx  * 

Mais  fi  on  fuppofe  , comme  on  le  fait  ordinairement , que  dx 

foi.  confiante , alors  M C = — Ù-  = J£— 

- dxdds  -dxddy  -dxday 

8 ta.  Comme  les  courbures  des  cercles  font  en  raifon  inverfe  de 
leurs  rayons  , on  en  déduit  qu'en  deux  points  différents  d’une  courbe 
quelconque  , les  courbures  font  en  raifon  inverfe  des  rayons  de  la 
développée.  Ainfî  pour  favoir  en  quels  points  la  courbe  a une  plus 
grande  courbure , il  faut  chercher  le  minimum  du  rayon  de  la  dé- 
veloppée. 

Si  la  tangente  en  A efl  perpendiculaire  à l’axe,  alors  pour  déter-  lS6. 
miner  la  ligne  droite  B A , ou  la  dillancc  du  fommet  A à l’origine 
B de  la  développée  , il  -faudra  faire  x=  o dans  l’exprcffion  du  rayon 
M C , & on  aura  la  valeur  de  B A.  Enfin  pour  trouver  l’équation  de  la 
développée , menons  C Q perpendiculaire  à l'axe  , & nommons  AB, 
a ...BQ,  (...CQ^i  nous  aurons  d’abord,  en  fuppofant  dx 
d X1  -+-  d y1  d x1  -f-  d y-  _ 

7 = — 77~--y-*n- ■ 


confiante  , M O = 
dx 1 


fuite,  dx  : dy:  : 


-ddy 


- ddy 

^:CO  = PQ: 


-ddy 
dy  ( dx 1 ■+■  dy1) 


- dxddy 

AP+PQ-AB  = i = *-«+£X'*i±d£2, 

-dxddy 


Donc 


valeurs  qui 
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fuffifent,  avec  l’équation  de  la  courbe,  pour  déterminer  l’équatioil 
de  la  développée. 

8 1 Jufqu’ici  nous  avons  fuppofé  les  ordonnées  parallèles  entre  elles. 
5i  elles  partoient  d’un  meme  point  B , voici  comment  on  déterminerok 
le  rayon  M C. 

J’imagine  deux  ordonnées  infiniment  proches  BM,  But.&CO, 
Co  perpendiculaires  à ces  ordonnées;  je  décris  enfuire  du  centre  B 
l’arc  M r.  Cela  pofé  , foit  BM.=y,M.rzzdx,mr=  dy  , M m — ds 
= / (dx1  -y-dy1) , M O = u;  à caufe  des  triangles  femblables  M rrn  , 

CM  O,  on  a d x : u : : dy  : C O = tAX  : : d s : M C = — — Dif- 

d x dx 

férentiant  cette  dernière  équation  ( en  fuppofant  d x confiante  ) on  a 

du  sz-  U ^ & ja  différentielle  de  C O qui  eft  Co-COa 
ds  ^ 


_udydds 

nn  _ dudy-j-  u ddy  _ J ds  uddy  u dy'-  d dy 
dx  dx  dx  ds'-  dx 

-+-udxddy  udxddy  . , 

s= — Donc  O Q = -,  8c  y : d x : : y - u . 

ds 1 ds 1 

-udx  ddy  . , . y d s1  y dsi 

- D ou  on  tire  u = —Z , & MC=  — yr 

ds 1 * ' ds1  -y  ddy  ds1dx-ydxddy 


ds 1 

_ y C d x1  -f-  dy1  )î 


-,  qui  fc  réduit  à 


d si 


dxi  -+-  dx  dy1 — y dxddy'  '1~‘  ~ - d x d dy 

’=oo,  oulorfquc  les  ordonnées  font  parallèles  , 


lorfque 

* J» 

y— co,  oulorlquc  les  ordonnées  lont  parallèles  , comme  nous  la- 
vons déjà  trouvé.  PafTons  maintenant  à quelques  exemples. 

L’équation  à l’cllipfe  8c  à l’hyperbole , lorfqu’on  compte  les  abf- 
cilTes  du  Commet  , eft  généralement  exprimée  par  y y ==  p x ± 

? x X olj  y eft  cla;r  que  fi  a — co,  on  a y y s=px\  équation  à 

% & y 

la  parabole , qui  n’eft  par  conféquent  qu’une  ellipfe  ou  une  hyper- 

p x x 

bolc  dont  le  grand  axe  eft  infini.  Ainfi  l’équation  y y ^ •- 

eft  générale  pour  toutes  les  feélions  coniques.  Elle  peut  donc  fervir  à 
trouver  leur  rayon  de  courbure. 


814.  Obfervons  d’abord  que  - V (d  x 1 4-  dy1) , étant  égale  à la 

d x 

normale  ( 804 ) , fi  on  le  nomme  n , le  rayon  de  la  développée , ca 

fuppofant  dx  confiante  , fera  exprimé  par  — ; & puifque  dans 

-y' ddy 
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. P xX  j J . P x d x 

ctt  exemple,  y y , on  a i y dy=p  ax-f .... 

- - CL 

. . y1  d dy  = Hh  — y1  d x1  - y* 

ia  1 a i 1 a 4 

Donc  le  rayon  de  la  développée  pour  toutes  les  fcétions  coniques 

= , c'eft-à-dirc , aw'il  eft  égal  au  cube  de  la  normale  divifée 

ÏPP  / , 

par  le  quart  du  quarré  du  paramètre.  D’où  il  fuit  que  dans  le  cercle  01I 
n = ~p  , le  rayon  de  la  développée  eft  toujours  égal  à la  normale  , ce 
qui  eft  évident.  Quant  à la  développée  du  cercle  , on  voit  bien 
quelle  n’eft  autre  chofe  que  le  point  même  qui  fert  de  centre  au 
cercle. 


81  y.  On  a n = -J-  V ( d x*  -f-  dy 1 ) = 


Vlpx±'JLÜ+f 


4 V X X 

( 1+ 1 ).];  & au  fommet,  lorf- 

1 a 4 a a a 

que  x = o , n=z\p  , & le  rayon  de  la  développée  , ou  la  droite 
ÂB  = ~p.  Dans  l’ellipfe  , la  aévcloppée  a quatre  branches  BD, 
Dé,  bd.  Bd , égales  & fai  fant  encre  elles  quatre  points  de  rcbroufle- 
ment.  La  diftance  CB  = Cé  = a — £ p , & ED  = e J = la  moitié 
du  paramétré  du  petit  axe. 

MN»  ' MN 
= N T X 


Dans  la  parabole , le  rayon  M C 


4 PP 


PN 


par  conféquent  CO  ou  PQ  = NT  = 1 jt  + j;  ; donc  A Q = 
j ac-f-ip  = )x-f-AB,  & par  conféquent  B Q = ) x , ce  qui  donne 
une  conftruétion  bien  fimple  pour  déterminer  le  point  C , ou  le  centre 
du  cercle  ofculatcur  ; prenez  BQ=  ; A P , & menez  C Q perpendicu- 
laire à A Q , le  point  de  concours  C des  deux  lignes  MC , C Q fera  le 
centre  du  cercle  cherché. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  développée  , foit  CQ  = h, 

a.  x y 

on  aura  x = j & ip  :y  : : QN:CQ::tx:«  = - b 

P 

Donc  — = x1  =s  ^ ^ , & ï!  = rzp  U*  ; ce  qui  fait 

p I 6 

Toir  que  la  développée  de  la  parabole  ordinaire  eft  une  fécondé  pa- 
rabole cubique , dont  le  paramétré  eft  les  fj  de  celui  de  la  parabole 
donnée . < 

Par  la  nature  des  développées  AB  + BCjcMC.  Donc  B C =3 


FIG* 


188, 

iSp. 
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M N* 

MC  — \p  — - ip:  orMN  = /(p):  + jppj=e 

4 PP 

V (j  p \ -4-  \pp)*  On  a donc  , en  faifanr  p = û , BC  = £ 

ç ? i. 

a [(  1 H j — 1 ] , cxprefTion  d’an  arc  quelconque  de  la  fc- 

4 & 

conde  parabole  cubique  donc  l’équarion  eft  =s  u u1. 

S 16.  Soit  la  cycloïdc  A MB  a , fon  cercle  générateur  BODO', 
l’ordonnée  M O?  perpendiculaire  à B D.  Si  on  fait  B P = x , P M 
=y , B D = z a , on  aura  y = BO  + / fiax  — x x ) ; or  la 

différentielle  de  l’arc  B O eft  a ^ = — — d V (z  a x - x x) 

cof  B O a-x 

adx  . (za-x)dx  , za-x 

= Donc  dy  = = dx  V ( ; = 

V ( zax-xx)  V(zax-xx)  x 

(z  a x — x x)  , équation  différentielle  de  la  cydoïde. 


dx 


7.  û d X* 

dx1  -h  dyz  = . Donc  le  rayon  M C = 


Cela  pofé,  pour  trouver  le  rayon  MC  de  la  développée  , fuppofons 

dx  confiante , & nous  aurons  endifférentiant,  ddy  a — - , 

x v ( zax-xx ) 

(dx1  -4 - d y iJ  T 

-dx  d dy 

1 v"  z a ( z a — x)  = 1 O D ; or  M N C eft  parallèle  àOD,  puif- 
que  (711)  la  tangente  M T eft  parallèle  à O B.  Donc  OD  = 
M N = N C. 

II  fuit  de-là  i°  , que  le  rayon  de  la  développée  au  point  A eft  nul  ; 
& qne  par  conféquent  la  développée  paffe  par  ce  point.  i°.  Que  le 
rayon  de  la  développée  au  point  B eft  la  ligne  B E double  de 

BD. 


817.  Pour  déterminer  la  développée  ACE  , achevons  le  reétan- 

flc  AE,  & fur  le  côté  A B'  = D E = B D , comme  diamètre, 
écrivons  un  demi-cercle  A'Q'B',  menons  AQ'  parallèle  à CM, 
& joignons  C £%  Q'  ; cela  pofé  , l’angle  NAQ'  = NDO.  Donc 
O D = A Q'  , & l’arc  OID  ou  la  droite  AN  = l’arc  A LQ’. 
Or  OD  = CN.  Donc  CN  = AQ\  & par  conféquent  CQ'  =s 
A N = l’arc  ALQ';  propriété  diftinclive  delà  cycloïde  ordinaire; 
d’où  il  fuit  que  la  développée  A C E eft  une  demi-cycloïdc  égale 
à celle  que  l’on  avoir  déjà , A M B.  Elle  n’en  différé  que  par  fa 
pofition.  On  auroit  trouvé  la  même  chofe  , en  cherchant  direélc- 
ment  l’équation  de  la  développée,  par  ce  qui  a été  dit  (&iz). 

L’arc  AC  = MC  = i AQ';  donc  un  arc  quelconque  de  cy- 
tlo’idt  eft  double  de  la  corde  correfpondante  du  cercle  générateur. 

Ainû 
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Ainfi  M B = iOB,  A M B = i B D , & la  cycloïde  entière  A B a FIG. 
cft  quadruple  du  diamètre  B D. 

818.  Süit  la  fpirale  logarithmique  A DM  dont  le  centre  cft  A, 

on  aura  cot  MbA=^-  = ~j  & en  différenciant , (dx  étant 
Mr  dx 

fuppofée  confiante ) , on  aura  d dy  = & le  rayon  de  la  déve- 
loppée MC  = - ■ . fe  réduit  à . . . 

dx{dx*  -\-dy*  ) — y d x ddy 


y 

j-ÿÇdx'-ï-dy1).  Donc  fi  on  mène  AC  perpendiculaire  àMA; 

& MC  perpendiculaire  à la  tangente  en  M , leur  point  de  concours  C 
fera  fur  la  développée  : car  les  triangles  femblablcs  M r m & MAC 
donnent  Mm  : Mr  : : MC  : MA,  c’eft-à-dirc</rou  V (dx*  -f-  dy1)  ; 

rfx  : : MC  : y 5 donc  MC  = ÿ ( d x1  -bdy1J. 


819.  L’angle  ACM  = 90°  — A M C ==  AMT  ; d’où  it  fuit  qui 
la  développée  ABC  eft  la  meme  fpirale  logarithmique  A DM;  elle 
eft  feulement  difpofée  d’une  maniéré  différente,  il  fuir  dc-là  que  la 
tangente  M C eft  égale  en  longueur  à la  fpirale  AB  C,  quoique  celle-ci 
faffe  une  infinité  de  révolutions  autour  du  point  A.  Donc  aufii 
fi  on  mene  A T perpendiculaire  à AM,  on  aura  M T = l’arc 
A D M.  La  fpirale  logarithmique  & la  cycloïde  font  donc  elles-mêmes 
leurs  développées. 


Des  Points  d’inflexion , Cf  de  la  méthode  de  Maximis 
Cf  Minimisa 

810.  Si  une  courbe  AMO  de  convexe  qu’elle  étoit,  devient  con- 
cave , le  point  M où  ce  changement  arrive , eft  ce  que  l’on  appelle  un  *92t 
point  d’inflexion. 

Pour  déterminer  ces  fortes  de  points , oh  peut  regarder  la  tangente 
en  M comme  étant  tout  à la  fois  tangente  des  deux  parties  M A , M O ; 

& dans  cette  fuppofition  on  peut  imaginer  de  part  & d’autre  du 
point  M deux  éléments  Mm,  Mm'  en  ligne  droite , d’où  il  fuit 
que  le  rayon  de  la  développée  au  point  M doit  alors  être  infini. 

Mais  comme  ces  éléments  peuvent  être  fuppofés  décroître  dé  plus  en 
plus , de  maniéré  à s’évanouir  tous  deux , le  rayon  de  la  développée 
doit  alors  fe  réduire  à zéro. 

811.  Donc  au  point  d'inflexion  , le  rayon  de  la  développée  efl 
toujours  infini , ou  nul.  Donc  en  fuppofant  dx  confiante,  on  aura 

ï£ 
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toujours 


( dx ■+ -dy1)* 
-dxddy 


dj£  ) » 


oô  ou  9 : Sc  par  conlc- 


-ddy  , . 

quent  - ---  = o , ou  oc. 

On  difFérentiera  donc  deux  fois  l’équation  de  la  courbe  , en  fup- 

pofant  d x confiante  ; & on  aura  la  valeur  finie  de  — fiuc 

l’on  égalera  à zéro  ou  à l’infini.  Au  moyen  de  cette  équation  &de 
celle  de  la  courbe,  on  déterminera  les  valeurs  de  x & de  y qui 
conviennent  au  point  d’inflexion , ou  aux  points  d’inflexion,  s’il  y 
en  a plufieurs. 

8 ii.  Lorfquc  les  ordonnées  partent  d'un  point  fixe,  alors  on  a 

dx * -f-  dyx  — y ddy 
ri — =.  o OU  = oo  . 

dxx 

Ex.  I.  Soit  la  première  parabole  cubique  dont  l'équation  eft  y* 
= a'  x j ou  aura  y = x 1 a7  . . . dy  = { x ’dxxa 7 . . . ddy=\ 


•—  4 jc  3dxla7  . , . ==  — » x i <f  a a = 


d xx 


</  a a = o au  point 

d'inflexion  ; on  a donc  x = o.  Ainfi  le  point  d’inflexion  efi  à 
l’origine. 

Ex.  II.  Soit  la  conchoïde  de  Nicomede,  dont  l'équation  efi  y =ss 

— V ( a a — x x )’,  -on  a en  differentiant  . . . dy  =a 

x 

— dx a - A-?.  X • différentiant  de  nouveau,  en  fiippofant  dx 
x x V (aa  — xx) 

. ddy  ü1  x*  -4—  % a1  b x1 — ia*b 

confiante  , on  a . . . — — — - — = o au 

d'x1  (a1  x*  - x11)  V (a  a -x  x) 
point  d’inflexion.  Donc  **  «+■  3 b x1  — i a1  b =r  o , équation  qui 
étant  réfolue  f 3 3 8 ) , donnera  pour  * la  valeur  qui  convient  au  point 
d'inflexion. 


Ex.  III.  Soit  une  courbe  qui  ait  pour  équation  y — a — « 

(x  — a y , il  s’agit  de  trouver  les  valeurs  de  je  & de  y qui  répon- 
dent au  point  d’inflexion , au  cas  qu’il  doive  y en  avoir. 

En  différentiant  deux  fois  de  fuite , on  a — *^1.  ==: _ 

*5  (»-«)* 
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^ùi  étant  égalée  à zéro,  ne  fait  rien  connoîcre ; il  faut  donc  l'éga- 
ler à l'infini,  & on  a x = a =y  ; valeurs  qui  répondent  au  point 


du 


d d y* 


doit  ctre  négatif  i & s’il  eft  un  Minimum  , — doit  être  pofîtif. 

d x 1 


ddy 


S’il  arrive  que  foit  infini  ou  nul,  alors  M fera  un  point 
dxz  , 

d’inflexion,  ou  de  rebrouflement , la  tangente  en  M fera  parallèle 
à l’axe , mais  il  pourra  fe  faire  que  M P ne  foie  ni  un  Maximum 
ni  un  Minimum ; Voyez  la  Fig.  ijt. 

8z6.  Il  peut  encore  arriver  que  l’ordonnée  PM  foit  un  Maxi- 
mum ou  Un  Mininum , lorfqüe  la  tangente  en  M eft  perpendicu- 
laire à l'axe.  Or  dans  ce  cas  ZAjl  p * $c  par  conséquent  ~~ 

dy  dx 

I fij  ~ 


F10, 


d'inflexion. 

813.  Si  l'ordonnée  MP  d'une  courbe  quelconque  B M eft  plus 
grande  ou  plus  petite  que  celles  qui  la  précédent  ( pm  j,  & que 
celles  qui  la  fuivent  ( p1  m1  ) , on  lui  donne  alors  le  nom  de 
Maximum  ou  de  Minimum  ; & la  méthode  qui  apprend  à déterminer 
ces  fortes  de  quantités  , fc  nomme  la  méthode  de  Maximis  St  Minirnis 

814.  Si  C M eft  le  rayon  du  cercle ofculateur  au  point  M , il  eft  clair 

que  l’ordonnée  M P doit  être  plus  grande  oU  plus  petite  que  toute  autre 
ordonnée  correfpondante  à quelque  point  de  l’arc  K M D décrit  du 
rayon  C M ; d'où  il  fuit  que  l’ordonnée  MP  ( prolongée  dans  le  cas  du 
Minimum)  pafle  par  le  centre  du  cercle  ofculateur:  donc  la  tangente 
<n  M eft  parallèle  a 1 axe  A P , & par  confequent  la  foutan^ente 
ydx  dy 

— — = so . Donc  -x-  = o. 

'dy  dx 

Or  y peut  être  confédérée  comme  une  fon&ion  quelconque  de 
l’abfcifTe  A P (x) , d’où  il  fuit  que  pour  favoir  dans  quels  cas  une 
quantité  y dépendante  de  x peut  devenir  un  Maximum  ou  un  Mi- 
nimum , il  faut  bien  dilTcrentier  l’équation  qui  exprime  leur  rapport, 

& égaler  à zéro  la  quantité  L’équation  qui  en  réfultera , combi- 
ne avec  la  première,  donnera  les  valeurs  de  y & de  x dans  lefquellesy 
eft  un  Maximum  ou  un  Minimum. 

81  j.  Mais  pour  diftinguer  lequel  de  ces  deux  cas  a lieu  , il  faut  ob- 
ferver  que  le  rayon  de  la  développée  au  point  du  Maximum  eji 
pofitif , & quil  eft  négatif  au  point  du  Minimum.  Or  j’exprefTion 

rayon  ofculateur  eft  ( t -jf  dfL  \ ; & comme  ~ 

dx1  d xx  dx 

o , on  a C M = _--r  . Donc  , fi  y eft  un  Maximum , 
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ÏIG.  = oo ; formule  qui  déterminera  ces  fortes  d’ordonnées.  Alors  MP 
peut  être  tout  à la  fois  un  Maximum  & un  Minimum  à l’égard 
W*  des  deux  branches  MB,  MB'.  Mais  ce  n’eft  qu’un  cas  particulier 
renfermé  dans  celui  dont  nous  venons  de  parler , & dont  voici 
quelques  exemples. 

817.  I.  Soit  propofé  de  divifer  une  droite  a en  deux  parties  , 
telles  que  leur  rcétangle  foit  un  Maximum  ou  un  Minimum.  En  nom- 
mant x l’une  de  ces  parties , a - x fera  l’autre , & on  aura  a x - x x 
pour  l’exprelfion  du  Maximum  ou  du  Minimum.  Soit  donc  y—  a x 


— x x , & on  aura 


dy 

= a — 1 


dx 


o , d’où  x = | a.  Pour  fa- 


voir  maintenant  fi  cette  folution  donne  un  Maximum  ou  un  Mini- 
mum , je  différentie  l’équation  = a - t x , & j’ai  — £ = — 1 a 

dx  dx 

quantité  négative  ; d’où  il  fuit  que  la  valeur  x = — donne  un  Ma- 
ximum y =a=  j a1. 

En  général , fi  y=xm  (a— x )n  , pour  que  cette  quanuté  foit 

un  Maximum  ou  un  Minimum , il  faut  que  ^-  = mxm  (a  — x)n 

_ , ...  m n . , am 

—nxm  (a  — xY * 1 = o = — — . Alors  x = > 9c 

x a — x m-i-x 

d dy 

cette  valeur  donne  un  Maximum  pour  y , pareeque  ^ 


m 


xx  ( a — x )l* 

II.  Trouver  les  diamètres  conjugués  de  I’cllipfe  qui  font  entre-eux 
le  plus  pedt  angle. 

Soient  m , n ces  diamètres  , p l’angle  qu’ils  font  entre-eux  , o» 
aura  ("684  ) m n fin  p = a b t & m*  •+■  n1  =•  a1  -1-  b1.  Donc 


finp—- 


a b 


d finp - a b ( a1  -4-  b*  - 1 nx) 

n1  ( a1  -4-  bx  - n1)  £ 


n C^-hb1— n1)1  dn 

\ , .y  (a*  -+-  b1) 

= o ; donc  n—y  ' = m. 

% 

Ainfi  les  diamètres  conjugués  & égaux  de  l’ellipfe  font  ceux  qui  par 
leur  interfeétion  forment  le  plus  pedt  angle  cherché.  Le  finus  de  cet 

1 n.  1 
angle  elt 


a1-*- b1* 


H38.  Soit -- 


: tang  u , on  aura  fin  p ; 


a tang  u i tang  u 

1 -h  tang 1 u fcc1  il 
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= 2 fin  u.  cofi  u = fin  i u ; donc  l'angle  p eft  égal  à celui  que  FIG. 
forment  entre  elles  les  deux  lignes  menées  des  deux  extrémités  du  j , g 
petit  axe  à une  du  grand.  * 


III.  De  toutes  les  paraboles  que  l’on  peut  couper  dans  Te  cône 
droit  DCB,  déterminer  celle  qui  a le  plus  de  furface. 

Soit  BD=d,  CD  = i,  B P = ac , on  aura  a : b : : x : A P 

= — . . .PM  = v'f  a x — x x ) . . . la  furface  mAMPm 

CL 

---  . ~ v (ax  — xx)=xyi  donc^  = — , — V ( a x - x x) 
’ y J dx  j a 

V (ax— xx)— o a x — wæ-fr* 


± 

3 


a 

bx  a 

( x) 

A X 


) + x)  4- /(a  4-  *-?) 


x(  — — x ) =4  ax  — i xx.  D'où  x=  | a , folution  qui  donne  un 

Maximum , parce  que  { a, 

dx* 

IV.  De  tous  les  triangles  conftruits  fur  la  même  bafe  A B , & do 
même  périmètre , quel  eft  celui  qui  a le  plus  de  furface  ï 

Soit  le  demi-périmetre  = q , la  bafe  AB=aJ  le  côté  A M = x, 
M B fera  iq  — a — x.  Donc  en  appellant  y ta  lurface  , on  aura 
( 4 9x)y  — V [q.q  — a . q — X.  ( a -f-  x — q)]  . . . xly  = 

i dy  _ 

• • 1 ■ ■ * 
y 

dx  ^ dx  dy y t i 

q — x a-hx — q dx  x ^ a x — q q- x 

Donc  a + x — q — q — xri  g— a — x = x;  & par  conféquent 
le  triangle  cherché  eft  îfofcelc. 

828.  Il  fuit  de-là  qu’entre  tous  les  triangles  ifopirimetrtx  ou  de 
même  contour , celui  qui  a le  plus  de  furface  eft  équilatéral.  Car 
fi  A M B eft  le  triangle  cherche , il  eft  clair  qu’il  doit  avoir  plus 
de  furface  que  tout  autre  triangle  ifopérimetre  A MB  conftruit  fur  la 
même  bafe  ABj  donc  AM  = MB.  On  prouvera  de  même  que 
AM  = AB. 


*97* 


829.  Jufqu’ici  nous  n’avons  confidéré  que  le  Maximum  ou  le 
Minimum  des  fondions  d’une  feule  variable  x.  Pour  trouver  dans 
quels  cas  une  fondion  quelconque  Y de  deux  variables  x & y de- 
vient un  Maximum  ou  un  Minimum,  on  peut  fe  fervir  de  la  mé- 
thode fuivante.  ( Le  mot  fondion  eft  pris  généralement  pour  toute  ex» 
prdfion  dépendante  de  la  valeur  des  deux  variables)* 

Suppofons  que  y'  a déjà  la  valeur  propre  à rendre  la  fondion  Y 

F f iij 


I 
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un  Maximum  ou  un  Minimum  -,  il  ne  s’agira  donc  plus  que  de  trouver 
la  valeur  convenable  de* , c’eft-à-dire  qu’il  faudra  différencier  la  fonc-. 
tion  Y en  faifant  varier  x feule , & égaler  le  coefficient  de  dx  à zéro. 
En  faifant  un  raifonnement  fcmblablc,  on  verra  que  pour  avoir  y , 
il  faut  différencier  la  fonction  Y en  faifant  varier  y feule,  & égaler  le 
coefficient  de  dy  à zéro.  D’où  il  fuit  que  fi  d Y eft  repréfenté  générale- 
ment par  P d x 4-  Q dy , on  doit  avoir  P = o , Q = o , équations 

3ui  donneront  les  valeurs  de  x & de  y propres  à rendre  la  fonétion  Y 
laximum  ou  Minimum. 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que  ce  même  raifonnement  a lieu  quel  que  foie 
le  nombre  des  variables  dont  Y peut  repréfenter  une  fonélion.  D’où  il 
fuit  en  général , que  pour  connoîrre  les  valeurs  des  variables  qui  ren- 
dent la  fonélion  Y Maximum  ou  Minimum , il  faut  prendre  la  diffé- 
rentielle totale  ds  Y,  & égaler  à zéro  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle de  chaque  yariable , ce  qui  donnera  autant  d’équations  que  d’ in- 
connues. 

Par  exemple  , fôit  propofé  de  divifer  le  nombre  donné  a en  trois  par- 
ties dont  le  produit  foit  un  Maximum. 

En  appellant  x & y deux  de  ces  parties , la  troifieme  fera  exprimée  par 
a - x -y , & on  aura  xy  (a-x-yjdont  la  différentielle  =(a-  2X-y) 
ydx~h  (a  — 2 y — x)  x dy.  Egalant  donc  féparément  à zéro  le  coef- 
ficient de  dx  & celui  de  dy,  on  aura  a — t x — y = o = a — z y 
— x , d’où  y ses  x = j a.  Il  faut  donc  divifer  le  nombre  donné  en 
trois  parties  égales. 

Propofons-nous  maintenant  de  trouver  entre  tous  les  triangles  ifo- 
périmetres  celui  qui  a le  plus  de  furface.  Nous  avons  déjà  réfolu  ce  pro- 
blème, mais  indireélement.  . . . 

Soient  x,  y deux  de  fes  côtés  , 2q  le  périmètre , i q — x — y fera 
l’autre  côté  , & la  furface  d [g  . q - x . q - y . (x,-hy-q)] 
devant  être  un  Maximum,  fi  on  la  nomme  Y , on  aura  2 lY-lq 

Y dx 

t=  l\(  q -x  )’\-l(  q - y ) H-  l ( x-+-  y - q ).  Donc  d Y =• 


) 


Y dy 


(■ 


:f  -y  — 3 - X-, 


j,  . a q 

d ou  x =y  = — i = i q — x — y. 


x -+-  y — q q — x 1 x -h  y — q q — y 

égalant  à zéro  le  coefficient  de  d y & celui  de  d x , on  a x -hy  — g 

Le  trian-i 

gle  cherché  eft  donc  équilatéral , comme  nous  l’avons  déjà  trouvé. 
Pour  s’exercer  à la  réfolution  de  quelques  autres  problèmes  de  ce 
genre,  on  peut  chercher  la  réponfe  aux  qqcftions  fui  vantes, 

I.  De  tous  les  quarrés  inferits  dans  un  quarré  donné , quel  çft  Iç 
pîqs  petit?  ' ’ ' • * 
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II.  De  toutes  les  fraétions,  quelle  eft  celle  qui  furpaffe  fa  puiflancc 
m de  la  plus  grande  quantité  poflible  ? 

III.  Quel  eft  le  nombre  x dont  la  racine  x cft  un  Maximum ? 

IV.  On  voudroit  conftruire  une  mefure  cylindrique  d’une  capa-a 
cité  donnée , & dont  la  furface  intérieure  fut  un  Minimum.  Quel 
rapport  doit-il  y avoir  entre  la  hauteur  de  ccttc  mefure  & le  dia- 
mètre de  fa  bafe? 

V.  Entre  tous  les  cylindres  que  l'on  peut  inferire  dans  uns 
même  fpherc  , quel  eft  celui  dont  la  furface  convexe  cft  un  Ma- 
ximum ? 

VI.  Parmi  tous  ces  cylindres  , lequel  a le  plus  de  folidité  ? 

VII.  Quelles  doivent  être  les  dimenfions  du  plus  grand  cylindre  qu'il 
foit  poflible  d’inferire  dans  un  cône  donné  ? 

VIII.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  bafe  , & qui  font  inferits 
dans  le  même  cercle  , quel  eft  le  plus  grand  ? 

IX.  Quel  feroit , au  contraire,  le  plus  petit  de  ceux  qui  feroient  cir- 
conferits  au  même  cercle? 


Des  Fractions  dont  le  Numérateur  & le  Dénominateur 
fe  réduifent  à %éro  dans  certains  cas. 

8?o.  On  trouve  quelquefois  des  expreflîons  algébriques  en  forme 
de  fraéHons,  qui  fe  réduifent  à ;.  Telle  eft,  par  exemple,  laquantité 
x*  — — a x 

• , lorfquc  x = a.  Or  , quoique  indéterminés  en  apparence  , 

ces  réfultars  font  pourtant  fufceptiblcs  de  valeurs  déterminées , & voici 
une  méthode  pour  les  trouver. 

B . 

Soit  — une  fraétion  dont  le  numérateur  & le  dénominateur  font 

des  fondions  de  x qui  fe  réduifent  l’une  & l'aune  ào  lorfque  x=a. 
Pour  en  trouver  la  valeur , on  fubftituera  x ■+■  d x au  lieu  de  x dans  P 


& dans  Q , & on  aura 


d P 


Q^Q 

dp 


: faifant  enfuite  x = a dans  cette 


fraétion , elle  fe  réduira  à ; & ce  fera  la  valeur  de  la  fraétion 

^Q 

propofée  dans  la  fuppofltion  de  x = a-i-d x , ou  de  x — a,  fi  toute* 

d? 

fois  les  termes  de  la  fraétion  — ne  s’anéantiflent  pas  encore  en 

dQ 

faifant  x=a, 

K vt 


« 
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Ex  On  demande  la  râleur  de  — j lorfque  x = a?  . , i 

X — a. 

d P i xdx 

Ici  P =sxx  — <rl , & Q = * — « 5 <îonc  — = — 1 * 

s-  » a , comme  cela  doit  être  ( 7%î)’ 

Soit  la  progredion  géométrique  ~~  x : x1  : X*  : * * 

dont  la  fomme  cft*  * ~-j  on  demande  la  valeur  de  cette  fornmc 


x-i 


lorfque  x = i On  trouvera  =>  (n  4-  *)  *"  * 

se=s  » , ce  qui  eft  évident. 

s» U ,«uriri  Mri L , 

a — Va*5 

lorfque  x =:  o.  En  prenant  les  différentielles  féparément , on  aura 
a'  — a x5 


— — Va1* 

Vfia!*-*4J  ix  ts  a valcur  de  la  quantité 

" 4 i)  * 

« 

propofée.  d? 

8ji.  Mais  s’il  arrive  qu'en  fubftituant  a au  lieu  de  x dans  9 

cette  fra&ion  devienne  auffi  —,  on  la  traitera  de  même  que  la  pre- 
mière & ainfi  de  fuite , jufqu’à  ce  qu’on  ait  une  valeur  dont  un 
des  termes  au  moins  foit  fini. 

Ex.  Si  on  différentie  la  même  équation -.r  x : x1  : JC5  : . • * x 
, on  aura  après  avoir  divifé  par  — . , x + i x 4-5* 

qui  fe  réduit  à - lorf- 

( i — x y n o 

..  rdV  i—x'(n+\)l  + n(n+-i)xt'+n 

= x.  Ainli  — = — 7 

JQ  —i(i—  x) 

mais  cçtte  nouvelle expreffion  donne  encore  ^-,en  y fubftituant  x à 

x j il  faut  donc  différentier  féparément  fon  numérateur  & fon  déno- 

— nxnm'(n  4-1  J1  + ».n+l.»  + i.*" 
minateur,  fie  on  aura — — « 


4-n  * 
que* 
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qui  en  faifant  *=i,  donne  *Sn  ^ fomme  de  la  progrefliott 
arithmétique  — i . a . 3 . . . fl. 

Dans  la  Quadratrice  , y t= 


C X 

tang  — i & cette  expreG» 


don  fc  réduit  à — , lorfquc  X = a.  Donc  y = 


— dx 


a d cot 


ex 


r icx 

> T 


a a 


On  peut  avec  ces  principes  trouver  dans  chaque  cas  particulier  les 
valeurs  indéterminées  de  o X 00  , & deoo-so.  Car  o x 00  fc  réduit 

CL 

a — , parce  que  00  =e  — . On  y ramene  aufli  co  — 00  , en  fup- 

d f) 

pofant  que  le  premier  00  provient  de  — , & le  fécond  de  — # Par 

T X 

exemple , fi  x = 1 , on  a 00  — 00  ; qui  en  diffé* 

Lx  Lx 

I *■"  X 

rendant  , fc  réduit  à — x = — 1, 

L x 
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Quelques  autres  Applications  du  Calcul  Différentiel . 

No„  s avons  déjà  trouvé  des  fériés  qui  donnent  les  valeurs 
de  fin  ^ & de  cof  5.  Le  Calcul  différentiel  va  nous  les  faire  retrouver. 

Suppofons  fin  \ = A^  + B^+C^  + D^+fcc  . . . . & 
eof  \ «=■  &c  ; comme  le  calcul  que  nous 

allons  faire  nous  apprendroit  que  B , D , &c,  a,  c,  &c  font  zéro  , 
faifons  tout  Amplement  yî/:  ç = A ^ -f-  B :j'  H-  C 3’  -4-  D -4-  &c  , 
& cof  \=  i +a?‘  ■+■  A 3*  4-  c 3*  -t-  &c;  maintenant  puifque 
d(fin  i)  —d\  cof ï , & d(  cof  3 ) ■=  — d\fin\3  on  aura  , apres 
avoir  divifé  par  d\  , les  deux  équations  fuiyantes. 


A-J-jB^-t-jC^[4-i-7D|s-t-&c=3X  -l-  -4 -c%g-h  &c 

A 4-  B 3* -4-  -H&c=-i<r-4A{1-6c^4-8<fjtf-&c. 

— ,*= — , 

. * • 3 • 4* 


C = 


D’où  l’on  tire  A = i , a = — i , B 
i . — i 


1 • J • 4 • î 


,d  = 


2 . 3 . 4 . J . 6 


2. 3 

, &c.  Donc  fin  3 = 3 — • 


f 


2.3  z.  3.4.3  2 , 3 . 4 . y . 6. 7 


-4-  &c Et  cof  3 =s 


1— — 4- 


î4 


4 &c,  comme  nous  l’avons 


*y\ 


2 2.3.4  2 . J . 4 . j . 6 

déjà  vu  ( f6i). 

833.  Cela  pofé,  foit  *=/y,  on  aura  <£*  = /(  1 4-  — ): 

J*  d*  - . * 

l(kr-i-dx)=dxlc=ie  3 donc  e & « — 

Jf 

(1-4-  dx)dx.  Soit  donc  = « , la  quantité  « fera  infiniment 


grande  , & on  aura  e =(  H ) . Développant  cette  expref- 

(Ion , & ayant  égard  à ce  que  a>  — I , *1  — 2 , &c.  ne  different  pas  de 

x x * X^ 

m à caufc  qu’il  cft  infini , on  a e = I -f-  x -f- H ——4-  &c 

^ 22.3 

s=(i  -h-)*.  Comme  on  l'auroit  déduit  de  la  férié  déjà  trouvée 


1 
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( io€)  . . . . n = i -f-  / n ■+•  — •+■  &c  , & en  faifant 

a 1.3 

Inzzzx. 

« 

Subftltuons  fucceiïivemcnt  7^-1  8c~iV  - 1,  dans  la  valent  de  e 
à la  place  de  x , nous  aurons 

7’  - 1 

■ — — • vCCm 

a a.  3 r ■ 3 «4  t . 3 • 4 * 1 


? V - 1 , 7 ? ?’  V - 1 ..  74 

< 1 = 4-4-7/-!-  — - ? -f-  1 


ÎVi=i-îv'-i-Ü 


^ “T 


+■ 


7*  v-t 


- &c* 


a.  3. 4 

Ajoutant  & fouftrayant , il  vient 

e^ y/’1  -+-e”îv/  1 =z(i~  L?+_l! + &c j = ï co/7 3 

a 2.3.4  a.3.4.5.6 

7^-1  -7/-1 

f — e *s  ?î 

=i(î 1 ? &c)=  a/»ï. 

1 * • J a. 3.4.3 

7/-1  -7/-1  7/-1  -7V'-* 

« •+•' * 


Donc  fin  1 = 
ça  fin  1 = 


a /-! 


cof\  — 


<°fl  = 
fini 


a /—i 

ÎV'-I  a 3^-1  * 

{'i  -f-  ; -f-(l  — ^ ) 


Et  par  conÆquenç 


3 / t 1 -\V  - x %iV  - 1 

le  — e le  — * 

^tangi=. — . — = -7-. 7— ; • 

çoJi  y'-i  iV>J  -3/-1  /-i  a7t/-ï 

e ■+■  e e -4- 1 


On  a a*iflî  e 


7 ✓-  1 


= co/ 7 -4-  / 


— lfini,e~lV  * =cafl 


«— V — 1 fin  7}  d’où  l’on  tire  e ^ zz(cofi+ V-l  fin  i)n  . .4 

4 * =(co/7 — V — 1 fini)"  . , . , ( cofi+V — ifin\)* 

ni  V-i  -»7v'-i 


1 et>/  « ï±  V -x  fin  ni.... — 


■+■  e 


: Cd/  « 7 : 


ï(ctf\+  /—  ^ lf,n  V* 
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(çof  i 4-  / — i fin  l)n  — rcof f — V — * fini)" 
a V — i 


i y1  - 1 ~\V~  * 

Or  les  valeurs  de  e , e donnent , en  prenant  les  loga- 

rithmes i i V - i = / (cofi  -f-  V - I fini)  = / cof  i~k-  l(x  -+-/-I 
tang  i)  ....  — ç / - I sa  / ( co/ 1 — V - \ fin  x=  l cof  £ -f- 
l (i  — V — i tang  i)  ; & en  fouftrayant 

**✓-,  = /(  coï*  + v’£ll  ) /(  i -f-  v^-  » 

1 K cofi  — \f-ifini>  i—  V-itangi 

d’où  l’on  déduiroit  , comme  on  le  fait  déjà  (567J « * 


l =r  ra/i£  f — 


tang'  i 

3 


ÎÎÜÉlï  - &c. 
î 


834.  Avec  ces  principes,  on  peut  réduire  une  quantité  exponen- 
tielle quelconque  a*  = en  férié , lorfque  x eft  réel , & a des  linus 
Jorfqu'il  eft  imaginaire.  Car  il  on  fait  a * = eî , on  aura  x l a “ 1 , 


& a x — fi  =s  1 + x In  + 


x1  /*  a 
a 


x'P  a 
» • 3 


-4-  &c. 


*v"- 1 \V  • 1 *V  ~ 1 _ 

Suppofaqï  enfuitc  qu’on  ait  a , on  fera  e =u  3 


x\/  -1 

d’où  l’on  déduira  encore  ç=  x la  t Sc  a = co/ (*  / a ) 4- 
— 1 fin  {x  la). 

Reprenons  l'équation  4 ~i  V - x xcl  cof  j+/(i  4;  1 tang  1 ) 

=zl(cof  1 4;  - 1 fin  1 ) , & en  fuppofant  la  demi-circonférence 

j . 1 4 1 j &c  -x  , fi  on  fait  1 = ( a k 4-  1 )*• , * étant  un  nombre 
entier  quelconque  , on  aura  fin\—o,  & cof  1 = — 1 : Donc  4; 
(1Ü+1)»  Ainfi  lç  logarithme  de— -i  a une  infinité 

de  valeurs  toutes  imaginaires  ; ce  qui  ne  doit  pas  paroître  plus  éton- 
nant que  la  multiplicité  des  racines  dans  une  équation  algébrique, 
& quç  r infinité  d’arcs  différents  qui  répondent  à un  même  Gau*. 
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. JiS-  9n  Pcut  remarquer,  en  partant,  que  les  logarithmes  des  quan- 
tités poutives  ont  aurti  une  infinité  de  valeur",  dont  une  feule  rft  réelle. 
11 ."'y  a pourtant  que  celle-ci  dont  on  farte  ufage  dans  le  calcul  : on  né- 
glige les  autres. 

Pour  s’arturer  que  ces  logarithmes  ont  réellement  un  nombre  infini 
de  valeurs , on  n’a  qu’à  fuppofer  * = 1 k *-  dans  la  formule 
X)~±ï  /-i,üen  réfultera  / t =rj-  1 k a-  V-  i„ 
Donc  le  logarithme  de  1 a une  infinité  de  valeurs  imaginaires  , & une 
Xeule  reelle  , favoir  zéro  , que  l’on  obtiendra , en  faifant  k=  o. 

83^.  Il  eft  facile  par  ce  qui  précédé  i°.  de  réduiro  des  logarithmes 
de  quantités  imaginaires  à des  finus  ou  des  cofinus  d’arcs  réels. 
i°.  de  trouver  une  cxprclfion  fimple  des  logarithmes  des  nombres 
négatifs , s’il  en  étoit  jamais  befoin. 

En  effet,  foit  d’abord  l (a-\-bV  - 1)  qui  peut  répréfenter  le  lo- 
garithme d’une  quantité  quelconque  imaginaire , on  fera  — r=  tan  g u , 

u étant  un  arc  réel  déterminé  par  cette  valeur.  On  aura  donc 
/ b V - 1)  =/«  + /(i-|-  V-  I tangu)  =rl  a — l cof u -\-u  / - I. 

Mais  cof  u s=  - U . — y/7L7oA  « x -7-.  Donc  cofu  = 

tangu  v J b * J V’C  a1-*-*1;  > 

&l(a-bb\'-i)=l\I(dl-\-b'l)-\-uv'-\=:-\-\l(al-+-bv) 
-h  uV — 1. 

Soit  maintenant  / — a ; puifqu’on  a l—  a = l a l — 1,  & 

que/ — i=  (1  A -3-  1 )t(/-  1 on  en  déduit  / — a i £-f-  r J 

w 1/  - 1 . Donc  encore  une  fois  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  font 
imaginaires.  Mais  comme  leur  cxpreflion  eft  allez  fimple , quoiqu’elle 
dépende  de  la  circonférence  du  cercle , on  peut  les  traiter  dans  le 
calcul  aufli  facilement  que  les  logarithmes  des  nombres  pofitifs. 

837.  Reprenons  maintenant  les  deux  équations 

-îv'-i  \V -1  îV'-J 

-,  cof  l = , & fai— 


fin  1 


V—  I 


r (ii  + ijt 

Ions  \ , i étant  un  nombre  entier  quelconque,  nous 


l 

autons 

fin 


ii+  1 


( 1 ' • f*  1 ) 


«r  / - 1 


li+i 


V- 1 


a y^— X 
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li+  i 

(!»  + !)*• t m * 

m. 


f-l 


x y/  - t 


îtV-1  (ii+ljir 

tuifqu’on  a e — — i>onaurac  = — ti 

»»  + i x • . 

X \f  - l m,  . (U+l)# 


& par  confisquent  e 


V - i ; donc  fin 


m 


m i 

V -i 

m 

V-l  . -fti+l]» 

— — , & cof- — 

»✓  — i m 

m 

y'  -i~x , on  aura  4-  i = o , St  fin 


V-\ 4- 


m 

V — I 


Soit 


1*4-  X 


m 


:X  - i 


ix  /-I 


tof x = On  fubftituera  donc  à x toutes  les  racines 

m xx  * 

de  l’équation  x”1  4-  x sms  o , & on  aura  les  valeurs  de  fin  -*  ~t-  *■ 


• J rl,  + t 

& de  co/ 5T. 


m 


Par  exemple,  fi  «=3  , onaxs-  1,  * = 4- 1 - 7 V-  ? , * = -4- 

ï+  > ^"5  1 & trois  valeurs  de  fin  - — it-1  x—  fin  (1  i 4-  1)  6o° 

font  o,  — {V  1 , -iv'J  » quel  que  foit  le  nombre  entier  que 
l’on  prenne  pour  i.  On  trouvera  de  même  que  les  trois  valeurs  dé 
cof(  x i 4-  1 ) to°  font  — 1,  + 1,+it  II  eft  aifé  de  vérifier 
tout  cela. 

838.  Puifquon  a cof = , U eft  clair  que 


m 


xx 


k x — a x cof  - — lit — — + ie0  eft  un  fadeur  de  l’équation 
m 

— . J „ -,  ,(u’  + i)t 

ar + 1 s=  o,  & par  conféquent  que  x x — x a x cof  - — 

m 

*4-ua  = o eft  un  fadeur  du  fécond  degré  de  l’équation  xm  -4 - <z'n=  d» 
Enfortc  que  fi  on  fubftituc  à i tous  les  nombres  entiers  po/fibles  , 
on  aura  tous  les  fadeurs  du  fécond  degré  de  xm  -f-  am  = o.  Il  ne 
pourra  Jonc  y en  avoir  qu’un  certain  nombre.  Audi  retrouvera- 
t-on  lès  mêmes  fadeurs  lorfque  114-1  fera  plus  grand  que  m.  Par 
exemple , fi  on  demande  les  fadeurs  du  fécond  degré  de  l’équation 
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r(xi-+-t)x 

— f-  a ci  p ~ •' 
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xx  — x a xcof- 


•o. 


Faifonsx  = o,  nous  aurons  pour  premier  fadeur  . . . xx-xax 
sof  { % -+•  a a = o.  Soit  i = 1 , le  fadeur  fera  x x — x a x 


cof\  x -f - a a = o ; foit  i = 1 , on  aura  cof 


tt  + i 


— — i,8C 


le  fadeur  fera » » 4-  u*  + <n  s=  o,  ou  x -4-  a = o.  Donc  les 
fadeurs  de  l’équation  propoféc  font  x4-a  = 0 ....  xx — xax 
cof  j ir+d«  = o ..  , . x x-xax  cof\  x-t-  aa  = o , & par  le 
moyen  du  cercle,  conooiiTant  cof\  x , cof\  x , l’équarion  propoféc 
fera  réfolue. 

8;j.  Pour  trouver  de  la  même  maniéré  les  fadeurs  de  xm-  am  = o» 

ÏV'"1  - \V -» 

je  reprends  l’équation  x cof  {=<  ■+■  c , 8c  je  fais 

? = , £ étant  un  nombre  entier  , ce  qui  donne 

m 


, xk  , xk 

-I**  3T  V - I - — , 

1 coj = * m e m 

771 


V-t 


xkr 


V/“I  * 


«■V-I  xkxV -1  m 

Or  e = - 1 , donc  e =+t,&«  = V t. 

c -,  !7  . A *■  » » -f-  .1  -, 

soit  V 1 = » , on  aura  t cof xx=- , & par  confcqucnt 

771  X 

xx  — xx  cof ^ -+-  1 = o eft  le  fadeur  général  de  l’équation 

Ttt 

Xm  - 1 = 0,  ou  x x - xax  cof1—  -4-  a a = o ; celui  de  x”  - am  = o. 

m 

Par  exemple,  les  cinq  fadeurs  de  x'  -u5  = o fe  déduifent  facile- 
ment des  trois  équations  » -a  = o . . .x  x~xaxcofjx-+-aa  = o . . . 
x x-x  axcof\x  4-  aaxz  o ; fi  on  eût  fait  Æ=j,/t  = 4,  &c,  on 
auroit  trouvé  les  mêmes  fadeurs.  Pafions  à quelques  autres  ufages  du 
Calcul  différentiel. 

840.  Soit  une  fondion  quelconque  y de  la  variable  x , on  fait  que 
fi  x devient  x-h  dx , y deviendra  y ■+■  d y,  & par  conféquent  fi  x 
varie  uniformément  8c  devient  x •+■  td x , y deviendra  y 4-  d y •+• 
d(y-i-dy  ) = y-±~idy-t-d  dy.  De  même  fi  x devient  x -+■  3 d x. 
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y fc  changera  en  y-bidy-b^ddy-bd'  y , & en  général  fi  oft 
fubftitue  dans  y. x-t-ndx  an  lieu  de  x , y deviendra 

y-\-ndy-\ ddy-\ d'y- J </*y-H&c. 

1 x . 3 2.3.4 

Soie  donc  n dx  — à la  quantité  finie  <2,  alors  ri  étant  infini  on  aura 

n = n-  1 = n - i &c.  Donc  fi  dans  y on  fubftitue  x -+-  a au  lieu  de  x , 

, _ ady  alddy  a}  d>  y 

la  fonéhon  y fe  changera  en  y H 3 1 - — - -t- -H 

dx  idx*  1.3  .dx' 

— y sec,  dx  étant  fuppofée  confiante. 

a. 3 .4 .dx* 

Pour  faire  voir  la  vérité  de  cette  formule  dans  un  exemple  fimplc  , 
fuppofonsy  = xAr-iar-l- 1 , & cherchons  la  valeur  que  cette  quan- 
tité doit  avoir  fi  On  fubftitue  ri  4-  x à x , nous  aurons  n = 1, 

— 1 x - 1 , = x , — - s o 4 &c.  Donc  y fe  change  eü 

dx  dx 1 dx » J b 

xx-ix-bi-bix-i-bi=xx,  ce  qui  cft  évident. 

Si  on  fait  a négatif  dans  la  formule  générale  , on  aura  y — 

-f-  a__££y a &c  , pour  la  valeur  de  y Iorfqu’on 

d x idx1  x . 3 dx1 

y fubftitue  x - a au  lieu  de  x.  Voici  quelques  applications  de  cette 
formule. 

Soity  =x’w,  &on  aura  ^ =mxm‘  1 . . . <L£Z  = m . m - 1. 

dx  d x1 

<L-ï-  —m.m-ï  . m - i . xmmi  , &c.  Donc  fi  x devient  x -H  a s 
d x 5 

y deviendra  (x  -f-  a)m  = xm  i+-  m a xm  - 1 H a1  «+■  &C. 

Paifons  a == * , nous  aurons 

x -f-  b 


(x  + d)n 


mbxm  m.m-i.b1 


(x-hb)m 


-b 


— &c. 


eu 


(*-M  )‘ 


-^(x-bb)'m=x  ~m- 


x+b  • x(x+by 

mx  „m  b m.m-i  .x~mix 


•b 


Sce 


X -b  b t (x  -b  b )*• 

» »■»(,-  Jgj.  + m: m- 1 ; ^ + &c)î 


x-bb  %(x-bby  i'î.(x  b)1 


férié 
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férié  qui  n’aura  qu'un  nombre  fini  de  termes  lorfque  m fera  un  nombre 
entier. 

Soit  — m = n , on  aura  ( x + b )m  = xm  ( i H — — - 4- 

• . x -h  b 

-W  ‘ 1 4.  Sec  ) : on  peut  vérifier  ces  formules  en  réduifant 

en  fériés  les  fraélions  — 7 — , & c.  Or  ces  fériés  peuvent 

X-hb  (x+b)1 

fervir  à trouver  les  racines  des  nombres  d'une  maniéré  prompte,  parce 
qu'on  peut  toujours  les  rendre  trcs-convçrgentcs. 

84 1 . Soit  maintenant  y = lx  ; fi  on  met  * 4-  a au  lieu  de  x , on 

d y 1 dd  y "I 

aura  ( à caufc  de  — - sa  — & de  — — - = — , &c  ) . . t / f * 4-  4 ) 

v dx  x dx*  xx  ' v ' 

, a a 1 a*  u+ 

= / * 4 -4 : + Scc 

x ix1  3 x‘  4 


. I (x—a)-. 


• — xx 


/*+  — ( 1 4-  4-  — ■ — -f-  Sec  ).  Soit  a — , on 

* ix  3 x1  64-* 

i * 

aura  l ( x-+-a)  = / - , ou  l b x — l (b  + x ) ras:  / x — 

P -f-  X * 


= /i  + 


a(*4-x)>  3 4-*)’ 

— r- 


Vf”  ^4"*^  i(b-hx) 


— &c.  Donc  / ( b 4-  X ) 


4-  Scc).../(b-x) 


Ib  — 


r*- 


— ■*—  &c  ) j fériés 


b — x ' i (b  — x)  ' i (b  — x)* 
convergentes  qui  facilitent  beaucoup  le  calcul  des  logarjthmcs. 


Suppofons  y = b , nous  aurons  — = b*  l b . . . tll.  __ 

dx  dx' 

b* P b,  &c.  Donc  bx^=:bx  (1  a Ib  -i-  — ^ 4-  a .L}  4.  sec  ) . 

a *.3 

_ rt  ia  ,11  a*  P b a'  P b 

te  par  conféquent  4 =l  + a/H 1 p.  &c. 

» 1 . 3 

841.  Soit  à préfent  y un  arc  de  cercle  dont  le  finus  = x , que 
nous  défignerons  par  y = A Jinx , alors  on  aura  X ==-•  fii  y . .. 

Gg 


d dy 
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dy  1 ddy  finy  __  je  d}  j 

dx  ^ cofy  ‘ ‘ ' dx*  “ cofiy  (t_xxj{  * * * * 77, 


= 111  ; > &c.  Donc  l’arc  qui  a pour  finus  * -f-  a , ou 

A y?»  f je  4-  a ,)  = A fin  x -i r h 4. 

(i  — xx )'  i (i  — xx ) ’ 

à*  ( „ 

— y-  -f*  &c.  On  trouve  de  même  que  A fin  ( x — a) 

6 ( i - x x y* 

. - a a1  x 

s=  A fin  x 7 4 Sec. 

(i-xx)ï  t(i-xx)* 


Ces  fériés  font  très-propres  à calculer  d’une  maniéré  facile  l’arc 
qui  répond  à un  finus  donné.  Pour  cela  on  cherche  dans  les  Table* 
l'arc  qui  en  approche  le  plus}  fon  finus  x étant  ôté  du  finus  p r ex- 
po fé  donnera  la  quantité  a qui  fera  toujours  extrêmement  petite  } Sr 
comme  on  a immédiatement  \/  ( i — x x J ,on  trouvera  l’arc  cherclyé 

. a ' a*  x . , , 

en  ajoutant H r-  -1-  -&c  a celui  dont  le 

(i-xx)'  ifi-jrxJ* 

-finus  eft  x. 


Mais  il  faut  obfcrver  i",  que  la  férié  fera  fi  convergente  que  les 
deux  premiers  termes  fuffirunr  toujours  lorfqu’on  ne  voudra  .pas  pouffer 
l’approximation  plus  loin  cju’environ  jufqu'aox  quintes.  i° , Que 
l’arc  qu’on  aura  par  cette  férié  fera  exprimé  en  parties  du  rayon  i , 
& que  pour  les  exprimer  en  fécondes,  tierces,  <8ac , il  faudra  les 
divifer  par  la  longueur  de  l'arc  d'une  fcconde  ou  retrancher  de  leur 
logarithme  celui  de  l’arc  d’une  fécondé  qui  eft  4.685 57486S813 54, 
en  fuppofant  le  logarithme  de  l’unité  ■=  10  pour  éviter  les  carac- 
tériftiques  négatives.  Le  refte  eft  le  logarithme  du  nombre  de  fécondés 
de  l’arc  cherché , ce  qui  donne  auffi-tôt  les  tierces , les  quartes , Bec. 


843.  Ex.  Soit  une  hyperbole  dont  la  puifiânee  = 1 , l’angle 
fait  par  fes  Afymptotes  = A , on  aura  fin  A / j pour  la  furface  d’ut\ 

' J 

trapetc  afymptotiquc  compris  entre  les  ordonnées  1 , — . Donc  poar 

que  cet  éfpace  repréfente  le  logarithme  tabulaire  de  l’abfciffc  j,  i( 
faut  que  fin  A foit  égal  au  module  0.4341544815  j cherchons  donc 
Fangle  A dont  le  finus  = 0.434164481g. 

Or  celui  qui  en  approche  le  plus  , dans  les  Tables  ordinai- 
res , eft  de  if°  44'.  Son  finus  x = 0.4341833  , & fon  cofinus 
V (1  - xx)  — o. 9008145.  On  a donc  u=  o.oooi  1 11.  ‘Maintenant, 
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pour  trouver  ce  qu’il  faut  ajouter  à 15°  44'  pour  avoir  l’arc  cher- 

a a1  x 

ebé , calculons  les  deux  premiers  termes — - H r( 


& enfaifanr  15°  44' ==y  , on  aura 
f » cof1  y -f-  afin  y ) = — *•- 


( 1 -xx)  » i (i-xx)  * 

_* h a1  fin  y _ a 

cofy  x cofi1  y x coJ 1 y 
( 1-4-  cof  z y -4-  a.  fin  y ) = 


a 

* cofi ï 


— (i+cof  J1°  X»'  -4-  fl  fin  44' > 

z co/  1 y 

1,61301807 , dont  le  logarithme  eft  6, 09140x5  f en  fuppofant  celui 
de  l'unité  = 1 o ) ; ôtant  4,6855748,  il  refte  1,4058x77,  pour  1« 
logarithme  du  nombre  de  fécondés  de  l'arc  demandé. 


Or  ce  logarithme  répond  au  nombre  15,  45  8 x ; l'arc  cherché  a 
donc  15"  -1-  0.458X";  multipliant  par  60  cette  fraélion  décimale, 
elle  fc  réduit  à r-j"'  -f-  o .491"';  multipliant  par  60 , on  a i?,r 
o.5irv,  ou  X9nr-§-jiT  -+-ixVI.  Donc  enfin  l’angle  que  doivent 
faire  entre  elles  les  afymptotes  d’une  hyperbole  dont  les  efpaccs 
afymptotiqucs  repréfentent  les  logarithmes  des  Tables , ou  celui  qui 
a pour  finus  le  module,  eft  de  X50  44'  15"  17 j & fi  on  prenoit 
ie  finus  * avec  dix  ou  douze  décimales , le  calcul  feroit  exaét  juf- 
qu’aux  ixVI . 


844.  Faifons  actuellement  y = A . cof  (x  ) , nous  aurons  x—cofy. . . 

dy  — X — r ddy — * d<  y 

dsc  ~ finy~~.  V(i-xx)  dx1  (i  — xxft' 


dx> 


X XX 


, &c.  Donc  A cof  (x  -f-  a ) = A cof  x — — 

(l—xxp  V(i-xx) 


a 1 x 


. a1  ( 1 -t-ixx) 


± S 

x ( 1 — X*)*  6 ( I~v* ) 1 


— &c  , & A cof  ( X — a)  ss 


A cof  x -f- 


a 1 x 


a*  ( 1 -4-x  xx  ) 
f-  - &c  , 


ÿ(i-xx)  %( \-x  x )*  6(  i-xx)* 

férics  dont  on  fera  le  même  ufage  que  des  précédentes.  On  en  trou- 
vera de  femblables  pour  l’arc  dont  la  tangente  ou  la  cotangcntc  eft 


x -h  a. 


Ggij 
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84  f.  Suppofons  maintenant  y = fin  x . nous  aurons  -iï.  =2 

dx 


COj 


f 


dd  y 
~dx r 


d}  y 

finX*  dx*  = — COf X * ’ ^onc  • • • • 

fin  C x 4-  a)  =fin  x 4-  acofx-\  a1  fin  x-\a'  cof  x -\--^a*  finx+Sit 
fiu  (x  — a)  —fin  x - a cof  x—  { a} fin  X4-  £ a<  cof  x 4-  ^ a* fin  x — &c. 

De  même,  6y=:cofx,  on  aura 

cof (x-t-n  ) — cof x — afinx-\a 1 cof  x a<  fin  x -h  f*  a>  cof  x - 8iC 

cof  ( x—a  ) = cofx-+-  afin  x - \ a1  cof x - j a'  fin  x -f-  ^ a*  cof  x 4-  Sic. 

Ces  formules  font  d’un  très-grand  ufage , pour  interpoler  les  Tables 
des  finus  ; il  nous  fuffit  de  l’indiquer. 

Faifons  x = o . les  valeurs  de  fin  (x-\-a),  cof  (X-+.  a), 
deviendront , à caufc  de  fin  x = o , & de  cof  x = 1 

q}  al  /i9 

fin  a = a 4 

i.f  t-M-î 


».  3...  .7 


z. 


3- 


Z.J....I  I 


r a*  <zT 

cof  a—  1 1 H — 

t z.3.4  *.3.4 -5-6  *.3. ...8  ».j....io 


- &c 
&c. 


comme  on  le  fait  déjà. 

ipofoos  encoi 
d dy  fin  x 


r d y 

846.  Suppofons  encore  y = tang  x . nous  aurons  -~- 


çop  x 

3 _ 

COp  X 

a*  fin  x . 

H j- 

caj  i x 


idx 

» 


cof s 


dfy  _ i_  ïfin'x 

xdxi  cop  x cof  ♦ X 


- Sic.  Donc  tang  (x  -3-  a ) ■=.  tang  x 4-  — - — 
cof  X COp  X 


a 1 a * fin  x 


Or 


cof + x cof  * x 

a%  fin 


H-&C- 


» a' 


cop  x cof 1 x cof  + ~x  cop  x 


a*  fin  x 
J cop  x 3 COpX 

a * fin  x 


Sec. 


4-  &c  cft  un* 


progreflion  géométrique  dont  le  premier  terme  = 


cof  1 * 


a1  fin  x , 

— - » & 

cop  x 

a 4-  a1  tang  x 
coP  x - a a 


dont  le  quotient  = — - — . Donc  la  fomme  =e 
" cop  X 

. Si  par  conféquent  tang  ( x 4-  a ) x=  tang  x -f« 
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j t + a'  tang  x a a*  a4  fin  x ^ a -h  fin  x cof  x 


coj 1 x - a a 
z a* 


5 co/1  x 3 cq/"J  a: 


— — — &c.  On  trouvera  de  femblablcs  formules 


j cof 1 x 3 coflx 
pour  cot  ( x-J^a  ). 

847.  Soit  maintenant  y = le  logarithme  tabulaire  de  fin  x =* 

mlfinx , fi  m repréfente  le  module  , on  aura  ^ . • . 

a x fin  x 

dd  y m </'  y imcofx  „ _ , _ , . 

dx ' </x*  bj  \ -r  y 

, . co/'  * ma1  a5  m cof  x 

= log  finx  -f-  a 7»  — - H — &c 

fin  x z fin'x  3 fin ’ x 


fin  (x-  a)—  log  fin  x - a m 


cof  x ma ' a * m co/"  x 
fin  x z fin ' x 3 fini  x 


, . d y — m fin  x ddy  — « 

^ Si  y = /o?  coj  x,  on  aura  ~r~  — r . . . -,  — = — - — . . . 

3 6 J d x cof  x dx'  cof1  x 

^ , &c.  Donc  log  cof  ( x -+-  a J = log 

d x*  cof*  x * 

- amfinx  a'  m a ’ m fin  x 

cof  x Scc Sc  log 

cof  x z cof1  x 3 coj  > x 

r , . , r amfinx  a'  m . . . 

cof  ( x — a ) — log  cof  x -+-  7 — pr — 4-  &c.  Soit 

coj  x z coj ' x 

d y z m ddy 

y = log  tang  x , on  aura  — — — 7 . • . • — — c=x 

J 6 6 d x finx  x x dx' 

— z m cof  xx  _ r,  , , ■ . 

i . . . . &c  , & par  confisquent  log  tang  ( X -f-  a)  =s 

fin  ' a x 

, z a m » a'  m cof  z x . 

log  tang  x H Scc.  Il  en  leroit  de  meme 

finxx  fin' xx 

pour  l cot  x. 

848.  Si  on  fuppofe  maintenant  que  y /bit  Tare  dont  le  loga» 

rithme  du  finus  = x , ou  y = A / fin  x , on  aura  x =r  / fin  y , 

d y lin  y ddy  fin  y - _ 

& par  confequent  — = — — 4- , -r— f = — - — ~ — , &c.  Don* 
d x mcojy  d x'  m1  cof  i y 

, _ , , a [in  y a'  fin  y 

A l fin  ( x -h  a ) = y H — ^ — | — -- h Scc. 

m coj  y x m1  coj  1 y 

GgB) 
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Soit  y — À / tang  x , il  viendra  ^-2-  = , éAï  = 

* a m dxl 

pn  4 y <f5  v (in  i y cof  4 y „ _ 

= — , - — = , &c.  Donc  A l tang  ( x ■+■  a ) =a 

\m  m dx'  1 m} 

y -j- a*fin  iyc°f  ly  _j_ aî  fin  *y  c°f 4?  + &c<  Ccs 

im  Afinm  1 1 mi 

formules  peuvent  fervir  à réfoudre  d’une  manière  très-approchée 
les  problèmes  relatifs  à lHifage  de  Tables  des  finus. 
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éléments  du  calcul  intégral. 

D ans  le  Calcul  différentiel  on  fuppofe  connu  le  rapport  des 
quantités  variables,  & on  cherche  celui  de  leurs  différentielles;  dans 
le  Calcul  intégral , au  contraire , on  détermine  le  rapport  des  varia- 
bles par  celui  de  leurs  différentielles. 

845.  On  fe  fert  de  la  lettre  / pour  indiquer  une  intégrale  ; fadx, 
par  exemple , cft  1‘expreflîon  générale  de  toutes  les  quantités  qui 

Iar  leur  différentiation  produifent  ad  » < ; & comme  ad  x peut  éga- 
lent provenir  ou  de  a x feul , ou  de  a x -f-  une  quantité  conf- 
iante , on  ajoute  à chaque  intégrale  une  confiante  C que  L’on  déter- 
mine enfuite  par  les  conditions  du  problème. 

La  quantité  a x étant  en  quelque  forte  la  foraine  de  tous  les  élé- 
ments adx  , on  prononce  fomme  de  a d x l’expreffion  fa  d x;  & 
fommer , intégrer , ou  trouver  la  fluente  , font  des  mots  fyncmymes. 

S'il  n’y  avoit  de  différentielles  que  celles  qui  proviennent  d'une  diffé- 
rentiation exalte  , chacune  aurait  fon  intégrale  : mais  comme  on 
entend  par  différentielle  toute  quantité  affectée  de  dx,dy,  Sec, 
il  y en  a plufîeurs  qui  ne  font  fufceptibles  d'aucune  intégration  , parce 
qu’elles  ne  peuvent  provenir  d’aucune  quantité  différentiée  : y d x , 
par  exemple  , ell  de  ce  nombre. 

Il  y en  a beaucoup  d’autres  que  l’on  n’a  pu  intégrer  jufqu’à  pré- 
fent  que  par  approximation.  Telles  font  les  différentielles  des  lo- 
garithmes, des  arcs  de  cercle,  & en  général  de  toutes  les  quantités 
que  l'on  appelle  tranfeendantes.  Voyons  d’abord  celles  dont  on  a 
trouvé  les  intégrales  exaltes , ou  algébriques. 

Des  Quantités  fufceptibles  d’une  Intégration  exacte. 


8 j o.  Puifque  la  différentielle  de  x"  eft  n x*~*  dx.,  il  eft  clair 
que  l’intégrale  de  »*"•'  dx  doit  être  réciproquement  x*  y donc 
X * 

fxnm'ix  — i & faifant  n — 1 = 7?  , ou  aura  f xm  d * == 

n 

x 1 x m"*~ 1 

, ou f-  C ; formule  qui  donne  pour  l’intégration 

771  -4“  I 771  -f“  I 

des  différentielles  monomes  la  réglé  inverfe  de  leur  différentia- 
tion ( 848  . 


851.  Ainfi  pour  intégrer  les  différentielles  monomes,  il  faut  d'abord 
augmenter  d'une  unité  l’expofant  de  la  variable  , & divifer  enfuite  par 
l’expofant  ainfi  augmenté , & par  la  différentielle  de  la  variable. 

G gi» 
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851.  Cette  réglé  eft  cependant  fujetteàexcep.tion  dans  le  cas  où  m=-i$ 
car  alors  l’intégrale  devient  — -+-  C,  c’eft-à-dire , qu'elle  prend  une 
forme  infinie.  Mats  comme  la  différentielle  xm  d x fe  réduit  dans  ce 

d X 

cas  à — , que  l’on  fait  d’ailleurs  être  la  différentielle  du  loga- 
x 

d x 

rithme  hyperbolique  de  x , fon  intégrale  eft  l x.  Ainfi  f - — =* 

x 

l : : + C,  & par  conféqucnt  les  différentielles  monomes  à une  va- 
riable peuvent  s'intégrer  exaéfement , ou  du  moins  par  approximation 
au  moyen  des  logarithmes.  Voici  plufieurs  autres  différentielles  quo 
l'on  peut  intégrer  de  la  même  maniéré, 

8 j 3.  Suppofons  dy  -xdx  (a+è  x -4-  c x1  -f-  Scc.)  zsu  d x 4-  b x d x 

kxl  ex* 

•f-  ex*  dx  -f-  &c  , & nous  aurons  y =;  C -H  a x -t- 1 h &c. 

1 3 

Soit  dy  = adx(i-t-x)mi  fi  on  fait  h ■+■  x = 5 , on  aura 

a j.m+  i a 

d x =d  r , & dy  —a  im  d\  ; d’oùy  = — i = ( b -h  x J m ^ 1 

■ 15+1  !»+I 

a dx 

*+-  C,  & lorfque  m = — t , on  aura  y =/ r—  = a / ( i-h  x) 

O.  + X 

t 

4-  C = le  ( x)*,  en  faifant  C =/c,. 

8 54.  Soit  maintenant  dy=axn'‘1  d x (b  , on  aura  y a 


C + 


( h -p-  x*  ) * * 1 ; & en  général,  fi  on  a dy 


«0+1 J 

je”  d x ( a -f-  b xm  ) * , on  trouvera , en  développant  cette  expreffion... 

k k-i 

<éy  = 4l  xn  dx  -kak-'  bxm+"  dx-+-— a'-*b'  dx-\-Stc, 


dont  l'Intégrale  eft  y = C -+ 


ah  ?»■*•* 


k.k  — 1 


m-hn  -1-  1 


( t- 1 3 xm't~ 


ifiJi-l-n+I  ) 
k.k  — 1 . k — r 


a u k —j—  ^ < s s s • « • 


a* *3  h}  *}•+**>  -4-  flec.  Or  cette  inté- 

».  3 O m + n-h  1 ) 

grjlç  fera  toujours  finie,  lorfque  k ftra  un  nombre  entier  pofitif. 
Mais  on  doit  obfçrvar  que  fi  après  avoir  développé  lç  binôme, il  y a 
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d x 

des  termes  de  la  forme j il  faut  les  intégrer  par  logarithmes.  La 

méthode  eft  la  même  pour  xm  d x ( a-)-  b x t * c1  -t-  &c  J *. 


8 j y.  Concluons  donc  que  toute  différentielle  binôme  repréfentée 
par  la  formule  x"  d x ( a-+-  b xm  ) k eft  intégrable  algébriquement  ,1% 
toutes  les  fois  que  rt  = m — r , quelles  que  foient  d’ailleurs  les  valeur» 
de  m & de  k ; i° , toutes  les  fois  que  k eft  un  nombre  entier  pofitif, 
quels  que  foient  m 8c  n . Voici  encore  deux  autres  cas  où  l’intégra- 
tiorf  exaéie  eft  poflible. 


r \n*t 

[ ^ — a ) —— 

x®.  Soit  « -f-ixD'  = on  aura  x”+'=  n " • 

b ** 


X*  d x = n . dç  ( i - a ) "*  Six"  dx  (x^-bxm)k 


n 

mb  m 


— -- — , ik  d{(i  — a)  m 1 , différentielle  intégrable  toute* 

mb  ~ar 


lés  fois  que  T fera  un  nombre  entier  pofitiL 

771 


* 'JL  fl  J 

Soir,  par  exemple,  x3  d x xx  ÿ , qui  donne  =s  a. 

771 

La  transformée  devient  alors 

fi  L dl  Ir  d z = îi-  — {*'.  £ = 

T i 

nV—ia'l'  —l€(Tïl  - 1 •')  =î  (*'  ^ 

f rï  ^ î J = r**1  ■+*  **  J ^ T 4 J Donc 

/x3  ix  ( à1- \-x*  )î sszC  + tj  (à1  -+-  x*  ) T ( 4 x*  — j a1  J. 


8j7.  x°.  x"<éx('tf-4-£x",>)l=*  d x ( b •+-  a x ) 1 / 

or  cette  différentielle  eft  intégrable  , fuivant  ce  que  nous  venons  de 

r m k -+-  n-+-  x , . , n-f-i  . , 

Juç.fî  — ,ou— ■>  — ( ) eft  ua  nombre  entier 

— m m 
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po/îtif.  Soir , par  exemple  , x'*dx  ( a-h  x*  ) ? ; on  a»ra  . . . . 


ai 


k -4-  n 


I — — 

_ s=  i , Se  x'  1 d x ( i a x~  l ) 1 = 


— m 


mk.  + m 


dx  ( b~i~  ax-m  )k.  Je  fuppofe  i 4"  4 — ï » & j’ai  — 

777-  Z~  

J et  4 

I -T  * * 


t sdf+— ^ afp, 

y aa  y aax 


dont  l’intégrale  eft { * — ï *,  qui  donne  . . 

cl  a Z ci  a 

fx"dx(a  + x'  ) 1 =C (i  H -)  ( i H 


)• 


Lorfqu'une  différentielle  binôme  n’a  pas  les  conditions  que  nous 
-venons  d’indiquer , on  tâche  de  la  ramener  à quelque  autre  différen- 
tielle connue  , telle/,  par  exemple , que  celle  de  la  quadrature  du 
cercle  , ou  celle  des  logarithmes  , &c.  Si  cette  rédudion  eft  poffïble  M 
voici  une  maniéré  de  l’effcduer. 


Méthode  pour  ramener  V intégration  deplujieurs  différentielles 
binômes  à celle  d> autres  différentielles  connues. 


3 y 8.  Soit  propofé  d’intégrer  la  différentielle  x"  d x (a  ~h-b  xm  ) k , en 
fuppofant  connue  l’intégrale  de  xrdx(  a -t-bxm  )k , Se  n étant  plus 
grand  que  p. 


Je  eoniïdere  la  quantité  x**J(a-+-bxm')  * » dont  la  diffé- 

rentielle d(x9  + 'Ca+bxm)k  + l)  = (eq-h*)x*dx  (a-t-bxm  f 
+ (bmk-+-bm-hbq  + b)xm  + t d x ( a ■+■  b x*  J* . Donc 

fxm*9dx(*  + *«•  / = - 


« ( q -4-  I ) fx*dx  (a  -I-  bxm)k 
h ( « £ -*-  m -+><j  -f-  I ) 

Soit  n+jzts,  ou  9 = n — »,  on  vin  fx”  dx  ( a + b xm  ) = 
ï(«i  + « -t-  i J 
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i(  m k-t~n-+-  i ) 
x"mm  dx  (a-\-  b xm  ) — 


f x d x ( a -f-  lxm  )k  . Par  la  meme  founule  , 


i+n-im  , , m . *-♦- 1 

x ( a-f-o  x ) 


b ( 1 •+•  n -j-  m k — m J 
j/j±5  H.)  fx  » •*  » d»  (a+b  *«;* . Donc  /*»  dx  (a+bxT)  * 

P(l  + Jl'+7TlFi-m  J 

x'+n-m  ( a~^  b xm  a f n — m+  i J + 


+ 1 J 


( m/t  + »+  i J 


Ça  + ix”)k+*  t a»r.+»-mjrL+i-»mj  fx*"mdx{a+b^)K 
( i-hn-hmk-mj  b'  ( i+n+mkj( i+n+mk-m ) 

On  peut  donc  réduire  l’intégrale  de  la  différentielle  propofée 

*"  d x ( a-f.  b xn  )k  à celle  de  x”~m  dx  ( a ~^-b  x™  )k , ou  même 

àc  xn'im  d x ( a -{-  b x" * )k  ; & en  général , on  la  réduira  à celle  de 

xn'lm  ix  ( a -\-b  xm  )k  , i étant  un  nombre  entier  poütif,  par  cette 




formule  qui  Ce  déduit  des  précédentes. . ...  S x"  dx  ( a-k-bx*  ) 
x^n-M(a^bxm)  K+'  a(x+n-m)xl  + n"m  (*+bxT)  *-* 


b (mk  -t-a-f-  i ) b1  (mk-k-n  +i  + î-m) 

(c-hbxm)k^  _ &c  _ 

b*  (mk  -j-  n -f-  i )(  mk-j-n-t-  i - m J (mk-i-n-^i-xm) 

a"  1 (j-i-n-m)  'i-hn-im)...( ) ) x I‘r*mim  (a-j-bxm)1’*'1 

b 1 (m  k-k-n  -+-i ) (m  k+n+i  ~ 771  ^ ( 771  k + n+i-mfi-x)) 


±7î 


a * (i  -f -n -m)  (i  -+-  n - 1 -\-n~im) 


fx"imdx  (a  +bxm)k 


b (mk-t-n-h  I ) (mk-i-n-t-i-m)...(mk-i-n+l-m(i-i)) 

Le  figne  fupérieur  a lieu  lorfque  i eft  pair  ; le  figne  inférieur,  toutes 
les  fois  que  i eft  impair. 

— — — différence  des 


SjP.  Cela  pofé  , fi  n — im=p,  ou  fi 


m 


expofants  de  x bots  du  binôme , diviféc  par  l'expofant  de  x dans  le 
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binôme  donne  un  quorient  i entier  & pofrrif,  on  pourra  réduire 
■ finte'grale  de  a"  d x ( a + b X*  / à celle  de  xr  dx  (a  + b x")k  » 
par  le  moyen  de  la  formule  précédente. 

Ex.  Soit  la  différentielle  *'•  dx  ( i — xx  , dont  on  propofe 
de  réduire  l’intégrale  à celle  àcdx(i-xxp  qui  dépend  de  1* 
quadrature  du  cercle  , comme  on  le  verra  bientôt.  On  aura 

= = l0,  p = o , k — ^ , a — i y b = _ . 


* — P 

m 


que 


* 1 ’ ^onc  ^ r<^du£lion  vft  poflîble , & on  trouvera 

......  rx'*dxC\  — **  ^ *P  f 1 x x ) * __ 


9 xy  f i — x x 
la.  io 

9-7  . r.  i x(  i — xx  )J 


9 • 7 x'  ( 1 — x x ) j — 9.7. j xt  ( i — xx)  * 
11 -10.8  ' ÏT.  io. 8.  6 


■ S.7.J.J.T  r , . » 

H fdX(\  — x x ) »• 


11.10.8.6.4  ’ h.  io.  8.6.4' 

%6°m  Soit  propofé  maintenant  de  réduire  l’intégrale  de 

ccjjc  xt  ç a -4-  b xm  )9.  Puifqn’on  a 
^ [ x (a  b xm)  r ] = (n  + i)*”  dx(  a -+-  & xm  ) r . . . . 

impx  dx(a-+-  bx”)*'1 , il  eft  clair  que/ xndx  (a-\-bxm )*  — 


t-***1  (a  + b *•)*’* 


m -t-  n ■+•  1 


, f~2 

la+ir")  j donc 


meme  raifon  fx m * " d x (a+b  xm)p’'  = 

bm  ( p — 1 ) * + im 

dx{ 

fx?  dxia  + bx”  )*  — xn+' {a+.bx"')* 

n- f-  1 

hmx^a+’(a+bx’")>-'_  , b'm'.p.p-*.fx'~mdxl*4-hnf' 

(*  + i)(/i+i+mJ  («  + i)(a  + i+m) 
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& en  general/ x"  dx  ( a -+-  b x"1  ) 


,n  ,t_x  + )' 


Ipmx^'Ça+bx")*-'  ^ b'm'.p  (p,  i )Kw+v*'m(a+bx*f* 
(n~h  l)(n+i  + raj  ( i ■+•  n)  ( I n -+-«)(  I -+-  n -+-  im)  ^C* 


/i-B  i-  I 
0 772 


p.p  — i ./>  — t . 


(p—  i-hi  ) 


(i  -f-  «)  ( i ^ -f-  m)  ( i -f-7z  1 f- mÇi-l)] 

rf*  (*-+-*** ;?’* 

^ b'  ml  .p.p  — i . . . (p-î- 4-i)  , r_  rj/.  a 

-i-n-hm)  . . . [î+n-Hw  (r—  i)]  ° ‘ 

pour  le  nombre  entier  i impair  , & l'inférieur  pour  / pair. 

Il  eft  clair  à préfent  que  fi  p — i = q , ou  fi  p — q eft  un  nom- 
bre entier  i , l’intégrale  de  x n dx  ( a -+-  b xm)p  fe  réduira  11  celle 


* d x (a-f-é  xm)  q , laquelle  pouvant  être  réduite  à , 


fxr d x (a-t-bx™)*,  lorfque  r , ou  eft  un  nombre 

tti  m 

entier  pofitif,  la  formule  propoféc  pourra  s’y  réduire  aufli. 

Qu’il  s’agilTe  , par  exemple  , de  ramener  / x*  dx  ( i — x x à 

JL 

fdx  ( i-xx)1  ; on  aura  a = i , £ = — I,  n =4,  m=  i , p = *i3 
q x=.  r=o  ,p  — q=xi  — x.  Donc  fx ♦ d x ( I — xx  )l 

x’Q-xxy  Sx7  ('-**)' +1 l±fx*dx  ( r — *x)^jmais 

5 S- 7 * 

i — (l—XX)i 
fx'dx(i-xx)'  — 7X  — - .. 


ZjlL  x>(i-xXy — lLjJX-x('i-xxÿ+ 


10  .i.6 


• • • • « 


10.8.6.4 


_llll±—fdx(i  — xx)\  Donc  fx*dx(  i - xx)'  = 
10.8.6.4 

X'(i-xx)*  , *7f*  — XX)J_ ... 

io.3 


10 
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X * ( t—xx)1  — — ^ X ( i — xx) 


10 . 8 , 6 . 4 


. i-t-K-fixÇ  t~xxj*+C. 

10.8.6.4» 

86  r.  La  méthode  réuflira  toujours,  lorfque  p — <7  fera  un  nombre 
entier  pofitif  ; mais  s’il  croit  négatif , ou  fi  q étoit  plus  grand  que  p , 

au  lieu  de  ramener  f x”  d x ( a-t-  b je”  )*  à U formule 

/V  dx(a-htxn)ft  il  faudrait  réduire  celle-ci  à la  première  , 8c 
on  auroit  une  intégrale  de  cette  forme 

f xr  d x ( a-i-bx"  )9  = X -f-  A fx"dx(*+ixm)* ; 
d’où  par  une  fimple  tranfpolîtion  on  déduirait 

fxn  dx(a-t-ixMJf  = -i-fxr  dx(a  + bxm)  — 

A A 

Exemple.  Soit  la  différentielle  x*  dx  ( 1 -t-rr  J"3  qu’il  faut  ra- 
mener à d x ( 1 ■+■  xx)'  \ Je  fuppofe , au  contraire  , qu’il  faut  ra- 
mener celle-ci  à la  première,  & j’ai  n = o,  4=1,  {si.msj, 
p=  — J,  j = — J ,re=4,j> — qss  i = a.  Donc fdx(  i + xx)**  — 


x(  1-+-XX )'J  -bjxt  ( 1 -h xx fx*dx(  I + Jtr)'1,  & 
par  conféquent , fans  avoir  recours  à la  première  formule , j’ai 
fx*dx(  i-f-xx)  = — f * (t  + ïr)'' — (\-t-xx)'*  -+- 

dx 


\fdx(  i+rr)  . Otfdx  ( 1 +xx)  =f 


l’arc 


14-rx 

de  cercle  dont  le  rayon  eft  1 , 8c  dont  la  tangente  eft  x j car 

d tan  g f d x 


, fi  on 


d 7 

d ( tang  r)  = — ■£-  ; donc  d j: 

coJ*  1 t-htang'i  l+tï 

fait  tang  i=x. 

En  général , cette  méthode  peut  fervir  à ramener  l’intégrale  de 


jc**  dx  ( 1 -l-xx^’,"àcellc  de  dx  (-+-xx )'1  , ou  à un  arc  de 
cercle. 
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De  F Intégration  des  Fractions  différentielles  rarionelles. 

Vel  x . 

16 1.  Suppofons  que  — — — foit  une  fradion  raticmclle  , 3c  que  le 

plus  grand  expofant  de  x dans  P foit  plus  petit , au  moins  d’une 

unité  que  dans  Q.  S’il  ne  l’cft  pas , on  divifera  le  numérateur  par 

le  dénominateur , jufqu’à  ce  que  cette  dernicre  condition  ait  lieu. 

- . , x*dx  _ .„  xdx 

Soit,  par  exemple. 


-bx> 


on  aura  en  divifant 


Txdx 


, dont  la  fécondé  partie  eft  telle  que  nous  l’ayons  fuppofce 


a -h  bxl 

P dx 
pour  — — . 

%6 3.  Cela  pofé  , on  cherchera  les  fadeurs  de  Q,  comme  fi  on 
avoit  à réfoudre  l'équation  Q = o ; & s'ils  font  tous  du  premier 
degré,  réels  8c  inégaux,  alors  la  fratftion  propofée  fera  de  cette 
uat"*1  •4-éx*“î  8cc. . .-f- « 

feme  («-/K»-*;  1“  <" 

nombre  des  fadeurs  x — f , x — g , 8cc  foit  m.  Pour  intégrer  dans  ce 

cas  on  décompofera  cette  fraftion  en  celles-ci  

A.  d x B d x 

H 8cc,  dont  l’intégrale  eft  A l ( x-f)  -f-  B i (x-p\ 

x—f  x — g ' S/ 

-4-  8cc avec  une  confiante  , 8:  on  déterminera  les  coefficients  A , 

B , 8cc , en  réduifant  d’abord  au  même  dénominateur , en  tranfpo- 

fant  enfuite , 8c  égalant  fucceffivement  à zéro  le  coefficient  de  chaque 

puüîance  de  x , ce  qui  donnera  autant  d’équations  que  d’inconnues. 


Ex.  On  demande  l’intégrale  de 
A dx 


dx 


fraélion  en  celles-ci , 


( a a -xx  ) x 
B dx  Cdx 


1 je  décompofc  cette 


x a-x  a-i-x 

dénominateur , tranfpofant  8c  ordonnant , je  trouve 
Au1-*-  Bu  x 

— 1 -4-  C a — A > = o. 


j & réduifant  au  même 


f + Bïx  1 

-c  ! 
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Donc  A—  — B—  1 c— L_  & dx  * ^x. 

a a*  x aa  1 aa  " (aa-xx)x  a a x 

* 1 , dont  l’intégrale  eft  — — 

a a 


‘ xaa*  a — x xaa*  a-j-x 

l(a-x)  l (a-\-x)  c 1 

x a a 


x c 


. On  trouvera  de 


xaa  aa  a a y'(al-x') 

r dx  r—dx  r—dx  1 ç(a-^-x) 

meme  que/— J 1 a + J x a — — / . 

a1  — x1  1 a a — * 

*-hx  a — x 

864.  Cette  méthode  réuffira  toujours  lorfque  les  fadeurs  du  déno- 
minateur propofé  feront  tous  réels  & inégaux  ; mais  fiquelqucs-unsd'en- 
tre  eux  éroient  égaux , Ci(x-aJm  par  exemple,  repré fentoit  un  nom- 
bre m de  ces  fadeurs , alors  on  décompoferoit  la  fradion  en  celles-ci  , 
A<ix+  B dx  &c  A*  x”'1  -+-  &c. . . -4-  R 

T^f  x—g  ' (x—  a]T 

& après  avoir  déterminé  les  coefficients,  comme  ci-deflus,  oninté- 

grcroit  dx  d x + Sec  , ou  en  général, 

xk  dx  (x  — a )'m , en  faifant  x — a =s 

px  Soit  — 1)tix . dont 0B  cherche  l’intégrale.  Je  fup- 

tX’  x(x-x)1  (x+x)%  fa  f 

(Bx-hC)dx 

— 4*  • • • • 


pofe 


( X*  -4-x1  -4-x  ) d x A dx 


x(x-i)1  (x-hi)*  x ' (x  — i)* 

(RZtLlJl  , d’où  A = x,  B = - £,  C =5,  D = - | , E = - 

( x-4- 1)*  . • 

r (xi-t-x1-+-x)dx_  xdx  , (-;-ix)dx_  ,(.]  x-t-7)dx 

™*-(X:Tr[x+ï}>=  x c*-  0*  ? r*-*-»;1  • 

Maintenant  pour  intégrer  la  fradion  , je  fais*  — 1 = ç, 

ce  qui  la  change  en  — , dont  l’inté- 

n îï  ïï  ï 

craie  eft  — — — J / 7 = — — j / ( x — 1 ; } & en  traitant  de 

6 ç x - 1 

la  même  maniéré  l’autre  fradion , je  trouve  pour  l’intégrale  totale  , 

x/  JS 
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il  x — 1 “ — l ( x - 1 ) — — l ( x 1 ) 4-C. 

x — 1 z x ■+-  1 4 4 

8 6t.  S'il  y avoir  dans  Q des  fadeurs  imaginaires , en  repréfentant 
l’un  d’eux  par  x-\-  a ■+■  b »/ — 1 , il  y en  auroic  un  autre  de  la  forme 
x a — b d — 1.  Donc  leur  produit  x'  + is  a*  -+-  b1  fer-oit  un 
faveur  réel  de  Q.  On  chcrcheroit  donc  (347,)  les  coefficients  1 a, 
a'-i-b1,  & le  fadeur  réel  du  fécond  degré  x5  + iax+c!-fi‘)  ou 
pour  abréger,  le  fadeur  x‘+bx  + » feroit  déterminé.  Ainfi  on 

fuppoferoit  que  eft  une  des  fradions  partielles  de 

rr  n x*  -hmx-+-n 

p dx  . 

, & on  détermineroit  A & B comme  ci-deflus. 

Q 

Enfuitc  , faifant  x +!■  mzzr  , la  fradion  deviendroit  — ^ fr  35 

H + b'b 

A 'rdj  W dr  r A ' \dx  A'  ,,  . 

JL_  h i_  Or  / * — — =ss  — l ( r 7 + b’  b'  ) , 

ll+VV  ll+b'b>  z ' 

. B7t  B1  r b'  B'  . . ...  * 

/ — = — / = — x Arc  de  cercle  dont  la  tangente  eft 

ll-hb'b'  b'  i-t-ïî  •> 


& 


vv 


r B'  7 

-i-  = — X Arc  tang  i — h C ; on  auroit  donc  l’intégrale  demandée. 
b'  b ' b1 

r . c.  O1  . r® î c )di 

Ex.  Soit  -, — T — — =s ! i — j on  trou- 

fï+ïJfx+îlJ  Xd-Ï  l-t-îî 

vera  A = ÿ , B = — f , C = — j , ce  qui  change  la  fradion  en 

«ikfrd...i  -IL  _t  iii  _£l 

1 -H?  h-h  n-u 


, dont  l’intégrale  eft 


+ H-tOd - \ Arc  tang  1 + C 

dx 


Soit  encore 
( z X-+-3  ) dx 


— qui  fe  réduit  à — 

x ( 1 -j-*)1  ( i-t-x-*- xxy  A x 


4- 


x dx 


-,  Pour  intégrer  cette  derniere  quan- 


( 1 -+-x y ~ i+x  + *x 
tité,  je  fais  x ss  { — . f , & elle  devient  CL- — *-2.  ^ ^ 

îfd-i 

Hh 


I 
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■■  - y — ~~r  dont  l'intégrale  ell  ÿ l(  rr- f-f  j—  -i-  Arc  ' 

iï-hi  «-M  6 lUTW  V) 

tang  — Subflituant  donc  la  valeur  de  5 , j’ai  pour  l’intégrale  entière  , 
l x — i/fi+rj+j/fi  +r  + **J  + 


1 ~hx 

1 . f i*+t  ) _ 

— Arc  tang  i -+-  C. 

V î V } 

&66.  Le  dernier  cas  qui  nous  relie  à traiter  eft  celui  où  le  déno- 
minateur Q auroit  un  ou  plufieurs  fadeurs  de  cetre  forme 

(x  x-f-  ax  4-  b)m.  Alors  on  fuppofera  que  la  fradion  partielle  pro- 

J f n n.  , ( Ax*’»-»-f-B*>»-»-+.&c-f-Rj 

venue  de  ce  fadeur  clt  a x _ & 

( x X — f-  a x -i-  b )m 

on  déterminera  les  coefficients  A , B , &c  , comme  ci-deflus.  Enfuite  , 
faifant  x — ç — { a , & fubftituant , la  fradion  deviendra  de  cette 


forme , 


A' -f-  B'  ^ > m~ï  -f-  &c  R' 


(u  + b'b'y 


que  l’on  peut 


A' 

décompofer  ainfi , d{-+- 


B'  \ 1 


*1 


Sic. 


('U+b'bY  1 (ll-hb'b'f 
Or  les  termes  où  le  numérateur  a une  puifTance  impaire,  font  intégra- 
bles , en  partie  algébriquement , & en  partie  par  logarithmes  ( 854  ) ; 
& Ceux  où  ^ dans  le  numérateur  a une  puifTance  paire , étant  de  la 

d? 


forme 


JVI  7 a * d 7 s 

’ ■ , peuvent  fe  ramener  ( 861  ) à 


(U.^-b'b'Y  * r T" 

c‘ell-à-dire,  qu’on  peut  les  intégrer,  en  partie  algébriquement,  & 
en  partie  par  arcs  de  cercle  ; on  aura  donc  par  ce  moyen  l’intégrale 
de  la  fradion  propofée. 

867.  Pour  éclaircir  ces  différentes  méthodes  , voici  un  exemple  qui 
les  comprend  toutes. 

dx  Adx 

Soit  la  fradion  - — — — (- 

( i-\-x)xx(  xx-f-  1.)  ( xx  -4-  1 y i-f-x 

(Bx-\-  C)dx  f (Dx-i-E)dx  t fFx! -f-Gx'-f-Hx-t-I  )dx 

d- H- 7 ' , , " • 

xx  **+i  ( xx-+- 1 y 

On  trouvera  , en  réduifant  au  meme  dénominateur  A ==  , B = 

— 1,  C = y,  D , E=-i,  F = ±,  G = -i‘, 
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I = — j-,î(la  fradion  propoféc  = 77.  — C.*_  -+-  i.  Ci X x 

+ j.  4-  Ai-  = 

**+l  f*ï  + ) J‘  I + x 

:x)dx  = \1±--L  ...fil dfL~—  - 

X \ X 


X X 


xx- 


— f 

Il  J 


1 x d x 


-JT-  f V 1 =&l(xx+x)  - — Arc 


xx-i-r.  6V 1 

î**  + i 

* x%  d x , , , 

lang  -—...f-.  = * l ( x x -f-  I ; -f- 


6 V \ 
1 


a 


x d x J 


i(xx-+- 1 ) 9 
x1  dx 


„ — . Pour  intégrer  — j.  , 

(xx+i)*  3(be*-+-i)  (xx-hi)1* 

j. — Cri — il  fautfc  propofer  de  ramener  f — — * — à la  première, 
f I-Hex)1  ‘ r ^ i+rï 

x x 


& on  aura  ( 861  ) f 


1 -f-  x x 


-X  X 
{ X 


-+-1  fx 1 dx(  I -h  XX  ) 


Donc fx'dxC  1 + rxlM  = — — ? -t-  -j  Aire  wnp  *.  Or 

i+rr 

/V  ûl>:(i-f-xaf)*1=  — * ( i-f-x*)' 1 -f-  f d x ( i -4-  x x )'*. 
Donc  fdx(  i-+-  x x )ml  = x ( i -f-  x x ) ’- 1 -\-fxz  d x (1  ■+•  xx)' 2 

ix 


} Arc  tangx.  Réunifiant  donc  toutes  ces  intégrales,  on 

dx 


i +rr 

a pour  celle  de  la  fradion  propofee  . . • f 


( t-hx)xx(. XX-hl  )(xx-t- 1 )l 


= Ÿï/(i-hx)  + rï/(.xx-hi)-^-l/(xx-i-i)-+-ll  — — 


4 (x-H  î)  , . i ’ . x 

±1 - — 7 Arc  tangx . Arc  tang 


i x 


■xx 


6 ÿ x 


C. 


868.  Il  fuit  de  ce  qui  précédé  que  toute  différentielle  fradionaire  & 
rationelle  cft  intégrable  , ou  algébriquement , ou  par  logarithmes , 
ou  par  arcs  de  cercle.  La  feule  difficulté  confiffe  à trouver  les 
fadeurs  du  dénominateur  Q.  Mais  c’eft  plutôt  un  défaut  de  l’Algèbre 
ordinaire  , que  de  la  méthode  d’intégration  que  nous  venons  de  donner. 

Lorfqu’on  pourra  donc  rendre  rationelle  une  fradion  différentielle , 

H h ij 
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on  fera  fàr  d’en  trouver  l’intégrale  ; or  voici  quelques  cas  où  cette 
réduction  cft  pollible. 

8 69.  Soit  d’abord  une  quantité  où  il  n’entre  point  d’autres  radicaux 

J 

y yVaLyv 

que  des  radicaux  monomes , telle  que  ( — ) dx\  je  l’écris 


ainfî 


♦ i » 

x' 1 dx-hx  ' 1 dx-\-xxdx 


4 

■ V x 


• » 

Or  il  eft  clair  que  fi  je  fais  x 1 * = £ , 

x ■+■  x“ 

ce  qui  donne  x=,ç,1,&^x  = iiç,,ûf^,la  différentielle  deviendra 
rationelle , & par  conféquent  intégrable. 

Soit  maintenant  X une  fondion  rationelle  de  x ; pour  trouver  l’in- 
tégrale Ac  dy  — Xdx  V (a-i-bx-i-cxx),  je  cherche  les  deux  fac- 
teurs Aca-hix-hcxx;  s’ils  font  réels  , j’ai  V (a  -4 -b  x -t-c  x x)  =z 
(m-H  n x)(p  ■+■  q x).  Je  fuppofe  cette  quantité  = ( m-\r  n x ) 

& en  élevant  au  quarré , j’ai  p qx  z=i(m+nx)  \ d’où  je  tire  x = 

tti” ....  

nn-q 

= (p  n—mcl)lm  _ ^ (a -ht  x +■  ex1).  Or  ces  valeurs  étant 
nii—q 

fubflituées  dans  la  formule  X d x \/  (u  -4-  i r + c »’ ) la  ren- 
dront rationelle  , & par  conféquent  intégrable.  On  voit  que  la  même 

• » , X<éx 

chofc  auroit  lieu,  fi  onavoita  intégrer  dy  = — r- 

0 V (a-t-bx-t-cxx). 

Ex.  Soit  dy—dx  V ( aa — xx)  , on  fera  ÿ(aa — xx)—(a — x)f  , 

-a-i-ai1  4 . ia? 

donc  x ...dx  = — ...  ( a-x)  7= — — . .. 

i-H«  r* -»-«)*  i-Kl 

8 a1 d7 

1 / ( aa  — x x)  ..  .dy  — , quantité  rationelle  & facile  à 

YK  ' J (i  -f-tt)1 

intégrer. 

Soit  encore  dy  = ; en  faifant  V (xx — aa  ) = (x  - a ) r, 

V (x  x-aa ) 


V (x  X-aa  ) 

2 

on  aura  dy  — — 

î-i  ' ?“ 1 * 

870.  Lorfque  les  fadeurs  de  a -4-  b x •+■  c x1  font  imaginaires  , il 
faut  faire  évanouir  le  fécond  terme  de  cette  quantité  en  fuppofant  x -+- 
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— = £ ,& alors  Xdx  y'  [a -J-  bx  -4-  c x x ) devient  de  cette  forme  ..  . 


te 


Z d%  y'  £4-  b’ b'  ).  Soit  donc  ^ 4-5'  b’  ) = ^ -4-  « , on  aura 

b'b'-uu  b'b'+uu 

= ? • • • Ÿ (?î+  1,1  b ')=î  + k = di=z 


1 u 
d u 


1 u 


— ( i'3'  ■+-  « «);  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans  la  formule  . . 

tu  u 

Z d\ 


, ,7-rr-.  » o»  Z 7 x 7 -1-  b' b')  . la  rendront  rationelle. 

Soit , par  exemple  , dy—d  x V (xx  -4-  aa)  ; en  faifant  V (.xx  -+-  aa) 

d ? 

= r 4-  ?,  on  aura  dy  = xdx-+-?dx j or  dx  — (a a -4- ? 7 ). 

h? 


Donc  dy—  xdx  - — , — — &y  = C-4-t** — / ç — 

X Ç X X 

* ^ 

5 t1  ~C-^aa  H \f  (xx -ha  a)  + J a al(  x+  Vx  X +aa)-a  a la  ; 

X 

X 

foit  donc  C — \ aa  — aala=C,  on  auray=  C'-: V ( x *-4-  a a) 


-4-  y a a l ( x -f-  Vxx  + aa). 

871.  On  peut  appliquer  la  meme  méthode  au  premier  cas  où 
a -4-  b x -f-  c x1  a deux  fafteurs  réels  ; car  en  faifant  évanouir  le  fé- 
cond terme  , on  aura  à intégrer  d\  é ou  d\  V (bb £). 

Or  (i  on  fuppole  / -bb)  = % — «.ou  — « £ * 

on  rendra  rationellcs  l’une  & l’autre  différentielles.  » 


Méthodes  pour  intégrer  par  Séries. 


871.  Lorsqu’une  différentielle  n’eft  pas  fufceptible  d’une 
intégration  exa<fte , on  a recours  aux  approximations , & les  fériés 
font  alors  une  des  dernières  reffourccs.  On  voit  bien  , en  effet , qu’en 
réduifant  en  férié  une  fonélion  X de  la  variable  x . on  aura  une  fuite 
de  termes  monomes  dont  les  intégrales  réunies  donneront  une  valeur 
approchée  de  /X  dx. 


Par  exemple , on  fait  que  l’intégrale  de 


d x 
a -4-  X 


eft  / ( a+x) , & que 


dx  _ dx 

a-+-X  a 


xdx 

~dr' 


xz  d x 


& c.  Donc  f 


d. 


-x 

Hhiij 


ou  / ( a + x ) 
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X x^ 

= — — — 1 &c.  4-  C.  Mais  fi  on  fait  x = o , la  conf- 

a ta  3x3 

X 

tante  C = / a ; on  aura  donc  l (a  x)  — l a — 


*3 


i a“ 


3 


X X X 1 

&c , & par  conféquent  / (a — x)  = /a- — (14 (-  4-  &c  ). 

a za  3 a1 


r r ■ x * a ? 

Supposons  maintenant  — = , ou  x = — 

a a + l a 4- 3; 

rons  / (a  — x)=  z/a  — l(  a +%)=  /a  — 


? 


V 


& nous  au- 

?» 

+ &c  j férié 


— &c  ; donc  / (a4-  7)  = la-h 

a +-?  z (a4-j)1 
d’autant  plus  convergente  que  3;  fera  plus  petit  que  a.  Par  exemple  , 

1 1 

1 r-  4-  8^=4,60517018; 

100  » ( 100  )* 


l IOO  =/(99  + i)  =:  / 99  4- 


&/n  = /('io4-i)  = é ioq 1 

11  z . 11 


Si  on  a dy  = 


d x 


- 4-  &c  = 1,397  &c. 

d x 


, alors  y = Arc  tang  x;  mais 


1 i-n  1 4-  x x 

étant  réduit  en  férié,  donne  dytzzdx — x1  dx-hx*  dx  — x6  d x 
4-  &c  ; donc  y ou  Arc  tang  x =x  — 7 x‘  4-  ÿ x5  — 7 x7  4-  5cc. 

Soit  àpréfenty  un  arc  quelconque,  x fonfinus,  ouy  = Arc finus  x, 
d X L 

on  aura  dy—  =dx(  1 — xx)  ‘=^(14-}  x‘ 

V (1  — «xj 

4_  V ' * x4  4-  1 * * * xs  4-  &c  ).  Donc  y , ou  Arc  fin  x = x -fc 

z . 4 z . 4 .6 

ix!  1 . z x4  1 • 3 • 1.  x7  „ . , , . . „ 

• ( :• 1 - — * — 4-  Sec  , intégrale  à laquelle  d 

z 3 z . 4 J a . 4 . 6 7 

n’y  a pas  de  confiante  à ajouter  ; foit  x = 1 , & la  demi-circonférence 

■x  1 1 I.ÎI  I.Z.fl 

— x , on  aura  — = 1 4 , ( • 1 . 1-  &c. 

1 z 3 z . 4 5 z . 4 . 6 7 


. , . » , 1 1.3 

Si  x = Ÿ , l’arc  y devient  — =i  + ,.  4 

J 6 *'  3 . z1  a.  4 


1 

T? 


■ 4 1 

a . 4 . 6*  7 . z7 


&c. 
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873.  Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  entendre  la  méthode  précé- 
dente. Celle  qui  fuit , cft  digne  d'attention.  „ 

La  formule  d (*y)  = xdy-t-ydx,  donne  x y ==  f x dy  - f- 
fydx;  Donc,  en  général , fx  dy  =s  x y — fydx,  & fi  on 
défigne  par  X une  fon&ion  quelconque  de  x , on  aura  pareillement 
fX  d x=Xx — fxdX.  Je  fuppofe  dX=X'dx-,  donc  par  le 

meme  principe  , fx  dX , ou  fX'  xdx=  — XX  — fxjc^dX^ 

- z z * 

Soit  maintenant  dX‘  =X11,  on  aura 

y ^ ^ S y J y 5 

f = X"  — f dX"  , &c.  Subftituant  ces  diffe- 

x z . 3 z . 3 

rentes  valeurs  dans  la  première  expreffion , on  trouve . . . fX  d x =Xx- 


X1  Xi  v ♦ 

— X'  H X" — 

a 1.3  t-3-4 


X<*  — Sec  , 
x1  dX 


z.  3 . 4.5 

ou  bien  en  fuppofant  d x confiante  , fXdx  = X x—  — — 
. x'ddX  x'dddX 


, &c. 

x . 3 . d x1  1.3.4  . d xi 

T c . v 1 dX  - I ddX 

Lx.  boit  X = , on  aura  = , — — : 

« a- t-x  dx  {a-hXj*  dx1 

x dddX  — z . 3 „ /.dx  x 

- - , &c.  Donc  f = 


(dH-x)1’  dx  3 (<z-+-x)+ 

x1  ** 


CL— X 


x ( a- 4-x  )x  3 


-1-  &c -4-  C , ou  bien 


xx 


+ 


Xi 


■Sec, 


a-\-x  z(a-f-x)1  3(n-t-x).J 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvé. 

874.  Soit  maintenant  dy  = m(  a -f-  x)"  - 1 dx,  dont  l’intégrale 

d X 

cft  y = (a  •+■  x )"}  on  aura  X=m  (a-+-x)m-1. 


ddX 


dx 


m.(m-i)  (a-+-  x)m~ 2 , — =m.m-  1 . m-  z . (a-f-x)”*  3 , &e. 

d x2 

_ a . _ . . TTC  • W ““  I 

Donc  y , ou  (d-(-x)=C-f-?rcx(iH-x)m'1  — x1 

( <1  -+-  x Jm  ‘2  -J-  — ■ x!  ((Z-Hx)"**  — &c.  Soie 


H hiv 
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x = o,  on  aura  C ==  a'",  & (a-+-x  =x  am-bmx  (a  -bx  )m’1  — 
x 1 ( a-{*x  )m‘1  -b  &c.  Faifons  a -b  x — nous 


m.  m 


_ . m.m-ï 

aurons  = (£— *)  + «ï  J™  1 •+•  x1  _j_  &c  ; 

donc  ( f — x )m  = im  — m*}"’1  -+-  m ' m — - xx  &c. ... 

( l -h  x )m  = i"  -+■  m x im  ~ ' -j-  xl  -b  Sec  . . .. 

Z» 

(x-bx)m  x m.m~  \ x*  Cz-bx)~m 

-i ——l+m. 1 H&c....  & ; - = 

? î 1 V l'm 

7n  X 

— i =1  — m . — 

(*;-+-*/*  i z ç*  a.} 

mx 
~x 


- 

I 


, m . m -b  i % x%  m.m-bi.m-bi 

-f—  T — — — m 

z Ç1  l.J 

- -+-  Sec.  Maintenant  fi  ç ■+•  x = b , on  aura  ( b — x)m=  bm  ( i — 


m.mbi  x1  . , , . . , «a: 

H . &c;  , & f é-+-  *Jm  = 4'n  ( i -+- 


x * (b-x)' 


TTl  . 771 


<x  ^ m . m-h  i.w+t 


-+-  X 

i *(b-bx)%  ’ x.}  (b-bx'Z  ^ 

875.  Pour  trouver  la  valeur  dey  =sa  *.  je  différentie  , & j’ai  dy 

dX  d dX 

= a *dx  lafyyi).  Donc  X = a * la  , = a*P  a,  =: 

dx  dx1 


a*  P a.  Sec.  ce  qui  donne  y,oua*  = C4-a*tf/a  — 


xx  P d 


je*  P a 


*■? 
xx  P a 


a*  — Sec.  Soit  jc  = o,  on  aura  C = i,&a*=i  *4-  x la.  a* 


a 

x x P a 


a x -b  Sec-,  divifant  par  a * , il  viendra  i=a**-+-*/a  — 


x*P  a 

-f-  Sec.  Donc  a ■ * r=  1 — xla-\ — &c;&  par  con- 


fisquent en  fuppofant  x pofitive  , fies  puiflances  impaires  doivent 

changer  de  ligne  , ce  qui  rend  la  férié  toute  pofitive  ...  a *=i-f -xla-b- 

x xP  a x'  P a „ .«1 

1 h Sec  , comme  on  le  fait  d ailleurs. 

x x.j 

876.  Soit  maintenant  y un  arc  quelconque , x fa  tangente  , on 
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4S9 


; mais  comme  en  faifant  X = 


, on 


1 -J-  Je  1 ■+-  xx 

trouveroit  une  férié  trop  compliquée  pour  la  valeur  de  l'are  y , on 
pourra  modifier  ainfi  la  méthode  précédente. 


x I 

D’abord  il  eft  clair  que  y = — f x d( 


I+*JC 

■+■  f ^ X ^X-x-  Il  eft  clair  enfuite  que  f 


1 

ix1  d i 


( 1-4-xx J1 


( 1 -H  x x J1 
1.4  . x*  dx 


1 -h  X X 

fa*  r z . 4 . x*  d x 

-, — -4-  / — . De  meme  / — ... 

(i-\-  x x)1  3 (i-t-xx,1  5 ( i-î-xx 

1 • 4 • x1  .1.4 .6  Xe  d x „ 

-, — -4-  y , &c.  Donc  Arc  tanc  x = 

3 . j(i-4-*x)5  3.  3(1-4-**/ ’ b 

x 1*5  1.4.*'  1.4.. 6.x7 

t-\-xx  3(1 -+-**/  3 . y (1  -+-**/  3.3.7 (i+xxj* 

1 dL 

-f-  &c.  Donc  en  général,_y  = ce>fy  (Jîny-4-jfin 5 y -f-  —I—  /«  ’ y 

3 • 5 

a • »> 

3 -5 


-4 ’-^d—  fini  y -4_  Sec.  ) = . . . . fin.  ~ y ( I ■+■  — y?/tl  y ■+■ 


3-5-7 


3 


Jîn*  y- f-  — — — - y -f-  &c  ).  Si  y = 4 j°  , on  aura 

3*5-7 


. 1 

•=*fH 

1 • 3 


t . x 

1 • 3 • 5 


-4- 


t . i . 3 


1 .3. 5 .7 


&c  j. 


Z)e  l’intégration  des  différentielles  Logarithmiques 
& Exponentielles. 

877.  Pour  intégrer  la  différentielle  logarithmique  Xd  x Ix  , en  fup- 
pofant  X une  fbnélion  quelconque  de  * , Toit  y = / * , & d ç = 
X dx,  on  aura  fXdxlx  —fyd  ç =y  { — f^dy  — lx  fX  d x — 

f ç — . Donc  l'intégrale  de  la  quantité  propofée  Ce  réduit  à celle  de 

X d x , & de  — /X  d x.  On  pourra  donc  la  trouver  par  les  réglé* 
précédentes , fi  /X  d x ne  contient  pas  de  tranfeendante. 


Exemples.  Soit  X — x”  ; on  aura  /X  j = 


xn  + i 

n- 4-1 


, & 
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yr  . j-ii  + 1 I ..  I. 

Ç r — — . Donc  fxn  dx  l x = xn-*"1  (l  x — )î 

r«-+-o*  »+i  n+l  % 

intégrale  qui  n’eft  fujette  à d'autre  exception  qu’à  celic  du  cas  où 


CL  X 

n = — i.  Mais  alors  on  a / / x — flx  d Ix  = j /"  x. 


f dx 


Soit  encore  X = -, — - , on  aura/X  dx—  — , / *- 

( i — xy  i — * . * 

— r dx  — /•—  H-/  — = lx  — L(i  - Donc 


dx  l x 


h lx-hl{  i—x)=  X lx — x). 

J (I—  x)x  I— * I—  * 

878.  Si  X eft  toujours  une  fonélion  de  x,  8c  qu’il  s’agifle  d’inté- 
grer éX?x,on  mettra  cette  expreflïon  fous  la  forme  fdYLFx  — 

Hy~  _ ‘ — ln~lXi  & fuppofant  enfuite  f =X‘  , on 

« * 
aura  par  la  même  formule  /VX‘  ln~l  x = X1  l"~'  x (n  — 0 

/£!£;  /»*»*.  Si  on  fait  / =X“  ,on  aura/dX”  l"~ax 

x x 

nX1»  /»-**  — (n—  a)/X  <—  /"U,  &C.  Donc  /dX/"x=. 
' a: 

Xfx-xX'  /■-*  x . « — f.X»  ln~2  x — n .n  — 1 .n—u 
X"'/"-3*  + &c;  expreflion  qui  ne  dépend  que  de  l’intégration 
de  quantités  algébriques , &.qui  n’aura  qu’un  nombre  fini  de  termes, 
lorfquc  n fera  entier  & pofitif. 

1 -ç.  m -f- 1 

Soit,  par  exemple , J X e I*  J t,  on  aura  X =.  , 


/Efî=x,=  ^ , 

x*  + i 


m -+-  1 

. /ïl£i=X»  = ^4.X- 

î*  ^ 


( m + 1 )' 

n.n  — 1 


(m+t)* 

, &c.  Donc  f xm  dxln  x=  * ( F x- 


m-f-  t 


fl  • fl  ~ I • 72  “•  2*  . » \ y _ 

: l”-2  x 7 _ /»-ï  * -t- &c  ).  Le 

fcul  cas  qui  échappe  à la  formule  générale  eft  celui  où  m x — 1 , & 

, -dx  ,n  l*  + 'x 

alors  on  a J — l x=  . 

x n -+-  I 
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J79.  Cette  formule  générale  s’applique  également  au  cas  où  n 
eft  négatif.  Mais  comme  on  a alors  pour  intégrale  une  férié  infinie  , 
voici  un  autre  moyen  d’intégrer. 


Propofons-nous  la  quantité 
dix 


^ ^ * , qui  étant  mife  fous  cette  forme. 


, donne  f 


(lx)' 
Xdx 


— X x 


/; 


X X • • UWMU»  f , « . ” , . • J f 

(lx)n  ( l x )n  (n — i)l*’lx  n — 1 /»**  x 

x ).  Faifant  maintenant  d (XxJ=  X'  dx,dX'  x = XM  <éx, 

dX"  x = X1 1 1 <éx,  &c,  nous  aurons  f — = * — 

’ ’ 1 (lx)*  (n—l)l*"x 

X‘  x X"  x 

- — ■ , — — &c  , 

(rt-i)  (n-z)  / 1 x (n-i)(n-  x)(n-j)  /B'3  x 

• i X dx 

jufqu’à  un  terme  de  la  forme / , 

n-  t . n - a . « - ; . . . . * . I /x 

dont  l'intégration , fi  elle  eft  pofiîble , donnera  celle  de  la  formule 

propofée. 

Soit  par  exemple  X = xm  , nous  aurons  X*  = x"1  ( m- 4-  i ), 

X"  = ( m-h  i J*  ï”,X‘"  = (m  + i )>  xm  , Scc.  Don; 

rxm  dx  — x*+i  , m -+-  I , (m-t-i)* 

l*  x (n  — i)  l*  x''  n-z  n-z.  n - $ 


/<  x 


(m- f-  i)5 
n-z,n—  j .7i~4 


/+  x -f-  &c  ) -+■ 


l’intégralc  propofée  fc  réduit  donc  à celle  de 

d u 


( m-h  I ) ”'1  r xm  dx 
• i lx 

. Or  fi  on  fait 


n - i.  n-z. 


xmdx 

lx 


xm  + i ==  u t cette  quantité  deviendra  - — , différentielle  qu’on  n’a 

pas  encore  pu  intégrer.  C’eft  pourquoi  on  ne  peut  avoir  l’intégrale  de 
x ^ d x 

que  par  fériés , excepté  dans  le  cas  où  m = — i ; car  alors 


on  trouve  par  la  férié  précédente , & fans  fon  fecours , f 


/*'»  x • 


dx 
x ln  x 


1 — 71 


88o.  Soit  maintenant  la  formule  exponentielle  a * X d x qu’il  s’agiffe 
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d’intégrer.  J’obferve  d’abord  que  a*  d x l a=d  (a*)  j donc  fa*  dxx. 

& puifque  f a*  X dx  = X f a* dx-f  dXfa*d  x , on  a 
L CL 

fa*  X d jc  = — f ax  dX.SCvidX-xX1  dx  , on  aura/aT  d X— 

la  la 

faxX'  dx=-^l *-  fa*dX'i  foie  d X1  — X"dx,  & on 

/ <z  la 

aura/a*  dX'  — fa*dX",Scc.  Donc  fa*Xdx=z 

la  la 


— u*X L a*  X1  H -«'X"  — &c,  jufqu’à  ce  qu’on 

la  1‘  a l'  a 

arrive  à une  intégrale  f ax  d x’ , qui  fera  au  moins  la  plus  fimple 
des  intégrales  tranfeendantes  de  fon  efpéce , fi  elle  n’cft  pas  fuf- 
ceptible  d’une  intégration  exaéte. 

8 8 r . Remarquons  que  fi  t eft  le  nombre  dont  le  logarithme  = i , 
on  a /t'Xéï  = f'X-eIX,  + f‘X“-t'X",+<IX'T 

— e*  Xv  -+-  &c.  Soit , par  exemple,  X = Xn  , on  aura  X1  = 
nx«-i,X,,  = /2.  «—  r.x»-*,X,,,=rt.n  — i ./t—  i .x”-*,  Sec. 


• »-  1 


Donc  f ax  xn  d x x=  — ( xn  — ^ — — -f-  1 „ 

la[  la  (U)' 

^ ■ x »- 3 &c  ) , & par  confcquent  f ex  xn  dx  — c * 

( x*  — — t.x»'1  — n.  n — i .n  — » . Sec). 

(i  x d x 

88ï.  Pour  trouver  l’intégrale  de — , comme  les  règles  précé- 

ax  d x d x 

dentes  deviennent  inutiles , ic  réduis  en  férié , & j’ai = 

’ x x 

, , x'  ll  a X*  ll  a . . à.  x . , 

( 1-4 -x  l a-\ 1 h Sec.  ) = -f-  d x l a -+* 

1 x . j x 

xd  x ax  dx  _ , , je  * T-  a 

I'  a — (—  &c.  Donc  f = C -f-  lx-{-xla-\~{. 

i x 

+&c ,*r—  =c +/,  + *+}. 


a..  5 


Z 

x x 

Z. 


, x%  „ . ex  dx  “ dr  ..g.. 

S- -j-  . -f-  &c.  Soit  ex  = r,  ori  aura  = — - - difrercn- 

i.3  * Il 

ticlle  d’une  quantité  tranfeendante  qui  eft  égale  à la  férié  infinie 
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+ — -4-7  — — 4-  Sec.  Puifqu’on  a f -f  =s 

i i . } Il 

f lli  — fd\  l li , il  cft  clair  que / d ç ll[  = ç// j — f , inté- 

grale qui  dépend  encore  de  la  quantité  tranfeendante f 

88).  Lorfquc  les  règles  précédentes  ne  pourront  pas  s’appliquer  à 

l’intégration  d’une  quantité  exponentielle , on  la  réduira  en  fériés 

, - . . x*  l*  a x1  /'  a x*  1+ a 

par  la  formule  a*  = 1 -+-  x l a h -f-  4- 

z » . } z . 3 . 4 

4-  &c . & il  fera  facile  d'intégrer. 

Soit  dy  =xxmx  dx  ; on  aura  par  les  fériés  tdy—dx{  1 4 -mxlx 


x*  /* . 


x>lh 
1 • 3 


4-  &c  ; = d x -t-  m x d x l x 4~ 


— x1  d x ll  x 4-  Sec , dont  l’intégrale  fc  trouve  par  celle  de 
i • 

m x m1  x* 


x™  d x ln  x (%7%  ) , Se  on  xfx  m * d x = x ( 1 — 4- 

« 1 


J ** 


— — 4-  &c)  + mx'Ix  fi  - — 4-  - &c;4-  — 

4*  ' il  4*  * 


m x 


m * x* 


3* 

mïx1lix 


(î- 


m x 


J' 


— &c  j 4-  &c  , qui  dans  le  cas  particulier  de 


ar  = 1 fc  réduit  à la  férié  convergente  1 — “f"  “7  — —7  4-  Sec. 

Cet  exemple  fuffit  pour  faire  voir  comment  on  peut  intégrer  ces 
fortes  de  quantités  par  fériés. 

De  l’ Intégration  des  Quantités  différentielles  où  il  entre 
des  Sinus  , des  Cojinus  } &r , 

884.  Puifque  d x cof  x = d fin  x t Se  que  — d x fin  x = d cof  x , 
il  cft  évident  que  fdx  cof  x=finx , que  fdx  fin  x "=  — cof  x , 

que  f d y cof  ny  = — f nd  y cof  n y = — fin  n y , 5e  que 

71  11 

f dy  fin  ny—  — — cof  n y.  Il  cft  clair  aufiî  que  f d £ cof i(  fin  ifi 
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= f(fi^l)n  & que  f(difmx) 

cof"  £ ( cof  De  même  , fi  on  avoir  à intégrer 

Tl  "4"  I • 

dy  fin  y cof  a y,  on  feroit  fin  y cof  ay  fin  ( a -+-  I ) y — f- 


fin  ( a — i )y,  & l'intégrale  deviendroit  — - cofta- 4-i)v 

t(ü-f-i) 


cof  ( a — 1 )y. 


88  j.  Il  en  feroit  de  même  pour  d x fin  x fin  a x , pour 
d x cof  x cof  a x , 8cc.  On  traiteroit  avec  la  meme  facilité 
d x fin  x fin  a x cof  b x , Scc , en  réduifant  ces  produits  à des  finus  ou  à 
des  cofinus  fimplcs,  parle  moyen  des  valeurs  de  fin  a cofb,finafinb  , 
Scc.  On  pourroit  donc  intégrer  par  cette  méthode , d x fin*  x , 
d x fin1  x , d x cof1  x , Scc  : mais  il  cft  plus  fimple  de  les  intégrer 
de  la  maniéré  fuivante. 

886.  La  formule  d x fin ” X ■=  d x fin  x . fin ” * 1 x.  On  a donc 
fdx  fin " x = fin”'1  x fdx  fin  x -f [d  ( fin"’  1 X ) . f d x fin  * ] =t 
- cof  x fin”-'  x -4-  ( n - i ) fdx  fin x cof 1 x — - cof x fin”'1  x 
n - \ ) fdx  fin”-1  x-(n~  1 ) fdx  fin " x ; & en  tranfpofant  , 

fdx  fin ” x — — — cof  x fin  "*  1 x -f-  - — ~ fdx  fin "* 1 x.  On  a 


donc  aufli  fdx  fin " * 1 x = — 


cof  x fin  " * 3 x -f* — 

n-z  n — z 


f d x fin”’*  x;  & par  conféquent  fdx  fin " x = cof x fin"'1  x 

71 

cof  x fin”  • 1 jx  -f-  — - fdx  fin  " ' ♦ x = — 


n.n  - z 


n . n - z 


i - n - 1 _ _ n — i . n — ? 

— cof  x fin"' 1 x — " — cof  x fin"’*  x • 

n n . n - z n . n —*■  z . n — 4 

_ _ 7Z—  I./Z—  J.fl-  C _ 

cof  x fin"’*  X — — — - — — — cof  x fin"”'  x — Scc  . . . . 


b-  1 •«- J 


n. n-z. n-^.n-6 
...  z 


cof  x ; formule  qui  n’a  lieu  que 

b.b-x.b-4 4 

dans  les  cas  où  n eft  impair  , & alors  l’intégrale  ne  dépend  que  des 
quantités  cof  x , fin  x.  Mais  lorfqu’il  cft  pair , au  lieu  du  dernier 
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terme  de  la  férié  , qui  ferait  de  cette  forme ”-*•«-?. ..i  cofx 

n.n-i fin  xi 


on  auroit  -f- 


n — i . n — 3 


i . 4 
« — t . n — j . . 

* • 7- 

I 


n — z . n 


f d x fin 


— te.  L’intégrale  ferait  donc  alors 

Tl 


— cof  x fin* x — -n — '—cofx  fin*-*  x : — Sec. 

71  n .n  - z 


n - T . n - 3 


1.4 


x. 


E x.fdxfin'  x = — ± cof x fin*  x i-  cof xfin1  x—±l±.cofx- 

5 • 3 î • 3 

«■■/y*/!»'  * = -$/»>  xcofx-  J /„■  „ ço[x  . _L_t  nn x „fx 

“•'W  6.4.  i 

< • ? • 1 
1.4.6 


x. 


887.  Faifons * = 50»  - ? , nous  aurons  d*  = - d^. . ,finx  = cof  r , 

* /i  ; »/■  5 = Lfi.  J - . 5 + ii  yr„  J „/ .. , J + . . . . 

n - 1 .n  - 3 p «-i.a-j.n_y 

« . «-1 . « - 4.  « - J 


/*  . /Z-  1 . 71  - ^ 


fin  lCof-  tl  + — ^ f cofn  - , 


a-l.a-3.a-t....! 

'.777  •"  ? * fl  " cfl:  lmPair  i & s'*1  eft  pair  , fc 


/Z* 

dernier  terme  = - 


a - 1 .«  - 3 


a . a — i , 


■ £.  Par  exemple  >fdy  cof 5 y — 


= h fin  y cof  * y -f-  j-finy  cof*  y H — Lli_  ^ coy;y  + 3 -1 

*4  6.4.1  x.. 


6.4.1 


y* 


8 8 S.  Soit  maintenant  à intégrer  a*  y /n»  y co/»  y;  pu;fque 
d(finpy  edf1  y ) =p  cof**'  yfin*'1  y . dy- q cof*'  1 y fin»  + * y 

.dy,  on  a fd yfinp''y  cof<+ 1 y = ^~finf  y cof* y+  fdy 

F ^ p J 
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coJt‘tyfin,*t  y.  Donc  fdy  fin"  y cofn  y = fin'"*  1 y 

cofn - 1 y 4-  - ~~T  -fd y cof"mi  y finn  + *y.  Subftituant  1 — cof1  y 

771  ■+■  I 

à la  place  de  fin1  y , & tranfpofant , on  a fdy  finm  y cof" y = 

„ _ . T 


. 1 — pnm^lycofin'  *y  H 

m-f-  n m -J-  a 

Jinm*'  y cofn’xy  -+• 


f dy  finm  y cofH~ * y = 


m 


? ï /fa»-*-»  y co/" * 3 y -I-  . . . 

m-f-n.m-t-n — a 

n-x.n-i.fin’”*'  ycof"'*  y , r , n-i.n-l...x  finf^J.  * 

T7i-\-n  .m~+-n  - 1 . m -+- n — 4 

fi  n eft  impair , ou  jufqu  au  dernier  terme 
n — » . n—  3 


nn-n.m-t-rt-a...m-+-  a 


- fi dy  finm  y.fincft  pair. 


W 

88 9.  Faifonsy  = 90°  — nous  aurons  / d \ cof m ifin”  \ = 

t . n-i 

/în”~x  7 col  m 1 ? — * * * * 


771  I 

a-t  .n-T,cofim  + xT.  fin"-*  l 


m -I-  n . m -t-  n a 

n-t  .n-?  • . . a cof 


m -I-n. 7* &C"”  m+n.m+n-x . . . m+l 

n - 1 1 


fi  n eft  impair  ,&  jufqu' au  terme 
eft  pair. 


m-\- n.  m -+-  n — a . . . m ■+■  X 


n pa.11. 

Par  exemple*  la  première  formule  don^  ...fdy  cof  * y/*  * y = 

ïfin'yCcory  + V^ifii'ytt-fin'y)'  & la  f«ondc...... 

fdy  cof*  y fin'  y=  — ? «/4  y O**4  y -H  fin  1 y ■+*  T>  11  1 aut 

donc  que  ces  deux  réfultats  foient  égaux  , ou  tout  au  moins  qu  ils  ne 
différent  que  d'une  quantité  confiante.  Dans  le  cas  préfent  , cette 
quantité  eft  r* , en  réduifant  tout  en  finus , & comparant  les  deux 
réfultats. 

890.  Confidérons  maintenait  les  fraélions  où  il  entre  des  finus  | & 

, dy  dy  dy  cof  y 

comme  les  plus  fimples  font  — ....  ^ 

dy  fin  y . colXimcnçons  par  les  intégrer. 
cof  y 

La 
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■ . d y dy  fin  y — d cofi y — { d cofi  y 

La  prenne,  — = j-rj  = —rf~= 

._li^.Do„c/-i2L  = i /'-=3Û  =4  1 ™*>  ï y f 

••  l- cofi  y fin  y \-\-cofy 

=zltang\y. 

Pour  intégrer  la  fécondé  , Coity  = ÿ©°  — ■ Si  on  aura  dy  = »^<î^, 

J y 

fin  y = cof donc/ — ~~  = — l tang  ( 4;®—-  { \)  =c  — i cot 
coJi 

(W +\\)  = 1 •**€  (a  i°+si)- 

La  troificmc  de  ces  Fractions,  / , a pour  intégrale  fi ‘if fi  fi. 

fin  y fin  y 

tse  l fin  y = fid y cot  y. 

d V fi  fl  V 

La  quatrième  / - --  y;  - ■ = — / ce/ y =3  Ifec  y = fd  y tang  y f 


de  même  / 


=ltangy. 


uv  uivuiw;  — — J — — ;• 

v //«y  co/  y fin  1 y 

8^1.  Cela  pofé  x cherchons  l’intégrale  de  la  formule  Nous 

avons  déjà  vu  (8 8 6)  qùt  / dy  fin” y=—  — Cofiy  fin”'*  y 4-  — -i 

n n 

fid  y fin"m2y  ; faifons  donc  n — 1 = — m , ou  n = * — m , &c  nous 

r d y 1 - _ 1 — m . d y , 

aurons  I — — - — = coj  y fin1-"'  y 4 — - J - — — : donc 

' J fin”' 2 y m-i  J -L—m  finm  y 

- dy  _____  1 cofi y _|  m—  i j.  dy  __  1 

* finm y ni  — 1* fin*’1  y m — \ fin”'1  y m — x" 

cof  y m — 1 cofi y m — x .m  — 4 cofi  y 


- 1 y m — x . m — if  fin*- 1 y m-i.ni-}.m -f  finm'1  y 

. - , m — x . m — 4 1 . dy 

— &c jufqu  au  terme  4- / — — 

tn—i.m — j ^ fin  y 9 


c’eft-à-dire , 


m — •l  . m — 4. 

m — x . m — 3 . 


. - ,>  m — 1 . m — 4 * wj  j r n ! 

jufqu  a . — — - fi  m.  eft  pair. 

m — 1 .m  — 3 . . « 1 fin  y 

8jx.  Suppofons  y .==  90*  — j , & la  formule  précédante  donnera 

li 


-1-1  / tang- y >ûm  eft  impair  , SC 
■l  cofi  y . _ , 

J J \ A -r*4  «If  nWlr  • 
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C d __  t fin  g _i m — 2 fin  \ 

~ /'/TI  m.  — • T ftt-  ¥ 


co/'/B  î m — i «>/”»-  > £ * m — i.ffi— 3*  ce/ 1 ç 
m — 2 . m — 4 fin  £ 


-a 


_ 7 . + Sec jufqu’au  terme 

m — i . m — 3 . m — j coJm~S\ 

m — 2 . m — 4 . . 


2 fi*  ? /•  n /• 

. — y , fi  m eit  pair,  & jufqu’au  terme-f-. 


m — 1 . m — 3 i*  cof ç 

m — i . m — I r d ? m — x.m  — 4 1 , 

'J— y — ltanB 

m — 1 . m — 3 2 coj  1 m — 1 . m — 3. t 

* -f-i  l) , fi  m eft  impair.  Par  cicmplc  , fi 

coj  7 y o coJ 6 y 

f fin  ? f • % fin  y f .2.1,  , . . 

+ -, — . —y. — h 2 • — ?~i — *“  ; l tanS  (4$°~t~ïy)r 

6.4  coj  4 y 6 . 4 .2  coj  1 y 6.4.x 

8*3.  Il  eft  donc  facile  d'intégrer  la  formule  — ffC-JI : car  lî  m eft 

& jn  y 

un  nombre  impair  2 i-h  1 , on  a - — — *=  fi 

qui  eft  évidemment  intégrable,  quel  que  foitn,  Si  m eft  un  nombre 

pair  1 1 , alor.  ilL’Ùll  = ÜllpÊÙZjï 
r fin"  y fin-1  y 

étant  développée  s’intégrera  facilement  par  la  formule  / 

fi« y 

>54.  Il  en  ÜKoit  de  même  pour  , 8c  la  formule  . . 3 

cof  y 

— s’intégrcroit  par  les  mêmes  principes  : enforte  qu’il 

finm  y cof  y 

eft  aifé  d’intégrer  les  différentielles  où  il  entre  des  fînus  & des  cofinus, 
lorfqu’ellcs  font  fufcéptibles  d’intégration. 


, expreflion  qui 


De  l’Intégration  des  Différentielles  à plufieurs  Variables, 

•m 

9 • 

8jf.  Soit  V dx-i-  Qd y une  différentielle  à deux  variables, 
dans  laquelle  P & Q font  des  fondions  quelconques  de  * & de  y . 
Si  T eft  fon  intégrale,  oh  aura  d*î  = V d x Qdy.  Donc  lî 
•b  ne  prend  U différentielle  de  T qa’Cn  faifitnt  Varier  y , on 


i 
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âura  d T = Q dy , & fi  on  lie  prend  la  différentielle  de  T qu*en 
Faifant  varier  *,  on  aura  d T = P dx. 

s'  Marquant  donc  par  d*  T la  différentielle  de  T prife  en  faifant 
Variery  fcul , & par  d * T fa  différentielle  en  ne  faifant  varier  que  x * 
on  aura  d*  T =Qdy , dz  T =2  P d x.  Donc  dx  ( dy  T ) = dy  d x Q , 
d*  (d  * T ) = d x dy  P.  Or  il  eft  clair  que  dx  d y T = d*  tf  T.  Donc 

d y dx  Q=  d xdy  P , ou  = j c’eft-à-dirc  , que  fi  la  diffé- 

rentielle P dx  -f-  Q dy  peut  être  intégrée , la  différentielle  de  Q prife 
en  faifant  varier  x feule  & divifant  par  di,  doit  être  égale  à la  diffé- 
rentielle de  P prife  en  faifant  varier  y fcul  & divifant  par  d y. 

S 96.  Cette  condition  ayant  lieu , il  fera  facile  d’intégrer.  Car  piaf- 
que d* T = P dx,  lion  marque  par  fx  les  intégrales  prifes  en  ne 
Confidérant  que  x comme  variable , on  aura  T = /*  P d x une 
confiante  qui  peut  être  une  fonction  Y de  y comme  il  eft  évident* 

Ainfi  T ou  f ( P d * Q d y)  = fx  ( P d x ) -+-  Y.  On  a de  même 

*T  —f  (Pdx  -f-  Qdy)  — fy  (Qdy)  -(-une  fonélion  X de  x. 

Donc  f*  (Qdy ) -+-  X = /*  (Pdx)  •+■  Y , ou  f’  Q dy—fx  P dx 
= Y — X.  On  fera  donc  dans  la  quantité  qu’on  aura  pour  la  valeur 

àzf’CQdy)  — /*  (Vdx)  , x=io,  êt  on  aura  Y*  Si  on  fait 

y = o j on  aura  la  valeur  de  — X , & par-là  l’intégrale  de  P dx  -f* 

Qdy  fera  déterminée. 

Soit , par  exemple  > la  quantité  fjf + 1 i%y  — $y*)  dç-JX 
( b I*  — 6 \ y ■+■  I t yx  ) d y , qui  eft  intégrable  , parce  qUC 

g’Clf  -htbïy-iyy)^^  dv(b  f - 6Jy  + ic yiy 

d y d 1 ~ ’ ' • 

Onauta/^C  ?d^)zcz^  ■+■  b y ? ? — 3 y1  \,fy  (Qdy  )=.  b ?>y_- 
$ïy‘-i-cy5.  Par  conféquent  Y — X=r  cyJ— ç5,  faifant  ç 3=  o ; 
bn  a Y =cy» , & fi  on  fuppofe  yno.on  aura  X as  jJ.  Donc 
f intégrale  de  la  différentielle  propofée  eft  ï 5 ^ J*  y -—  } jy* 

e y'  -H  C. 

b fl-  On  pourrait  trouver  la  quantité  Y fans  avoir  befoin  de 

ü* 
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f\ Q dy.  Car  puifque  f ( P dx-bQdy)  = fx  P d x 4-  Y il  eft 
clair  que  fi  on  différentie  fx(Pdx  ) en  faifant  varier  y feul , en  forte 
que  le  réfultat  foit  P'  dy,  on  doit  avoir  Q dy  = P'  dy-+-dY\ 
donc  Y=f(  Q-P'  ) dy.  Ainfi  dans  l’exemple  précédent , /*•  P d ? = 

H-  b y — 5 ^y1  , dont  la  différentielle  prife  en  faifant  varier  y feul 
donne  P }dy=  ( b — 6 \y  ) dy.  Donc  Y ==  f ( Q—  V ) d y =x 
f 3 cyl  dy  — c y*. 


' 8p8.  Si  on  a une  différentielle  à trois  variables  P dx  4-  Qdy 
R d%  y en  appellant  fon  intégrale  T,  on  aura  <f*T  =P  dx , dy  T — 
Qdy  , d*"  T=Rdi.  Donc  pour  que  la  différentielle  propofée  foie 


complcttc  , ou  puiffe  être  intégrée  , il  faut  qu’on  ait 


. dy  P dx  Q 

l*  — ~ -V-  f 


d d7-  Q_dy  R 


dy 


d x 


. Ces  trois  conditions  ayant  lieu , l’in- 


dx  d \ dy 
tégralc  fera  /*  P dx  -J- V , Y étant  une  fonction  des  deux  antres 
variables  y & 

8 f9.  Pour  la  déterminer , on  diflférentiera  fxP  dx , en  faifant  varier 
y & £ , & on  aura  une  quantité  de  cette  forme  , P1  dy  4-  P"  d\ 5 il 
faudra  donc  qu’on  ait  d V 4-  P'  dy  4-  P"  d £ = Q dy  4-  R d ç , Sc 
par  conféquent  V =/[  ( Q — P'  J dy-f-  ( R — P " )d\"\,  intégrale 
où  il  n’entrera  que  deux  variables , & qu’on  aura  par  la  méthode 
précédente.  II  eft  clair  qu’on,  pourroit  trouver  l’intégrale  par  le 
moyen  de  fy  Qdy , ou  par  f7,  R d j , de  la  meme  maniéré  que  par 
f * P dx. 

Soit,  par  exemple,  la  quantité  ( x *yl  4-  4 b f*  x1  ) d x -f> 


c 


4-  3y’  4-  a y*1]  dy  4-  [4^  4-  a b x4  £ 4- 


pV(yy+?t)  " ' J ^ 1 ^OrK?)- 

qui  a les  trois  conditions  néceffaires  pour  être  intégrable  j on  aura 
fxPdx—y*  x1  4 -b^x*,  dont  la  différentielle,  prife  en  faifant 
Varier  y & J , donne  P'riyx1,  P"  = x b J x*.  Donc  d V == 

W3  y ? 

£ J I - -a  1 J..  I r - _1_  » 


Y (yy 
?*-  j y .1  dy  4- 


y dy 


3 y1  ] -+-  [ 4ï* 


Y(yy4-??J 


]^î  = 4î*  d\ 


■?<é? 


V(yy4-??) 


, dont  l’intégrale  s’apperçoir  tout  de 
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fuite  , fans  le  fccoars  de  la  méthode  précédente,  & on  a _j_ 

V (y y -+*££).  Donc  celle  de  la  différentielle  propoféc  eft  ^ -f. 

V (y y -H  ? ? ) ■+■  y1  Xl  -+-  b x*  -+-  C.  Il  n’eft  pas  difficile  à préfenr 

de  trouver  les  conditions  que  doivent  avoir  les  différentielles  à un. 
plus  grand  nombre  de  variables , & d’intégrer  Iorfque  ces  conditions 
ont  lieu.  > 

900.  Cela  pofé , voyons  comment  on  intègre  les  différences  fé- 
condés. Soit  d’abord  la  différentielle  du  fécond  ordre  P ddx-+-Qdxly 
dans  laquelle  P & Q font  des  fondions  quelconques  de  la  variable  x. 
Si  on  confiderc  d x comme  une  variable  y , ta  différentielle  propoféc 
fera  P dy  -+•  Q_y  d x.  Or  pouMkju'cllc  foit  intégrable  , il  faut  que 
dx  P = d'Qy  . 
d x dy 

P Q d y 

de  y dans  O.  Donc = , - =0,  ou  dV  =Qdxi  condition 

, ^ dx  dy  ^ ■ 

néceffaire  pour  qu’une  différentielle  du  fécond  ordre  Pdd  x -f-  Q dx* 

foit  intégrable.  Si  cette  condition  a lieu , on  a /f  P <é  4-  Q x1  / 

=f  (Pd  dx  + dxdP  ) =fy  Pdy=PyizPdx. 

Exemple.  La  différentielle  m *"•'  d d x-f-  m . m - r.  xm~*dx> 

eft  intégrable,  parce  que  dP=m.m — i . xm~2  dx  = Q dx  ; 8c 

l’intégrale  eft  mxm’1dx,  qui  étant  intégrée  de  nouveau  donne 

x™  4-  C. 


> mais  il  n’entre  que  des  x dans  P » il  n-’y  a point 


501.  Si  d x a été  fuppoféc  confiante  , la  différentielle  eft  Q d x*  „ 
dont  l’intégrale  ( à caufe  de  P = /Q  d x ) eft  d x fQdx- f-la  conf- 
iante C d x.  Par  exemple,  fdx1  ( i-xx  ) = dxf(dx  — xx  dx) 
= dx(x-ix*)-i-Cdx>  8c  en  intégrant  de  nouveau  x on  a. 
C x 4-  C 4- 1 x x — » Tï  x*- 

901.  Soit  une  différentielle  générale  du  fécond  ordre  Pddx -f* 
Q d x1  ; fi  on  la  differentie , on  aura  P té*  x4-(<fP4-iQ<éx  ) dd a 
-4-  d Q d x1.  Donc  réciproquement  une  différentielle  générale  du 
troifieme  ordre  R d1  x-hSdxddx  4^T  d xi  fera  intégrable , ou  ré- 

S d R 

duélible  à une  différentielle  du  fécond  ordre , û. « — — =/  T dx 

i z dx 

alors  l’intégrale  fera  R d dx  4-  d x1  / T d x.  Par  exemple  , x x di  x 4- 
x xi  dxdd a f + fjxx  — 1 ) dx* , a la  condition  néceffaire  pour  être 
intégrable , & fon  intégrale- eft  xxddx-hdx1  (x'  — x ).  * 
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50  j.  $ï  d x eft  confiante  , alors  il  eft  clair  que , fans  aucune  con- 
dition ,fTdx*  = dx>  fT  d x -+-Cd  x1 , l’intégrale  de  cette  diffé-. 
ifljoelle  eft  dxf(dxfT  dx)  4-  C * d*4-  C'  d x j enfin  l’inté- 
grale de  celle-ci  eft  f dxfdxfTdx  H-  S x x 4-  C1  x 4-C*, 

a 

C’eft  ainfi  que  / dx'  =.  1 — - C x1  -f 

+ m 4-  J a 

C'  x 4-  C”.  On  trouveroit  de  la  même  manière  les  intégrales  des  dif- 
férentielles plus  élevées , & les  conditions  de  leurs  coefficients. 

504.  Confidérons  maintenant  les  différentielles  du  fécond  ordrç  à 
deux  variables  , repréfentées  général^paent  par  P d d x -t-  Qd  dy  -i- 
R d x1  4-  S dx  dy  -4-  T dy1.  Pour  trouver  les  conditions  des  coef- 
ficients P , Q , R , Sec  , je  prends  la  différentielle  de  A dx  4-  B dy , dans 
laquelle  A & B font  des  fonctions  quelconques  de  * & de  y , & j’ai 

dx  A 

A dd  x-\-  B d dy  -f-  dAdx  4-  <é  B dy.  Or  d As:  . d x 4-, 

dx 


—7 — . d y : on  a donc  A d d^x  4-  B d d y 4-  , d xx  4? 

dy  ) dx 


j J * d x B jrn 

( — — 4-  — - — ) dxdy  4-  . d yx  ; d’où  il  fuit  que  la  diffé* 

dy  dx  dy 


icntielle  propofée  eft  intégrable  , toutes  les  fois  que  R 


dx  P 
dx 


» que 


- d*  P dxQ  . -, 

S = __  4-  , & que  T = 


dJlQ 

dy  ' 


dy  dx 

505.  Ces  conditions  ayant  lieu  , l’intégrale  fera  P dx  4-Q  dy  A 8c  fi 
dx  aété  fuppofée  confiante  j l’intégrale  de  Q ddy -\-Kdx1-ri-Sdxdy 
4-  T dy*  fera  Q dy  4-  dx  fx  Rdx  + Cdx  ,('a.  caufe  de  J?  =f*  Rdx)  % 

_dxQ 

uy 


£ les  conditions  de  cette  nouvelle  différentielle  feront  T 


Sr=—  .9  4-^ -T  Par  exemple , d*1  dx  dy  4-  6 xy  dx* 

dx  dy 

4 - x'  ddy  dans  laquelle  dx  eft  confiante , a les  conditions  précé- 
dentes ^ & fon  intégrale  eft  a3  dy  4-  j x"1  y dx  4?  C dx  , qui 
intégrant  de  nouveau  donne  a3  y C x 4-  C‘.  On  trouvçroit  de  la 
m^meonanierc  les  cçndiÿons  your  un  f lus  grand  nombre  de  y^riabfô* 


de  Mathématiques.  jqï  » 

FIÇ. 

Applications  (lu  Calcul  Intégral, 


Lis  applications  du  Calcul  Intégral  s'étendent  à toutes  les  partie» 
des  Mathématiques  : mais  pour  nous  borner  à celles  qui  font  purement 
géométriques,  & qui  fervent  de  fondement  aux  autres,  nous  dé- 
terminerons les  formules  dçs  quadratures  Sc  des  reâiications  des 
courbes  , les  folidités  des  corps , celles  des  fMides  de  révolution  4 
ainfi  que  leurs  fur  fa  ces , Sf.  nous  finirons  par  quelques  ufages  de  la 
méthode  ipvçrfe  des  tangentes. 


De  la  Quadrature  4e*  Courbes  s 

«jofi.  Soit  la  coqrl»;  AM,.  foiwe  A?,  PM  l’ordonnée  au  I9g. 
point  M ; pour  trouver  la  quadrature  de  Vefpace  4MP,  je  mène  ^ 
une  autre  çrdonjpéc  mp,  Çc  la  ltgnc  M r parallèle  à Pp  -,  alors  j'ai 
la  futfacc  de  l'efpace  M«;P=MPxP;+Mmr:  imaginons 
maintenant  que  le  point  m s'approche  du  point  M , k triangle  M m r 
diminuer^  de  plus  en  plus,  mais  ne  pourra  devenir  zéro  que  lorfquc 
le  point  m,  tombera  fur  le  point  Mi  alors  M mp  P- s'évanouira  & fera, 
la  différentielle  de  l'efpace  A M P j P p fcra  d * , 3c  op  aura  <L  ( A M PJ 
c=z  y d x , 8c  par  conféquent  A M P = / y d x 4-  C = ( 87}  ^ 

^ , xxdy  x' ddy  x*  d1  y 

i dx  i . j .dx1  2 . j . 4 dx* 

l’efpace  AQM.  — fxdy=zC+xy- x ■ - * ^ x 


Sic.  Donc 


— 8cc. 


tdy  j-.} -dy* 

907.  Ex.  I.  Soit  un  quart  de  cercle  décrit  du  centre  A & du 
rayon  a,  on  aura  y =s  y'  (aa—  xx)  , & l'efpace  A Q M P == 


fd  x y'  ( a a — x x)  4-  C=  C -f-  a x — — - — 

» . } a 


1.  X* 


2.4.5a1 
x" 

— 8rc. 


* • i x7  _ 1 • 3 « 1 jçl r . y . 5 . 7 

i.  4.6.7a*  2 . 4. 6. 8 * 9 a7  1.4.6.8.10*11  a* 

Faifons  x = o , nous  aurons  AQMP=o,  & par  conféquent 

C = o.  Donc  A Q M P = 4 x L — — _L_  . „*l  — 

1 i a 2.4  j aJ 

1 • 3 x7  . ' , 

r~  Zr  • Z—, &c- 

> • 4 • 0 7 aJ 

Iiir 
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FIG  b 

Ex.  II.  Dans  l’ellipfe  , y = — ^ (a  a — xx  ).  Donc  fydxsk 

CL 

b I I x* 

■ï~  ( a x—  — . — — . &c  ) , comme  nous  l’avons  déjà 

a a 3a  x . 4 j 4* 

trouvé  (714). 

T £ 

Ex.  III.  Dans  la  parabole  , y d x = p*  x1  dx , 9c  fydx  = 

1^8.  ip*x*=zixy?  ot^l’efpace  A P M eft  les  deux  tiers  du  reétangle  , 
dreonferit  ( 715  ).  L’équation  aux  paraboles  de  tous  les  degrés  eft 
ym  1=  x " a m •*  } donc  m l y — n l x -\-  ( m — n ) la ; donc 

”ULl  = w , ou  m : n : i y d x i x d y : : fydx-.  f x d y [:  : 

y x 

A M P : A M Q.  Par  conféquent  l’efpicc  AMP  eft- au  reétangle  dr- 
confcrit  APMQ::m:i»  + «. 

Ex.  IV.  Dans  l'hyperbole  équilatere  , x y ■=.  a a,  Sc  y dx  — 

200  *adx  p0HC  f y dx—a  alx-*-C.  Si  on  veut  compter  les  efpaces 

depuis  l’origine  A , lorfque  x = o , l'efpace  fera  = o.  Donc  C = 
t-  a a l o,  Sc  l’efpace  Q'AP  M N ==d  a Ix  — a a lo  — » • 

Si  x = A D , alors  Q'A  DBN  = n a la  — a al  o ; donc 

B D P M = <*  alx  — aala  — aal  — , comme  on  le  favoit  déjà. 


.201. 


Exemple  V,  Dans  la  ciflbïdc  , y : 


77=  , Sc  ydx  = * * 
V a x - x x 


; l 


dx  ( a — x)~^i  donc  fy  dx  ou  l’efpace  A K M P A = fx* 

I 

dx  ( a-x)~*.  Or  fdx(  aX-xX  )*  = le  demi-fegment  AONp. 

Sc  G on  fe  propofe  de  ramener  fx  1 d x (a-x)  1 afx  1 dx  (a- x)  **• 
on  trouvera  que  la  rédu&ion  eft  polfiblc , & que  l’on  a (S6o), 

fx*d»(a-xp=:\xî(a-x)*  + ] fx*  d x ( a - X )~*.  Donc 

fx » dx  (a—'.x)'^  — 3 f d x (a  x — xx)*  — xx(ax-^xx)** 
ou  APMK  Aœj  APNOA  — 4ANPK5  AONA  — AN  P. 
Donc  l'efpace  infiniment  Ipng  M K A B Q eft  triple  du  demi-cercle 
générateur  A N B. 

202,  Çx.  VI.  Dans  la  logarithmique,  ydx  = «rfy,  Sc  fydx  * QU 
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X BPMrrmj  + C.  Mais  lorfque  y — 1 = AB,  l’efpace  ABMP  piG; 
devient  nul.  Donc  C = — ABMP  = m {y  — i )'=■  le 
reétanglc  O I QM.  Si  on  fait  y — o , on  aura  l'cfpace  infîaiment 
long  B X Y A = — m = le  reélangle  P Q I T. 

Ex.  VII.  Soit  une  courbe  B M qui  ait  pour  équation^ sJt'i  2O3 

X x* 

on  aura  ( 8 8 5 ) l’cfpace  ABMP=S**  dïxjffi  — — *+*  — — 

-7  +&c.)+**i*  ( ï — - -+-  — — &c. ; h — 

4*  3 4*  1 

-q-  &c.  ) -+-  &c  ; & lorfque  x = AP  = PM=i, 


on  a l’cfpace  A B M P = x — — 4-  — — — -4-  + &c  > 

tr  0,785430497589. 

Ex.  VIII.  Soit  la  courbe  des  finus  AMA'M1,  &c  dont  l’équation 
eft  y = fin  x , on  aura  APM  =fdxfnx  = C — cof  x.  Eaifons 
k = o,  nous  aurons  C = 1 , & A P M = 1 — cof  x.  Soit 
x=i8o°=5t,  on  aura  AMA'A  = î = le  double  du  quarré  du 
rayon.  Si  on  fuppofe  *=t  jiA  A",  on  aura  l’cfpace  A MA' A 
•+*  A'  M'  A"  A’  = o , ce  qui  eft  évident,  puifque  l’un  cft  pofitif  & 
l’autre  négatif.  En  général  fi  x = 1 k.  x,  l’efpace  fera  zéro  , & fi 
* = (îl+ij  x , l’elpace  fera  = a. 

Si  on  met  l’origine  des  x au  point  A , milieu  de  A'  A' , on  aura 
y = cof  x.  Donc  l’efpace  A B M P =fin  x , l’efpace  A B A'  A = 1 , 
& A'  M B A'  A = o,  ou  = a , fi  on  ne  fait  pas  attention  à fes  deux 
parties , l’une  pofitive  , l’autre  négative. 

$08.  Si  les  ordonnées  partent  d’un  point  fixe  C , voici  comment 
on  peut  trouver  la  quadrature  de  la  courbe.  On  mènera  les  deux  rayons 
CM,  Cm,  & on  décrira  du  centre  C & du  rayon  C M l’arc  M rj 

alors  le  triangle  CMm=;  --  x ^ ^ Mmr.  Mais  lorfque  le  point 

2»  «. 

fn  eft  infiniment  proche  de  M , l’efpace  M m r s'évanouit , & il  refte 
d fCOMCj=  MrxCM,  Sojt  Jqqç  r=;(/w,  CM , oa 

aura  C 0 1VI Ç = zj  fy  d x-fc  Ç, 


204I 
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Si  o«  nomme  Ç l’angle  que  fait  C M avec  une  ligne  fixe  fartant 
du  point  Ç , on  l’are  qui  mefi*re  cet  angle  dans  un  cçtdç  dont  le  tayoa, 
«ft  ^on  aura  Mr=jd<p,  8{  Ç O,  flfl  Ç — \fyjd<f  -*-C. 

90p.  Ex.  I.  Soit  la  conchoïdc  AM,  fon  pôle  P,  P M =j>  Q M 
=*  a , P B =4,  & l’angle  A P M =ç  } on  aura  cof  <p  : i : : 1 : PQ  = 

— 7-  > & y = — - h a.  Donc  l’efpace  A P M * £ / — ^ »4- 

cof  <p  ' cof  q>  — ' J cof 1 <p  3:1 

, . dt>  rar  dt>  4*  , 

" ’+^~ï~~~î  tivig  ? — a 4 7 (4*''"+-ï<PJ  -H 

— — , fans  confiante.  Donc  -j-APM^PBQ.  ou  ABQM  =s 


ai/  ran#  (450 -+-£$>)  ± 


& A A M M=x  ai  / ran^1 


( 45°  ■+■  1 <f>  )• 

Ex,  II.  Dans  la  eiflbïdc,  fi  on  fait  AM=y,  MAB=f  » 

A Q = — -~r-  j AO=jMQ=«  cof <p , Se  y=  a cof  $ 

coftp  * cof  <p 

= , donc  AKMOA={/ ~pT~  — /<*«dç-l“ï  /«  <*  d<p 

co/  p C°J  <t> 

cof 1 Q = £ a a ra/2£  p — a a p -4-  y a a (7  cof  ç ■+■  f ? ^ =5 

\a  a.  tang  ç -4-  £ a a fm  x <f>  — £ ax  p.  Donc  A K M P A = | æ1  p 

j a1  y/n  i <p  ■+■  a1  fin  4 f 4 & l'efpacc  infiniment  long  M K A B Q 

SK|a*ip=}AONB. 


Ex.  III,  Dans  la  fpiralc  d’Archimede  , AGfBN=s, 

AGFB  A = c,  CM=j,  CA  = a,  Mr  = -ii—  , d (’COMC) 

a. 

s-^L^ÎÎ  , x = ^ ,dx  =»  ,COMC^  — — , — , fans 
% a a 4 lad  $ 

confiante.  Donc  l’efpace  CO  MAC  = = le  tiers  de  tout 

le  cercle. 

Remarquer  qu’on  ne  doit  pas  étendre  l’intégrale  { f y y d q>  au- 
delà  de  ç = 560°  ; car  paffé  360°  , les  triangles  élémentaires 
y dtp  contiennent  ceux  qu’on  a déjà  fomrués. 
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Du  reftc  il  feroit  aifé  de  füpplécr  à ce  défaut  en  calculant  les  ^ I G» 
trapèzes  élémentaires  compris  entre  deux  fpircs  voifines.  Le  même  208. 
inconvénient  aurait  lieu  pour  la  formule  ordinaire  f y d x , li  plu- 
ficurs  ordonnées  répondoient  à la  même  abfcifle. 

Ex.  IV.  Dans  la  fpirale  hyperbolique , a:  — ir:ij:Mra 

i-ZjLü } donc  C O M C = | f~?yd*  . Or  a:  y = ai,  donc 
a 4 

= b d y , & l'efpacç  compris  entre  la  courbe  & deux 
a s 

Ordonnées  = j b y -+-  C, 

De  la  Rectification  des  Courbes, 


jio.  Si  on  imagine  le  point  m infiniment  proche  de  M,  M si  20^ 
fera  la  différentielle  de  l’arc  AM,  8con  aura  ^ A M = V (dx1  -i-dfi). 

Par  conféquent  A M =f  V ( d x1  -hdy*  ) -+-  C } formule  qui  a lieu 
foit  que  les  ordonnées  foient  parallèles  i foit  qu’elles  partent  d’un 
point  fixe. 

ÿix.  Ex.  I.  Dans  le  cercle  y ==  y (a  a — x x ).*.  dy*  ~ icpp 


x'dx' 


&a  — ** 

1 . 3 x5 
* • 4 ’ S ai 

2-,  -32 

X 

trouvé  ( $67  ). 


, & Q M = / 


» . i • * 


4.6'  7 as 


ad  x I xi 

7 =*+  

(aa  — x x)  i ) aa 


-f-  &c  ; donc  l’arc  M B = y -4- 


I . J y1 

-f-  . -d—  -+-  Sçc , comme  nous  l’avons  déj* 

}aa  a.j  fa*  >- 


4 y y 


PP 


Ex,  II,  Dans  la  parabole  , A M.  =f  dy  y'  i + 

% d y 

^ (i PP  ’+’yy’)'  nous  avons  trouvé  ( 870  )fdxyfxx^à 
t=C+j*l/'C**  + (ia  -\aal  ( x+  Vxx  -fa  a ).  Donc  A M 

*=c  + j i'(yy+ippJ-hïpS[y-hVü/yi:iPP)]l>  &irons 
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J>  =oJ  nous  aurons  C = -{pl~p.  Donc  AM  = HL  ^ (yy+\pp) 

P 


rhipl{i±I^JZlàAL). 


iP 


9 12.  On  peut  remarquer  que  ff  du  centre  A & du  demi-grand  axe 
B A = j p,  on  décrit  une  hyperbole  équilatere  B N'  , l’efpace 
A B N''Q  fera  f dy  y'  (yy  -t - \ pp  ).  Donc  A Mx|p  = ABN'Q; 
d’où  il  fuit  que  la  unification  de  la  parabole  dépend  de  la  quadrature 
de  l'hyperbole  , & réciproquement. 


Ex.  III.  Dans  I’ellipfe,  fi  on  fuppofe  le  demi-grand  axe  = r » 
on  aura  y — b V ( i — xx  ) , & en  faifant  / ( i — éboula  demi- 


„ -dx  d (i — ccxx)  . 

dilrancc  des  foyers  = t,  on  a BM=/ r-. : — , m- 


V ( i — xx  J 

tégrale  qu’on  ne  peut  avoir  par  les  réglés  précédentes.  Il  faut  donc 
réduire  en  fériés  ; mais  pour  fimplifier , nous  ne  réduirons  que 
V ( i — ce  x x)  i alors  nous  aurons 

i • 3 


B M—f 
1 • i • S 


dx  i . . 

— (I—  {ccxx c*  x* 

v'C  i-xx)  1.4 


Ca  X" 


i . 4 . 6 . 8 


'**  — atc.;=/ 


d x 


— *r-£Lt- 

z.4  y^i-xx) 


ÿ(i  - xx; 


“ \ccf 


1.4.6 
xx  dx 


y(i-xx) 


» • 3 


/“lire  « — -H.  OC 

fx  ax(  i-xx)  1 = 


Z.dSf.6 

t!  -I 


c'f- 


d x 


«—  &c.  Or  ( 858  ) 


v'  (1  - xx) 

( i-xx ) T + xx)* 


1 1 


2 l . Z l — 1 


-scc...- 


ÎM1-2...1 


X. 4. 6. 


X l 


f-rdjL-  Do»cBM  = f,_  £._  Jü  - -Llii! 

^fl-*x)  a*.  4*  a1.  41 . 61 


^fi-xx; 
3"  • S1  • T c« 


» . 4».éi  .8* 


x 


1 


3 


f-  c'xfi -xx)î[ — H -+» 

\l(i-xx)  L x1  i* . 4* 

?.(  £* 

' « * 


a*  . 41 . 6 

3 - 51  -7  c4 


+ &c.]  + c*  r>  fi-xrj  [ 


1 . 41.  6‘.  81 


•+■  &c].  Or  D N =/ 


i.4l 

dx 


V Ci  -xxj 


i . 41  • «* 

, on  connoît  donc 


bt 

tco 


a;: 

la; 


Z1 

% 

fc\ 

cir 


la 

ao 

ce 

îi 


D, 

+ 

c< 
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toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  fuite  dont  il  cft  facile  de  y I G, 
teconnoître  la  loi. 

Soit  x = 1 , on  aura  

AiMBsfi  — Lfl  — JllliL  — Sc  ; AND.  Donc 

11  i2 .41  x*.4*  .6»  7 

la  périphérie  de  l’ellipfe  cft  à celle  du  cercle  circonfcrit  : : I — 


1 c1 
>»  • Tï 


1 . 1' 


3 e4 


i*.J*  J c 


&c.  : 1 , ('eu 


V'  a1  il-4  a4  i\  41.6* 
fuppofant  a le  demi-grand  axe  ).  Cette  fuite  fera  trés-convergentf  , 
lorfque  les  foyers  feront  peu  éloignés.  Par  exemple,  fi  c = — a , la 
circonférence  de  l’ellipfe  fera  à celle  du  cercle  circonfcrit 

: : o,997  49 J 191  *61  z£i  : i. 

91 3.  La  re&ification  de  l'hyperbole  fe  trouve  en  fuivant  à pea-pres 
la  même  méthode  , & on  peut  voir  dans  les  Mémoires  de  Berlin  , 
an.  1746 , & fuiv.  la  maniéré  de  ramener  à la  reétification  de 
ces  deux  courbes  , les  intégrales  d'un  grand  nombre  d'autres  dif* 
férenticlles. 

Ex.  IV.  L’équation  à la  fécondé  parabole  cubique  cft  y’  = a xl, 

Donc  / ( dx 1 ■+-  iy 1 ) = fdy  V ( i ■+•  ) = r^a( 

4 a 4 a 

4-  C , faifant  y ■ o , on  a & un  arc  quelconque  de 

9 y ~ 

cette  courbe  compté  depuis  l’origine  ~ a[(  I H — y — i ]. 

4 a 


Ex.  V.  Dans  la  cycloïde  , dy  = dx  V Ç - — ). 


Donc 


2IIi 


|/  ( dx1  4*  dy1  ) = dxÿ  — : intégrant,  onaAMziVûta 
» A N ( 817). 

Ex.  VI.  Dans  la  logarithmique  ydx  = a dy,  >/  ( do*1  dy1  ) 
— V , foit  V (yy+  * <*)  = ï , on  aura  y y = ç £ 


dy 

y 


u 


, V {dx1  +dy'  )=d  l + 


- a a 


U-aa  9 


dont  l'intégrale  cft  ? + - / - - ,ou  V(aa-^yy)-m 

1 £4-4 
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^ ^ a /[  a *t~  ^ ' aam*~yy  ) ] + C,  eiprcflion  d'un  arc  quelconque  de 

y 

logarithmique  dans  laquelle  C eft  facile  à déterminer. 

U06.  Ex.  VII.  Dans  la  fpiralfc  d’Archimede,  fi  on  fait  A G F B N 

2=  x,  CM  = y , on  aura  M r = , M m =:  d (C  O M ) 

a. 

£=  V ( d y1  -+-  ? ).  Or  * sst  Donc  C O M 

« CL 

C ^4  JL 

f — dy  (y y 4-  — ) *•  Décrivons  une  parabole  CN  dont  le  para* 

mettre  = —r~  > nous  aurons , en  faifant  CO  = CM,Jt  menant 
c‘ 

l’Ordonnée  QN  , C N’  — dy  V (~i  -f*  y y )*  Doric  CN'a 

COM.  D’où  l’on  peut  conclure  qu’il  règne  une  certaine  analog/e 
entre  la  fpirale  d’Archimede  & la  parabole. 

3I08.  Ex.  VIII.  Dans  la  fpirale  hyperbolique,  l’arc  C O M ==a 

f^-2. 1 >/  ( b b -\-y  y)k  Donc  fi  on  décrit  une  logarithmique  N K dont 

la  foutangente  = b = celle  de  la  fpirale  j on  aura  M O C =* 
l’arc  infini  NK,  en  prenant  l’ordonnée  NR  = CQ  = CM. 
Mais  fi  on  Veut  avoir  l’etprelTion  d’un  arc  de  fpirale  ou  de  loga- 
rithmique compris  entre  les  deux  ordonnées  y , y1 , on  trouvera 

*(»+»> 

[tp  I . Ex.  I X.  Dans  la  fpirale  logarithmique , cof  M m r ( e ) i m r(dy) 

S : l : M ni  = — . Donc  A D M =:  — — MT» 
e t 

De  la  Mefure  des  Solidités* 

414.  Ufc  folide  étant  propofé  à mefurer  , on  l’imaginera  décor**» 
pofé  en  une  infinité  de  petites  tranches  parallèles  entre  elles.  Nom- 
mant donc  t la  filtface  d’ünc  de  ces  tranches , dx  fon  épailTeur  ou  uns 
portion  infiniment  petite  d’une  ligne  perpendiculaire  à cette  tranche  , 
f (tdx)-+-C  fera  la  folidité  du  folide  propofé  ; il  ne  s’agira  plü% 
que  d’avoir  t en  x. 


deMatHématiquej.  5 i î 

Par  exemple  , foit  B la  bafe  du  folide,  H fa  haütfcur  ou  la  F iGi 
diftance  de'  cette  bafe  à fon  fommet  î fi  on  fuppofe  que  les  furfaces 
de  ces  tranches  foient  proportionnelles  à une  puiflancc  m de  leur  dif- 

B 

tance  x au  fommet , on  aura  H m : B : : xm  : = -l— - • Donc 


la  folidité  d’une  portion  du  folide  fera  C ■ 


H" 

B *»»■*■» 
(m+  i)H” 


, ou  fim- 


g î 


p lement — - i fi  ccttc  portion  commence  au  fommet.  Donc 

( ÏTL  -p-t  ) H 

B H 

le  folide  entier  = . Ainfi  dans  les  pyramides  cette  folidité 

m-t-  i 

3tBH,  parce  que  m = i. 

9x6.  Si  une  courbe  quelconque  AM  tourne  autour  de  fon  axe  2IJ» 
A P , elle  engendrera  un  folide  de  révolution  dont  chaqtle  coupe  per- 
pendiculaire à l’axe  fera  un  cercle  qui  aura  pour  eXpreflion  xyy , en 
faifant  P M —y , &*■=$.  »4t  fcc.  Donc  un  folide  quelconque 
de  révolution  = C4 - fit  y y ix. 

Ex.  I.  Dans  la  fphtre  , y y — t * je  — x*.  Donc  la  folidité 
d’un  fegment  fphérique  ( 33  $ j,  = *•  x x ( a — j * ^ & la  fphert 
ts=  î- . 2 a}  x =*  les  deux  tiers  du  cylirtdre'cireonfcrit. 

E x.  1 1.  Dans  l’ellipfe  , y y = (1  a x — x x ).  Donc  le 

a a 

folide  engendré  par  fa  révolution  autour  du  grand  axe  eft  à la  fphere 
fcirconfcrice  : : b b : a a , ou  = les  deux  tiers  du  cylindre  qui  lui  cil 
circonfcrit. 


917.  On  nomme  Ellipfotde  allongé  celui  que  nous  venons  de 
Considérer  , & Ellipfoïdc  applati  celui  qui  eft  formé  par  la  révolu- 
tion de  l’ellipfe  autour  de  fon  petit  axe.  Or  il  eft  aifé  de  trouver  que 
et  dernier  folide  eft  aufti  les  deux  tiers  du  cylindre  qui  lui  eft  circonfcrir. 
Donc  l’ellipfoïde  allongé  eft  à l’ellipfoïde  applati  : : abb  : a a b : : b : a. 

Ex.-  III.  Si  une  parabole  d’un  ordre  quelconque  dont  l'équation 
♦fl  /»  = **«»  *•  tourne  autour  de  fon  axe,  elle  engendrera  un 

folide  qui  aura  pour  exprdlion  / xy * d x sss  £ ^ — * XJ1  » ou 

qui  fera  au  cylindre  circonfcrit + aiidî  k paraboloïde 
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fl  G.  ordinaire  dans  lequel  m = i , a = i , eft  la  moitié  du  cyliudrd 
circonfcrit. 

212.  Ex.  IV.  De  même,  fi  l'hyperbole  dont  l'équation  eft  y”1  **=5 
a tourne  autour  de  l’afymptote  C P , en  prenant  C D = A D = a, 
le  fôlide  décrit  par  le  trapeze  A D M P aura  pour  expreflion  ...  à 

— x ( a*  — xy'1  ) , & par  conféquent  le  folide  décrit  par 

a a — m 

l'efpace  infiniment  long  O A D X eft  au  cylindre  décrit  par 
A CD  E i t m : i n m , 6c  = ce  cylindre  dans  l’hyperbole 

ordinaire. 

Des  Surfaces  courbes  des  Solides  de  révolution . 

jll^.  918.  La  différentielle  de  la  furface  décrite  par  la  courbe  AM  = 
le  petit  cône  tronqué  décrit  par  l’élément  M m.  Donc  cette  furface 
courbe  = /M  m cire  P M = r x f y V (dx1  dy1  ) H-  C = 
1 x f nd  x ■+■  C , en  appellant  n la  normale  M N. 

E x.  I.  Dans  la  fphere , n = a.  Donc  la  furface  d’une  calotte 
fphérique  quelconque  —zaxx,  & celle  de  la  fphere  = 4 a1  x = 4 
* grands  cercles. 

2iq.,  Ex-  U*  La  furface  duparaboloïdc,  eft,  à caüfe  d en  = V(yy-h\pp'}, 

~r*ydy  (.yy  + ipp)7  -f-C  = i -O* -H?*)*  -t-  c*  Soit 
P 3P 


7 = 0,  on  aura  C =—  — . I-  p p , & la  furface  du  folide 
3 P 

~[(pp+*yjy  — p'  ]» 

6 p 


E x.  1 1 1.  Dans  rellipfe , y - — / ( aa  — xx  ).  Donc  la  furfece 

a 

décrite  par  la  révolution  de  l’arc  A M autour  de  l’axe  d , fera  expri- 
mée par f—  djc\l\_aa.  — ( a a—  b b ) *—  ] , & comme  a eft 

a a a 

l’axe  de  révolution , il  défignera  le  demi-grand  axe  dans  l'ellipfoûic 

allongé , & la  moitié  du  petit  dans  l’ellipfoïdc  applati. 

* i * fft  ' 

Dans  le  premier  cas , foit  a a — b b = m m , oh  aura 


a a 


f -» 


ce 

\a 

t 

/• 

d 

C 

< 
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......  ....  ..  a,  .....  . FIG. 

_ JX  ÿ ( a- x *).  Donc  fi  du  rayon  C D = — on  décrit  un  arc  de  ^ 

cercle  DBN,  on  aura  pour  l’exprcflion  de  la  furface  décrite  par 
1 a révolution  de  A M autour  de  A P , — - — x A B N P. 


Dans  le  fécond  cas , en  faifant  b b — a a mm,  on  aura  ■ . 

•--4  *-• 


aa  • m‘ 


b x m x , . a*  a a b* 

V(xx -h  — ; H 

772 1 m 


a a 


l™  rx  _j_  yT  / 5.  _J_  x*  ) ] =;  la  furfacc  décrite  par  la  révolution, 

de  A M autour  de  C E.  On  doit  remarquer  qu’iciC  E = a , CA  —b, 

CQ=*,  QM  =y. 

Ex.  IV.  Dans  l’hyperbole,  y = — V (xx  — a a).  Donc  fi 

.!  -a  ...... 

cette  courbe  tourne  autour  de  Taxe  A P , la  furface  décrite  par  l’arc 
AM  fera  , en  faifant  a a-i-  b b =.  mm  , Sc  déterminant  la  confiante  , 

. fdxV  (xx ■)  = V (xx — — ) — bbx  •— 

m 1 a a • m - 


aa 


a^bx  mx-4-V  (m  x O £t  g c|[c  tout  ne  autour  du  fécond 

*•  s 1 \ • 

. * - J . , 

~ V ( b b -4-  x x ).  Donc  la  furface 


m a (m-\~  b) 

axé  C Q , alors  y — M Q 

a % m x , , . h*  a x b b 

décrite  par  l’arc  A M = ...  ■ V < (ux+  rh  — — - 

• - • — ■ . ’>  . ' i--’*  - !>  l~  r*  Y , 

De  U Méthode  inverfe  des  Tangentes  t & des  Equations 

différentielles. 

919.  On  appelle  Méthode  inverfe  des  Tangentes , celle  qui  ap- 
prend à trouver  l’équation  d’une  courbe , dans  laquelle  on  connoî»  • 
une  propriété  quelconque  des  tangentes.  , . : . . 

910.  Cherchons,  par  exemple,  la  courbe  dans  laquelle  la  founor- 
malc  eft  confiante , ou  = a.  Puifque  nous  favons  d’ailleurs  que 

-r  _ y dy  ydy  y 

J^ÿtjjreflioa  générale  de  cette  ligne  cft  — 9 nous  auron  ^ 

K k 
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ss  a,  y d y —adx  , 8c  en  intégrant,  pour  exprimer  que  la  pro4 
priété  donnée  convient  à tous  les  points  de  la  courbe  , on  a yy  =s 
i a (x  c)  équation  à la  parabole  qui  réfout  le  problème  propofé. 

9 zi.  La  méthode  inverfe  des  tangentes  fe  réduit  toujours  à la 
folution  d’une  équation  différentielle  ; ainfi  comme  nous  n’avons  pas 
encore  parlé  de  ces  fortes  d’équations  , il  cft  à propos  d’en  dire  quelque 
«hofe , avant  d’aller  plus  loin. 

On  appelle  équations  différentielles  du  premier  ordre  , celles  oii 
jl  n’entre  que  des  différences  premières.  Les  équations  différentielles 
du  fécond  ordre  font  celles  où  il  entre  des  différences  fécondés , fans 
différentielles  d’un  ordre  plus  élevé;  & ainfi  de  fuite. 

5 il.  Soient  donc  en  général  P & Q deux  fondions  quelconques  des 
variables  * & y , P d x -+-  Qdy=o  repréfentera  généralement 
toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  à deux  variables  x 8c  y , 
& il  eft  évident  qu'elle  fera  intégrable  , i°.  lorfquc  P fera  une  fondion 
de  x ou  de  y feule,  & qu’il  en  fera  de  même  de  Q.  i°.  Lorfqu’on 

...dy  P-  d*Q 

aura  — — = -y-, 
dy  dx 

jij.  Mais  lorfquc  ces  conditions  n’ont  pas  lieu  , on  tâche  de  fcparer 
T équation , c’eft-à-dire  , de  la  partager  en  deux  membres  qui  ne 
renferment  l’un  & l’autre  qu’une  feule  variable  avec  fa  différentielle. 
Il  s’en  faut  bien  qu’on  ait  des  méthodes  générales  pour  faire  cette  fépa- 
ration  dans  tous  les  cas.  En  voici  cependant  quelques-uns  où  elle 
réuilit. 

914.  Si  P = X Y , 8c  Q = X' Y',  X & X'  étant  des  fondions 

, Xdx  T dy 

de  x,  Y 8c  Y'  des  fondions  de  .y,  on  aura  


équation  féparée,  & réduite  à l’intégration  des  différentielles  à un* 
feule  variable. 

j 1 j.  Si  P & Q font  des  fondions  homogènes  de  x 8c  dey,  c’eft- 
à-dire  s’il  y a dans  tous  leurs  termes  le  même  nombre  de  dimenfions  de 

xScdey,  alors , en  faifant  -•=  * , on  voit  aifément  que  ^ fera 

une  fondion  Z de  5.  Ainfi,  on  aura  d x -+■  Z dy  = o,  ou  \ dy  ■+• 

d\  d y 

y J * 4-  Z dy  = o,  8c  en  féparaut  on  trouvera  =“~  ■ 
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Par  exemple  (a  x-\-  by)  dx  =•  (mx  -+-ny)  dy  devient  en  faifant 

x d y ( ar-4-b)di  . 

— = 7 ...  . — ~=  t=  — d— — ; équation  facile 

^ y + (b  — mji—n 

a intégrer. 

91$.  Soit  maintenant  l’équation  ( ax-\-by-\-c)dx-\- 

(mx  + ny  -4-  p )dy  = o , on  fera  ax+iy+c  = #,«*  + 

. nu  — b x 4-  b p — en 

ny  -+-p  = ^ & on  aura  x = î -r , y = 

an  — mb 

ax—mu-4-mc  — ap 

—  j fubftituant  , on  z ( n u — mr)  du ■ 

an-—  bm 

( at[ — bu)d-[=x o dont  l’intégrale-  cft  facile  à trouver  par  ce  qui 
précédé. 

Soit  encore  a x dy-4-  by  dx  -4-  xmyn  (fxdy-\-gy  dx)  =o=ai 

ad  y b dx  „ . dy  g dx.  0.  - . « b 

— H ad" y"  (- H-  6 ).  Si  on  fait  y x = r . 

y x y x 

f g ady  b d x d x fd  y g d x 

y x 1 y x 

dt  ap  bp  p fq  g q q *P-fq  b P - g q p 

— ....y  x =£  ....y  x =t  ....y  x =£ 

" q _ . r , n g-  mf 

t , Soit  ap  —fq  =m,bp—  gq=n,  on  aura  p — -2 — 

bn-am  • . ...  dx  dt  P -q  -p-i 

q — — , & en  fubltituant  — H x t =0,  ou  r 

ag-bf  ? t 

- q - X - p - ç 

di  + t d t — o j intégrant , q \ -i-pt  = C , ou  (bn-am) 


a b 


mf-ng 


am-b  n 

f g -J- 


(y  x ys-bf+(ng-mf)Cy  x )ae-bf  = (ag-bf)  C=C'. 

917.  Soit  à préfent  efy-l-Py</x  = <iQ  dx , P & Q étant  des 
fondions  de  r , on  fera  , félon  la  méthode  de  Bernoulli  , 
y = X \ , X étant  une  autre  fondion  de  x , alors  X d^-t-  ^dX  -4- 
T X^dx  = aQd  x.  Suppofons  ^dX  + VX^dx  =0 , nous  aurons 

= — P dx,  IX  ~ — fP  d x ,X=ze  ^ , Sc  par  conlïquent 

, -/Pdx  /Pd*_  , ftd* 

aQdxz=c  d\.  Donc  \ —aj(e  Qdx)....yc 

fP  d x 

— af(t  Qdxj+C. 

Par  exemple  , l’équation  dy  +y  d x — ati*  d x donne  y = a 

Kk  ij 
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FIG.  (C-t-  fe*  xm  dx)=aCe~  * -Jra(xm-rnxm-i-\-m.m-  I .x 

918.  On  intégrera  par  la  même  méthode  l'équation  Xym  iy  -4-; 
X'  y™*1  dx—X"  y*  dx , endivifant  par  Xyn  & faifanty  *•"  + * = 

Il  y a peu  d’autres  cas  où  la  réparation  générale  d’une  équation 
foit  poflïble.  Voyons  maintenant  quelques  applications  de  ces  prin- 
cipes à la  méthode  inverfe  des  tangentes. 

Prob.  I.  Trouver  la  courbe  dont  la  foutangente  — — x , on 

dy  n 

, -,  ndx  mdy  , , . 

aura  donc  en  léparant  = , & en  intégrant  nlx  = mly-^r 

x y 

(n  — m)  le,  d’où  l’on  tire  ym  — xncm-n,  équation  cherchée. 

y d x 

Prob.  II.  Quelle  cft  la  courbe  dont  la  foutangente  — - — = . . . 

aa-i-xx  , , , d y xdx  . b 

? on  aura  d’abord  — - = ; puis  , y y = —~ 

x y aa-\-xx'  a> 

2l6  (a  a * x)  > équation  à l’hyperbole. 

Prob.  III.  Quelle  eft  la  courbe  dans  laquelle  l’efpacc  AP  M=s  — 

m - - , mdy  ndx  — _ m.n 

AMQlOnadonc — fxdy—fydx,-— — ~X  a 

Prob.  IV.  Trouver  la  courbe  BM  dont  l’efpace  AB  MP  = l’arc 
fil  7 • B M multiplié  par  une  confiante  a,  ou  telle  qu  c/y  dx=.  af\f  (dx'--hdy1). 

Donc  =c  cft 

y'  (y  y — a a)  a ► 

l’équation  cherchée. 

fi  18.  P*ob.  V.  Trouver  la  courbe  AM  dans  laquelle  le  rayon  ofcula- 


. . . . 

tcur  M C — — M N. 
n 


m 

Si  on  fuppofe  d x confiante  , on  aura  — y 


dx*  +dyi 


.oi 


n - — ddy 

Jüyddy  -trdx'  -i-dyl  = o.  Pour  intégrer,  foit  dx=pdy  ± 


on  aura 


» . iz  = • » 

P . rn  y P(f  ïfc1} 


Digitized  by  G 


de  Mathêmati 


QÜEî, 


sn 


V(p'-i-t) 


■=~^— .*<!*  = 
.tsm  m , 

Ÿ(c  —y  ) 


-b  y dy 

2 „ 77~ : c’cft  l'equation  différentielle  du  premier  ordre  de 

m 


V(c  _ y ) 
la  courbe  cherchée. 

S\n=m,  on  a dx  = -f-y  dy  ( c c — y y ) ~ 1 , & x = c'±: 
V ( c c — yy)  équation  au  cercle.  Si  m = i n , on  a dx=a 
-f-  dy  y'  y . , 

y (c^yj J <^cIua”on  a “ cycloïde. 

Prob.  VI.  Trouver  une  courbe  B M , telle  qu’en  menant  par  l’ori- 
gine A une  droite  AO,  qui  fafle  avec  l’axe  un  angle  de  4ï°,  on 
ait  toujours  cette  proportion  ....  1 ordonnée  PM  eft'à  la  foutangente 
PT::  une  ligne  donnée  a : OM. 

On  voit  par  l’énoncé  de  ce  problème  , que  dy  : d x : : a:  y — x , 

& adx  — (y  — x)dy.  Soity  — x = j , on  aura  ^ =s  — — 

a a - ç a 

, C --- 

j 3c  x = y — a-bCe  • • On  auroit  pu  trouver  im- 

CL  - £ 1 

médiatement  cette  intégrale,  en  comparant  réquation  d x -f-  — dy  =s 

y dy 

— — - , avec  celle  des  numéros  91 6 & 917.1a  plus  petite  ordonnée 

dy  r t 

B D fc  trouve  en  faifant  -f  = oo , & alors  on  a BD  = AD=d/ 
dx 

ç 

— ; I’efpace  DBMP  = xy — -yy+aal  — -4 - \aal'  — 

a ' Ce*’ 

Prob.  VII.  Trouver  la  courbe  B M qui  faffe  par  tout  avec  l’or- 
donnée PM  un  angle  EM  P proportionel  à l’abfciffc  AP. 

x 

On  aura  donc  EM  P = — , m étant  confiant,  & tano  E.M  P 

m ü 

X d x . d y d x x 

= tartg  — = — j par  conféquent  — x=x  — toc  —2 

m dy  m m m 

dx  -X  . 

— COJ . 

mm  x 

Donc  y =5  C-+-nt  Içg  Jia  ~i  équation  qui  fait 


r x 
fm  — 

m 


Kkiij 
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voir  que  la  courbe  rencontre  la  ligne  des  abfcifles  en  des  points 

x C 

E,  F,  E',  F',  &c , tels  que  log  fin  — = — — 5 & que  par 

771  771 

C 

conféquent  x = m multiplié  par  tous  les  arcs  dont  le  finus  — e m : 
or  le  nombre  de  ces  arcs  eft  infini  ; car  fi  le  premier  eft  a , & fi  l’arc 
de  180®  eft  c,  ceux  qui  auront  le  même  finus,  formeront  la  fuite 
a , c — a , î e + a.jt  — a , 4 c -h  a , 5 c — a,&c:  ainfi  les 
diftances  où  la  courbe  rencontrera  la  ligne  des  abfcifles , feront 
repréfentées  par  m a , m (c  — a),m  (zc  a)  , m c — a)  , &c. 

On  prendra  donc  A E — m a , A F = m e — m a , A E1  = 
i m c -h  ma , A F'  — ; me  — ma,  &c  ; & on  aura  les  valeurs  pofi- 
tives  de  x.  On  trouveroit  de  même  fes  valeurs  négatives  , c’eft-à- 
dirc  , les  abfcifles  comptées  vers  la  gauche  de  A S , & on  verroit 
que  les  intervalles  EF,  E'F',  &c.  font  égaux. 


Cherchons  maintenant  en 
un  Maximum.  Pour  cela. 


quel  point  l’ordonnée  de  cette  courbe  eft 

- . d y x 

foit  — = o , on  aura  cot  — = o , 

dx  m 


& par  conféquent  fin  — = x.  Or  les  valeurs  qui  fatisfont  dans 

771 

le  fens  pofirif  à cette  équation  * font 


x 


m 


x 

m 


— il  c,  &c. 


% 


Et  puifque  fin  ~ eft  égal  à i dans  ce  cas , on  a y — C ; donc 

771 

aux  points  les  plus  élevés  C , C1,  &c.  les  ordonnées  font  égales 
entre  elles  & à la  confiante. 

Pour  trouver  les  afymptotes , on  fuppofera  y — 00  ce  qui  donnera 
fin  — z=.o  , équation  qui  aura  lieu  foit  que  — = o , foit  que 

-4-  c , ou  + ic,  ou  + 3 c,  &c.  Alors  * aura  une  des 
m 

valeurs  fuivantes  ,0,+  cmj  + icm,  3cm,  à l’infini.  La  courbe 
doit  donc  avoir  une  infinité  d’afymptotes  perpendiculaires  a 1 axe. 
La  première  parte  par  l’origine  des  abfcifles , c’eft  A S , la  fécondé 
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parte  à Ja  diftance  A D = c m , la  troifieme  , à une  diftance  A D'  pi(j, 
= iAD=î  cm,  &c.  Il  en  eft  de  même  dans  le  fcas  négatif. 

Prob.  VIII.  Entre  toutes  les  courbes  ifopérimetres  qui  partent 
par  les  points  B & D,  trouver  celle  qui  rend  l’aire  AB  DE  un  22 I, 
Maximum  , en  fuppofant  la  ligne  AE  donnée  de  pofition. 


Si  on  confidere  les  trois  éléments  confécutifs  MN,  NS,  S V,  il 
faudra  qu'entre  tous  les  ifopérimetres  qui  partent  par  les  points 
M 8c  V,MNSV  foit  propre  à rendre  l’aire  M P T V M Maximum. 
Supportons  donc  les  dy  confiantes  , & nommons  P M sa  a , N Q 
= b , SR  = c,  Nr=  S«=V  j = m , M r = h,  N/i  = r , 
Sj  = £,  on  aura  i* , à caurtc  des  points  M & V dont  la  diftance 
eft  confiante  d u d t -t-  d ç = o.  z°,  à caurtc  de  l’arc  MNSV 
dont  la  longueur  eft  confiante  aurtï , V (u1  -+-  m1)  -+-  / 

IL  & U 

* une  confiante  ; & par  conrtéquent  — 

1 1 V ( u*  m*  ) 


4- -f. = o.  3°  , l’ertpace  MP  TV 

V (t*  ^ V (l'+m')  “ 

étant  un  Maximum  , on  a adu-t-bdt-hcd%  — o.  Éliminant  d ç 
Sc  dt  au  moyen  de  ces  trois  équations  , & ayant  égard  à ce  que 

*—  c=~m38c  que  a=c=—zm. 


_T_ 

SV 


N n M r , N « S j , _ ..  r . , 

ou — ■+-  ( ) = o.  Or  il  fuit  des 

NS  MN  N S SV' 


principes  du  Calcul  différentiel  que  — 


Mr 

MN 


N n 
NS 


. M r 

d . 

MN 


& que 


Sj  ^N«  __  Nn_Mr  \ , 
’ S~V  NS  ^ ' NS  MN  ^ 


,/r-  — 

V MN 


id( 


M r 
M N 


; 


■ o. 


N n 
NS 


).  Donc 


Exprimant  cette  équation  à la  manière  accoutumée , c’eft-à-dire 
fairtant  Mr  = dx  , MN=  / ( dx 1 ■+.  dy1),  on  a 

, . dx  r\  J dx  dy  . 

V ( dx*  -f-  dy*  ) V ( d x*  -+•  dy 1 ) C 

dx  y -f-  C 1 dx'-hdy*  C1 

ii(d*'+dy%)  c * oac  17*  (y  -t-  C'  y 

KkiT 
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dyx  d\  C 

*=*  +/*•  u±7ïc  = ',( 

±dy(y+C) 


Oh 

, & en  intégrant 


* 

— — 0;  donc  dx  = 


y [c1  — (y-h  cy~\ 

x=nc"±  /[C1— o-f-c';1]» 

équation  au  cercle.  Donc  le  cercle  eft  la  courbe  qui , fous  le  mime 
périmètre  , renferme  le  plus  de  furface. 

519.  Pour  déterminer  les  confiantes  C"  , C*  , C , ou  pour  décrire 
le  cercle  cherché,  on  aura  ces  trois  conditions.  i°,  lorfque je  = o 
y = AB.  i° , lorfque  * = AE,  y = D E.  3%  on  cherchera  par 
l'équation  précédente  la  longueur  de  l’arc  B M D , & comme  cette 
longueur  eft  fuppofée  connue , on  aura  la  troifîemc  condition  né- 
ceflaire  pour  déterminer  les  confiantes  C",  C',  C. 
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Réfultats  des  Solutions  de  quelques  Problèmes  énonce s 
dans  le  cours  de  l'Ouvrage, 


A.  .. . Soixante-quinze. 

B.  . . . Huit  cents  quatre-vingt-treize. 

C.  . . . Mille  cent-onze. 

D.  . . . Soixante-fept  mille  cinq  cents-neuf. 

E.  . . . Dix  millions  deux  cents  mille  fept  cents-un. 

E .....301, 

G 8001. 

H 15016. 

1 50001000. 

K . .11004000079. 

L.  ..................... .24619.  --  • 

M.  181164. 

N ............1 1167080. 

O .1000 


Q .1111. 

R 4-'9- 

S ..73616. 

T... 15317010848431. 

U .4943111371815660. 

X..... 111931631111635169. 

Y 999  m- 

387 

A' ioi+ü^|. 

B' "TTC, 


Digitized  by  Google 


Leçons  El^mentai*!* 


Toges. 

îf  D' 
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38  *' f- 

Ibid.  & f. 

Ibid.  H' 

3*  I'..... T- 

Ji/dL  K' 4. 

Ibid.  V i. 

Ibid.  M' 19. 

41  N'.  ..Un  dixième. 

Ibid.  O'... Trois  unités  quarante-deux  centièmes. 

Ibid.  P',., Trois  cents  cinquante  - quatre  unités  foixante  - trois 
dix  millièmes. 

Ibid.  Q1.  ..Huit  unités  fept  mille  deux  cents* un  millionièmes. 


41  R' o,oooj. 

Ibid.  S' ..1000,004. 
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I.  Soit  A le  Courrier  de  Paris , B celui  de  Fontainebleau,  le  rapport 
de  leurs  vîtefles  refpeftives  : : m : n,  la  diffcmce  de  Paris  à Fon- 
tainebleau = d , la  diftance  de  Paris  au  lieu  de  rencontre  fera 

x — m — Fai  fan  t dans  cette  formule  d = 14 , m = j , 71  = 4, 

771  — f-  71 

on  trouvera  x = 6. 

II.  Si  on  appelle  x le  nombre  des  pas  que  le  lévrier  doit  faire 

avant  d’atteindre  le  lièvre , 1®.  on  trouvera  X = — — 1 

mp  - ( m-\-  a ) q' 

i°.  Le  lévrier  n’atteindra  le  lièvre  que  dans  le  cas  où  mp  > ) q. 

III.  Si  on  nomme  x l’argent  de  B , y celui  de  C , Sc  a le  gain  de  ce 
dernier  ; on  trouvera  y = 9 , par  conféqucnt  B aura  6 de  relie  ; 
mais  la  fécondé  partie  du  problème  eft  indéterminée  , & en 
donnant  à a nnc  valeur  arbitraire , l’argent  du  fécond  fera . . . • 

y = 4aV  — . 


IV.  La  montre  marquoit  j heures  17  yz  minutes. 

V.  Le  temps  demandé  T " = ^ 

E E’  E" 

•p  j»  pî» 

VI.  Les  parties  qui  compofent  le  mélange  , feront 

c(m  — b)  c (a — m) 

x-~ — T1’  = T1» 

a — b a — b 


VII.  La  Réglé  de  double  faulTe  pofuion  ne  réfoud  exactement 
que  les  Equations  du  premier  degré  , & dans  les  applications  qu’on  . 
en  fait  ordinairement , on  ne  confidere  qu’une  feule  inconnue  ; il 
eft  donc  néceflairc  lorfqu’il  y en  a pluficurs , que  ces  inconnues 
aient  entre  elles  & celle  que  l’on  confidere  des  rapports  immé- 
diats & bien  déterminés  , afin  qne  l’on  puifTe  déduire  facilement 
leurs  valeurs  d’après  les  différentes  fuppofirions  qu’on  fera  pour  la 
valeur  de  celle  que  l’on  confidere.  Cela  pofé  , tout  problème  du 
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premier  degré  fera  cenfé  n’avoir  qu’une  feule  inconnue  ; on  pourra 
donc  exprimer  toutes  fes  conditions  par  une  équation  de  cette 
forme  A x — B : A & B étant  des  quantités  que  les  conditions 
du  problème  feraient  trouver  fi  on  en  avoit  befoin , & par  con- 
féquent  connues.  Cela  pofé , on  fera  pour  x deux  fuppbfitions  S , S'  ; 
- il  en  réfultera  deux  erreurs  e , e , & l’équation  A x=  B fe  changera 
en  ces  deux  autres  A S=B  + e , AS'  = B -f-  e':  multipliant 
la  première  par  e'  & la  fécondé  par  e , les  produits  feront  A e'S  =s 
B e'  -h  e e'  , A e S'  = B e -+-  e'  e.  Souftrayant  la  première  équation 
de  la  fécondé  , on  trouvera  pour  refte  A ( e S1  — e'  S ) =3 


B(  e — e')  , & par  conféquent 


eS'—e'S 


B 

A 


x , équation 


dans  laquelle  on  rcconnoît  la  réglé  de  double  faufle  pofition. 
VIII.  La  fomme  aété  placée  au  denier  13,463  .,  ou  à 7,4:8  pour  f. 


IX. 


-a-bx- f 


b1  -+-  a - 1 


i5  -3-  ( z a - I ) b 


i-bx-x1  a 

é4  -3-  f 3 a — 1 ) b*  -+ -a1  — a 


. 


s*  — &c. 


_ ^ 8 itio  , iiii*«8 

X.  On  trouvera  y — — x— . * H . x 5 — &c. 

3 81  1093; 

XI.  Soit  a le  nombre  des  habitants  pour  une  époque  quelconque , r le 
nombre  d’années  écoulées  durant  la  population , b leur  nombre  à U 

fin  de  ce  temps , l’accroiffement  annuel  = — , on  trouvera  a = 


1 

.ix 

(x  -f-  1;. 


l a(x+-  1) 

• • O 1 ■ • “ “ " • 

X* 


X 


Lé  — La 

L (x  -t-  1)  — Lx 


XII.  Le  plus  grand  des  deux  nombres  eft  31  , & le  plus  petit  eft  5. 

XIII.  Le  plus  petit  nombre  eft  = 5 [ V ( \-V.{ 1-  — ) ) -f* 

x 4 17 

V(± V (--3-—))],  qui  étant  ôté  de  a donnera  le  plus 

z 4 17 

grand  nombre  pour  refte. 
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XIV.  Ce  nombre  eft  9x3. 

XV.  Les  quatre  racines  font  imaginaires , & fe  trouveront  aifé- 
ment  en  réfolvant  les  deux  fadeurs  du  fécond  degré  x1  -+-  x*  3, 
xl  — x ■+■  1 , dont  l’équation  propoféc  a été  compofée. 

XVI.  La  Garnifon  étoit  de  700  hommes. 

XVII.  Le  Voiturier  avoir  tiré  39  { bouteilles  environ. 

XVIII.  On  trouvera  1°.  V ( 14-f -6  V j ) = 3 4-  / 5 , Si  3% 
impoffible,  4°.V 10  V-i  = (1  -+-  V- 1 )v'$. 

XIX.  On  trouvera  i®.  V ( n-h  10  V7  Jbï+v'j,  x®.  impoffible. 

XX.  On  trouvera  x = 8,9540686  , les  deux  autres j font 

imaginaires.  ... 

XXI.  Les  quatres  racines  font  * = 3 , X08X45  ••  • *==  3>47xo9*..a 
x=  I,x847i3  ...  x = 0,034940. 

XXII.  On  trouvera  y=  4,  8x78. 

XXIII. On  pourra  combiner  de  43  maniérés  différentes. 

XXIV.  Le  nombre  301  fatisfait  aux  conditions. 


XXY.  Deux  maniérés. 


XXVI.  Quatre  folutionj 


Maîtres. 


latre  folutions.  s Domeftiques  . x . 

C Chevaux.  8 . 
Problème  impofîîble. 


En  i j8x. 

Eu  l'année  1680. 
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1 6 
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308. 

1 
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3*7. 

S 

1 • • «1  «ire  C £ B*  • • • 

331- 

7 

. . . . fm 1 \ q ...... , 

3^3- 

• • • • tang  A C • • • • , 

364. 

3° 

...ABC 

374- 

19  & 10.. 

1 • • «le  point  T • • • 0 
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AQO  m 
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Suite  des  fautes  à corriger : 


*5  + 

** 

5 m* 

5 m1  1 

AT 

A G 

57  • 

43?. 

d tang  'x 

d tang  x 

JA. 

l-i-tang  lx 

i-H  tang 

1)** 

4 19. 

6,  . 

î5  V—  1 

î5  V” — 1 

X 

*•3 

471  • 

}*• 

(787,) 

(K. 

i*r  - 

,**  «•*« 

10  • 

if5- 

lx7 
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